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Carl Neumann’). 
Von 
Otto Hélder in Leipzig. 


Am 27. Marz 1925 wurde Carl Neumann im Alter von beinahe 93 Jahren 
der Wissenschaft entrissen. Seine Beteiligung an der Griindung und Re- 
daktion der Mathematischen Annalen ist bereits besprochen worden (Bd. 94, 
8.177). Eine Reihe seiner gedankenreichen, auf verschiedene Gebiete sich 
beziehenden Arbeiten ist in den Annalen, namentlich in deren ersten Banden, 
verdffentlicht. Langer als andere hat er an der mathematischen Wissen- 
schaft mitgebaut, und noch vor wenigen Jahren sind umfangreiche Ab- 
handlungen von ihm erschienen, Friichte seines bewunderungswiirdigen 
FleiBes, seiner nicht im héchsten Alter nachlassenden Arbeitskraft. 

Carl Gottfried Neumann ist am 7. Mai 1832 als Sohn des beriihmten 
Physikers und Mineralogen Franz Neumann in Kénigsberg geboren. Dort 
hat er seine Schulbildung erhalten, studiert und im Jahre 1856 promoviert, 
1858 erwarb er sich die Venia legendi an der Universitat Halle, wo er 
dann 1863 zum auBerordentlichen Professor beférdert wurde. In dem- 
selben Jahre wurde er als Ordinarius nach Basel berufen, von wo er 1865 
nach Tiibingen iibersiedelte. Als dann in Leipzig Drobisch die Professur 
der Mathematik mit der der Philosophie vertauscht hatte, beantragte 1868 
die Philosophische Fakultét eine Vermehrung der mathematischen Ordi- 
nariate und veranla8te neben der Beférderung Scheibners zum ordentlichen 
Professor die Berufung Carl Neumanns nach Leipzig. Von da an hat 
Neumann hier seine eindrucksvolle und erfolgreiche Tatigkeit ausgeiibt 
und zahllose Schiiler ausgebildet, bis er am Anfang des Jahres 1911 in 
den Ruhestand trat. 

So war Neumanns Leben fuBerlich wenig bewegt. Trotz zahlreicher 
bedeutender Auszeichnungen, die ihm zuteil wurden, war er auBerhalb der 


*) Mit wenigen kleinen Anderungen abgedruckt aus den Berichten der math.- 
phys. Klasse der Siachsischen Akad. der Wissensch. zu Leipzig, Bd. 77. 
Mathematische Annalen. 96. 
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Kreise der Mathematiker und Physiker seinen Mitbiirgern fast unbekannt. 
Die geschaftlichen, mit dem Universitétswesen verbundenen Angelegenheiten 
wuBte er von sich abzuhalten, und so hat er auch keine Ebrenamter der 
Universitat bekleidet. Er war der typische deutsche Professor alten Stiles, 
dem seine wissenschaftliche Arbeit die Hauptsache war; ja es bildete bei 
ihm diese Arbeit neben der Vorlesung — trotz der reichen sonstigen 
Interessen, die ihn bewegten — das einzige Feld seiner Tatigkeit. Nach- 
dem noch der gliickliche Ehebund, den er geschlossen hatte, im Jahre 1875 
nach erst elfjahriger Dauer durch den Tod der Gattin gelést worden war, 
lebte der Vereinsamte lange Zeit fast nur seiner geliebten Wissenschaft 
und seinen ihm in besonderer Anhanglichkeit verbundenen Schiilern. Erst 
in héheren Lebensjahren hat seine Schwester seinen Hausstand geteilt und 
ihm wieder ein behagliches Heim bereitet, in dessen anregender Atmo- 
sphire manche von uns Kollegen schine Stunden verlebt haben. 

Neumanns wissenschaftliche Arbeiten haben sich, entsprechend seiner 
reichen Begabung und den mannigfaltigen Anregungen, die ihm seine 
Studienzeit gebracht hatte, auf verschiedenen Gebieten bewegt. Die physi- 
kalischen Interessen hatte ihm der Vater vererbt, doch lag die eigene 
Anlage mehr auf Seite des mathematischen, insbesondere des anschaulich 
mathematischen Denkens. Wahrend der Kénigsberger Studienzeit hatte er 
jedenfalls von Hesse geometrische, von Richelot funktionentheoretische An- 
regungen erhalten. Seine Doktordissertation (Nr. 1) behandelt ein Spezial- 
problem der Mechanik, das mit hyperelliptischen Integralen gelést wird, 
ist also funktionentheoretischer Art. Die Habilitationsschrift (Nr. 2) jedoch 
gehért der mathematischen Physik an und sucht von der magnetischen 
Drehung der Polarisationsebene des Lichtes eine Theorie zu geben. In 
Basel hat er die erste Auflage seines bekannten und viel benutzten Lehr- 
buchs tiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale geschrieben (Nr. 17), 
in Tiibingen in einer der Universitat Bonn gewidmeten Gratulationsschrift 
der Universitat die erste elektrodynamische Arbeit veréffentlicht (Nr. 26). 
Neben den Arbeiten in Funktionentheorie, in theoretischer Physik, ins- 
besondere in der Elektrodynamik, hat ihn, und zwar vor allem anderen, 
die Theorie des Potentials und der damit in Zusammenhang stehenden 
Reihenentwicklungen beschaftigt. Auch hat Neumann sein ganzes Leben 
hindurch mechanische Aufgaben behandelt und férmlich mit den Grund- 
lagen dieser Wissenschaft gerungen. 

Es erscheint kaum méglich, Neumanns Leben in Perioden zu teilen, 
in denen er sich jedesmal nur mit einer Materie beschaftigt hatte. Ich 
werde deshalb seine Arbeiten nach den einzelnen Gebieten beschreiben. 

Weitaus die glinzendsten von Neumanns dauernden Leistungen ge- 
héren der Potentialtheorie an, mit der ich deshalb den Anfang machen 
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will. Die ersten Arbeiten betrafen Spezialaufgaben, die damals noch nicht 
oder nicht auf so einfache Weise gelést waren. Er hat im Jahre 1861 
die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir die Kugel, die urspriing- 
lich von Poisson mit Hilfe von Reihenentwicklungen gelést worden war, 
auf eine besonders elegante Art behandelt (Nr. 7)*). 1863 folgte dann 
die entsprechende Aufgabe fiir eine von zwei nichtkonzentrischen Kugel- 
flichen begrenzte Schale (Nr. 11 u.14) und 1864 mit Hilfe von neuartigen 
Reihenentwicklungen diejenige fiir einen ringférmigen Raum (Nr. 15). Eine 
andere, bereits im Jahre 1861 verdéffentlichte Arbeit (Nr. 8) enthilt all- 
gemeinere Gesichtspunkte. Indem hier Neumann sich vorsetzt, eine der 
Laplaceschen Gleichung geniigende Funktion von nur zwei Variablen zu 
studieren, betrachtet er erstmalig eine solche Potentialfunktion als die 
Wirkung einer ,, Belegung“, eines mit gewissen fiktiven Eigenschaften be- 
hafteten Fluidums. Hier zeigt sich die Fruchtbarkeit von Neumanns 
geometrisch-physikalischer Phantasie. Indem er die fiktiven Massen in 
einer speziellen Verteilung annimmt, gelingt es ihm, ein Potential mit 
Niveaukurven von einem gewissen Typus zu erhalten und dadurch dann 
umgekehrt fiir Randkurven von diesem Typus die erste Randwertaufgabe 
des logarithmischen Potentials zu lésen, so etwa, wie es Euler gelungen 
war, gewisse Arten von Differentialgleichungen dadurch zu integrieren, dab 
er vorher gewisse Gleichungen, die noch Parameter enthalten, differentiiert 
und einen Parameter eliminiert hatte. Insbesondere lést Neumann hier 
auch die Randwertaufgabe fiir eine aus zwei konfokalen Ellipsen begrenzte 
Ringflache. Eine in dieser Arbeit angestellte besondere Betrachtung ist 
von groBer Wichtigkeit. Neumann zeigt (a. a. O. 8.365), wie das Rand- 
wertproblem gelést werden kann, wenn die Greensche Funktion des — hier 
als einfach zusammenhangend zu denkenden — Bereiches nur fiir eine 
einzige bestimmte Lage des Zentrums im Innern des Bereiches bekannt 
ist. Dabei enthilt Neumanns Lésung des Problems, ohne daS es ihm 
iibrigens damals bewuSt war, implizite das jetzt sehr bekannte Verfahren 
der konformen Abbildung eines einfach zusammenhangenden Bereiches auf 
einen Kreis mit Hilfe der Greenschen und der mit dieser zusammen die 
Cauchy-Riemannschen Gleichungen befriedigenden Funktion. Riemann hatte 
in Art. 21 der Dissertation diesen Nachweis der Existenz der Abbildung 
geliefert. Riemanns Arbeiten waren aber damals Neumann noch unbekannt 
(vgl. Nr. 161, 8. 245). 


Eine im Jahre 1871 im 3. Bande der Mathematischen Annalen er- 
schienene, bereits 1870, also ungefahr gleichzeitig mit den bekannten Ar- 


*) Allerdings la8t sich die Lésung auch aus gewissen Ergebnissen, die W. Thomson 
im Jahre 1845 verdffentlicht hat, ohne Reihenentwicklungen ableiten. 
1* 
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beiten von Schwarz, niedergeschriebene Abhandlung (Nr. 50) enthalt neben 
gewissen Uberlegungen iiber die vorauszusetzenden Stetigkeitsbedingungen 
die jetzt so geliufigen Schliisse hinsichtlich des Verhaltens der inneren 
Werte des Potentials zur oberen und unteren Grenze der Randwerte auf 
Grund der Riemannschen Bemerkung, da8 — beim nichtkonstenten Po- 
tential — im Innern kein Extremum vorkommen kann, ferner einen auf 
Grund des Fortsetzungsverfahrens der Potenzreihen gefiihrten Beweis da- 
fiir, daB die Potentialfunktion, falls sie in einem Teil des zusammen- 
hingenden Bereichs konstant ist, im ganzen Bereich konstant ist. 

Nachdem Neumann dann noch andere Aufsatze zur Revision und Ver- 
volisténdigung der Theorie des Potentials hatte erscheinen lassen, ver- 
Sfientlichte er 1877 die ,,Untersuchungen iiber das logarithmisehe und 
Newtonsche Potential“ (Nr. 77). In dieser Schrift ist das Potential, auf- 
gefaBt als Wirkung einer Belegung sowohl fiir den raumlichen als fiir den 
ebenen Fall, systematisch untersucht unter bestandiger Gegeniiberstellung 
der auf drei und der auf zwei Variable sich beziehenden Sitze. Vor allem 
neu ist eine griindliche Untersuchung der Potentiale der sogenannten Doppel- 
belegungen, die im Anschlu8 an die aus der alten Theorie des Magnetismus 
hervorgegangene Vorstellung des Doppelpols zuerst von Helmholtz im 
Raume eingefiihrt worden waren. Das Potential einer Doppelbelegung 
vom Moment yw, die auf der Begrenzung eines ebenen Bereichs ausgebreitet 
gedacht ist, wird von Neumann im Anschlu8 an ein fiir den Raum von 
GauB gegebenes Integral in die Form 


(1) J (do), 


gebracht; dabei ist das Integral iiber jene Begrenzung zu erstrecken, und 
(do), bedeutet den Winkel, unter dem das Element do der Begrenzung 
vom Aufpunkt z aus erscheint. Das Integral (1) geniigt als Funktion der 
rechtwinkligen Koordinaten des Aufpunktes der Laplaceschen Gleichung 
sowohl im Innern, als auch auBerhalb des gedachten Bereiches, und es 
gestattet die benutzte geometrische Vorstellung, die Annaherungswerte des 
Potentials zu bestimmen fiir den Fall, daB man sich einem bestimmten 
Randpunkt, sei es von der inneren, sei es von der AuBenseite des Bereichs 
her, annahert. Die Differenz des inneren und des auBeren Annaherungs- 
wertes ist gerade das 22-fache des Momentes ~ der Doppelbelegung. 
Die Theorie der Doppelbelegungen hat Neumann auf seine Lésung 
des 1. Randwertproblems der Potentialtheorie, die beriihmte von ihm so 
genannte ,,Methode des arithmetischen Mittels“‘ gefiihrt. Der Gedanke geht 
auf das Jahr 1870 zuriick, in dem Neumann eine Skizze der Methode 
(vgl. Nr. 43), allerdings ohne jeden Konvergenzbeweis, veréffentlicht hat. 
In den Untersuchungen von 1877 ist dieser Beweis nun im wesentlichen 
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ausgefiihrt. Zum besseren Verstindnis geht man am einfachsten vom Kreis 
aus. Auf der Peripherie seien die von den Peripheriepunkten stetig ab- 
hangenden Randwerte f gegeben. Denkt man sich jetzt eine Doppelbelegung 
so, daB dem Element do der Peripherie gerade dasjenige Moment , zu- 
kommt, das dem dort vorhandenen Randwerte f gleich ist, so stellt das 
obige Integral (1) im Innern des Kreises eine Potentialfunktion vor, die 
bei der Annaherung an einen Randpunkt s den Grenzwert 


(2) au,+Jf u(do),=af(s)+J u(do), 


erhailt. Vermége des Satzes vom Peripherie- und Zentriwinkel im Kreise 
ist dies aber gleich 


1 
xt(s)-+4| u(dop, 
falls unter O der Mittelpunkt des Kreises verstanden wird. Setzt man nun 


1 
3,,) #(de))= M, 


so kann man M als das arithmetische Mittel*) der iiber die Kreisperipherie 
verstreuten Momente yu bezeichnen. 


Das * -fache des Potentials (1) hat nun bei s den Grenzwert 
f(s) + mM; 
man braucht also nur noch die Konstante M zum Abzug zu bringen, um 
eine Potentialfunktion im Innern des Kreises zu erhalten, die am Rande 
in die vorgeschriebenen Werte / iibergeht. 
Ist nun statt des Kreises ein anderer Bereich vorgegeben, der aber 
— dies ist eine unumgingliche Bedingung — konvex sein muB, und sind 
auf dessen Grenze wieder gewisse Randwerte f stetig verteilt, so kann 
man wiederum das Integral (1) bilden, das im Innern des Bereiches eine 
Potentialfunktion, d.h. eine der Laplaceschen Gleichung geniigende Funktion 
vorstellt. Fiir die Annaherung an einen Randpunkt « gilt nun wieder 


— wenn von Ecken abgesehen wird — die Formel (2). In dieser ist aber 
jetzt das zweite Glied 


J u(do), =a, 
nicht mehr eine von der Lage des Punktes s unabhingige GréBe, also 
nicht mehr ein lings des Randes konstanter Wert. Kénnte man aber fiir 
das Innere des gegebenen Bereichs das Randwertproblem mit den Rand- 


werten f, behandeln, so kénnte man offenbar von dem * -fachen der 


*) Da hier (do), als stets positiv angesehen werden kann, ist auch das * -fache 
des Integrals (1) selbst ein Mittel aus den Werten x. 
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Formel (1) eine Potentialfunktion so zum Abzug bringen, daB die gestellte 
Aufgabe gelést wire. Nun stellt sich aber, falls der Bereich konvex und 
nicht ,,zweisternig“ ist, heraus, daB die neue, auf die Werte f, sich be- 
ziehende Randwertaufgabe insofern ein einfacheres Problem vorstellt, als 
die Werte f, lings der Peripherie nur in einem GréBenintervall veranderlich 
sind, das kleiner ist als das GréBenintervall der f, und zwar ist jenes 
Intervall kleiner als das A-fache dieses Intervalls, wobei 4 eine ein fiir 
allemal durch den Bereich allein bestimmte Konstante ist, die kleiner 
als 1 ist. Neumann nennt diese Konstante die Konfigurationskonstante 
des Bereichs. 

Man kann nun offenbar fiir die Randwerte f, wieder dieselbe Be- 
trachtung, die fiir die Randwerte f angestellt war, wiederholen und das 
Problem auf ein Randwertproblem mit gewissen Werten /, hinausschieben, 
wobei diese Werte nur in einem Intervall variieren, das kleiner oder gleich 
dem {*-fachen des Intervalls ist, in dem die Werte f variiert haben. In- 
dem man so ohne Ende fortfahrt, ergibt sich ein konvergenter ProzeB, 
der die Lésung der urspriinglich gestellten Aufgabe liefert. 

Offenbar ist fiir das Verfahren unbedingt wesentlich, daB die genannte 
Konfigurationskonstante kleiner als 1 ist. Der hierfiir in den Untersuchungen 
von 1877 gegebene Beweis ist nicht ohne Schwierigkeiten und hat ohne 
Zweifel auch Neumann selbst nicht befriedigt. In einer spiteren Veréffent- 
lichung vom Jahre 1887 (Nr.114) hat er den Gegenstand wieder auf- 
genommen und, neben einer Reproduktion des alten, einen neuen, auf 
elementaren Anschauungen aufgebauten und vdéllig zwingenden Beweis fiir 
die Ungleichung 4 <1 gegeben *). 

Die angefiihrten Betrachtungen werden fiir das AuBengebiet des 
Bereichs — unter der Voraussetzung, da8 noch eine Annahme fiir das 
Verhalten im Unendlichen gemacht ist — genau so durchgefiihrt, wie fiir 
das Innere, und es 1a8t sich das entsprechende Raumproblem in gleicher 
Weise wie das ebene behandeln. Nur die Beschrankung auf konvexe 
Bereiche, bzw. Kérper, ist bei der Methode des arithmetischen Mittels 
wesentlich. Allerdings haben Poincaré, Korn und E. R. Neumann nach- 
triglich beweisen kénnen, da8 die aus der Methode hervorgehenden Reihen 
auch fiir weit allgemeinere Bereiche giiltig bleiben. Diese Beweise ziehen 
neve Hilfsmittel heran, sind auch ziemlich umstandlich und nicht ohne 
Schwierigkeiten; die Methode des arithmetischen Mittels in dem engeren 
Sinne Neumanns reicht also doch zur Begriindung der Existentialsitze bei 
allgemeineren Bereichen allein nicht aus. Zur Ergainzung wird man viel- 
leicht am besten, wenn man nicht auf das Thomson-Dirichletsche Prinzip 


*) Man vgl. auch die von Neumann auf S. 759 angefiigte Anmerkung. 
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zuriickgreifen will, dessen neuere Ausgestaltung hier nicht erértert werden 
soll, die Verfahren benutzen, die Neumann als kombinatorisch, H. A. Schwarz 
als alternierend bezeichnet. Hinsichtlich der Durchfiihrung dieser Verfahren, 
die von Neumann im 9. Kapitel der ,,Untersuchungen“’ besprochen sind, 
kommt Schwarz die Prioritét zu. Es ist aber zu erwahnen, da8 Neumann 
bereits im Jahr 1870, also gleichzeitig mit Schwarz, den Gedanken des 
Verfahrens gefaBt und verdffentlicht hat (Nr. 48)°); auch findet sich bei 
Neumann noch eine Variante des Verfahrens, die statt der Verschmelzung 
von Gebieten solche Gebiete im Auge hat, die das Gemeinsame von zwei 
gegebenen Gebieten darstellen. Wesentlich ist natiirlich, da8 auf Grund von 
Neumanns Methode des arithmetischen Mittels bei den kombinatorischen 
Verfahren Gebiete zur Zusammensetzung verwendet werden kénnen, die von 
nichtanalytischen Randkurven begrenzt sind. Eine Darstellung der kom- 
binatorischen Verfahren und auch der Methode des arithmetischen Mittels 
hat Neumann auch in die zweite Auflage seiner Vorlesungen iiber Riemanns 
Theorie der Abelschen Integrale (1884, Nr. 105) hineingearbeitet, um die 
mit den Existentialsitzen der Potentialtheorie eng verbundenen Riemann- 
schen Existenztheoreme zu begriinden. 


Der Umstand, daB Neumann in seinen Untersuchungen iiber die 
»Methode des arithmetischen Mittels“ die beiderseitigen Randwerte des 
Potentials einer Doppelbelegung im Zusammenhang miteinander untersucht 
hat, veranlaBte Poincaré zu einer Verallgemeinerung des Problems. Poincaré 
sucht eine Doppelbelegung von der Art, da8 zwischen den Randwerten 
der beiden Potentiale, die aus der einen Doppelbelegung im Innen- und 
AuBenbereich hervorgehen, an jeder Stelle des Randes dieselbe lineare 
Verkniipfung gegeben ist. Dieses Neumann-Poincarésche Problem fiihrt in 
ungesuchter Weise auf eine Reihenentwicklung nach den Potenzen eines 
Parameters. Diese Reihe wird vielfach, im Grunde nicht mit Recht, als 
Neumannsche Reihe bezeichnet. Das genannte verallgemeinerte Problem 
14Bt sich aber auch als Integralgleichung formulieren. In diesem Sinne 
also leitet das Neumann-Poincarésche Problem in die beriihmte Theorie 
der Integralgleichungen von Ivar Fredholm hiniiber. 


Hinsichtlich der Untersuchungen von 1877 ist noch zu bemerken, 
da8 darin (8.216) auch das zweite Randwertproblem bereits behandelt 
ist, bei dem nicht die Werte der zu bestimmenden Potentialfunktion, 
sondern die ihrer Ableitung nach der Normalen fiir die Randstellen gegeben 
sind. Die Methode des arithmetischen Mittels hat Neumann spiter (1896, 
Nr. 133) auf die Differentialgleichung 4q@—«*q iibertragen. Es tritt 








5) Bekanntlich ist der Grundgedanke des Verfahrens noch ilter und geht auf 
Murphy zuriick (vgl. Math. Enzyklop. Bd, II, A7b, S. 499). 
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dabei an Stelle der oben mit (do), bezeichneten GréBe, die durch die 
Ableitung nach der Normalen vom Logarithmus des reziproken Abstandes 
von z und do (im Raum als Ableitung des reziproken Abstandes selber) 
darstellbar ist, die Ableitung nach der Normalen von einer etwas anderen 
Funktion der Entfernung ein. 

Neumann ist noch in zahlreichen, z.T. umfangreichen Arbeiten auf 
allgemeine und spezielle Probleme der Potentialtheorie eingegangen. Es 
soll hier nur angefiihrt werden, daB er die Ableitungen der Greenschen 
Funktion am Rande des Bereiches (in Nr. 114, II, 8. 662ff.) untersucht, 
insbesondere die Positivitét der Ableitung nach der Normalen nach- 
gewiesen hat. Besonders schén und auch folgenreich sind die von ihm 
entdeckten Beispiele und Spezialsitze. Seine Verallgemeinerung des Bobylew- 
schen Satzes ist ein spezielles Potentialtheorem, demzufolge zwei beliebig 
gestaltete Konduktoren mit Elektrizitétsmengen von einem solchen Ver- 
haltnis geladen werden kénnen, da8 die Wirkung des einen Konduktors 
auf den anderen nach einer vorgegebenen Richtung die Komponente Null 
ergibt (Nr. 91, 8.33). Ein anderer von Neumann gefundener Spezialsatz 
(Nr. 150, 8. 278) lautet so: Die homogene materielle Ellipsenflache ist, 
was ihre Wirkung (im Sinne des logarithmischen Potentials) auf dufere 
Punkte anbelangt, ersetzbar durch eine gewisse materielle Linie im Innern 
der Ellipse. Dieser Satz, den Neumann von der Ellipse auf deren Fub- 
punktkurven iibertragen hat, und der gerade hier eine ganz besonders 
einfache Gestalt erhalt, bildete den Keim fiir wichtige Untersuchungen 
anderer iiber die analytische Fortsetzung eines aus einer Belegung ent- 
sprungenen Potentials ins Innere des von der Belegung erfiillten Bereiches. 

Die nach trigonometrischen, Kugel- und Zylinder-Funktionen fort- 
schreitenden Reihen und die dazugehérigen Integrale, Gegenstinde, die ja 
mit der Theorie des Potentials in nahem Zusammenhang stehen, haben 
Neumann viel beschiftigt. Bereits im Jahre 1862 hat er ausgehend von 
der Cauchyschen Integralformel die Entwicklung einer Funktion von 
imaginaérem Argument nach Kugelfunktionen erhalten; es war dies wohl 
der erste Fall, in dem fiir eine nicht nach den Potenzen des Arguments 
fortschreitende Reihe ein Konvergenzgebiet in der komplexen Zahlenebene 
— ein von zwei konfokalen Ellipsen gebildeter Ring — nachgewiesen war 
(Nr. 9). In demselben Jahre hat Neumann in einer mathematisch-physi- 
kalischen Arbeit (Nr. 11) die Darstellung einer Funktion von zwei reellen 
Argumenten mit Hilfe von Zylinder- oder Besselschen Funktionen gegeben. 
Die gleiche Darstellung la8t sich, wie Neumann spiter gezeigt hat (Nr. 98), 
aus der Laplaceschen Entwicklung nach Kugelfunktionen dadurch herleiten, 
da8 der Kugelradius unendlich groB gemacht wird. 

1867 lie Neumann eine Monographie iiber die Besselschen Funktionen 
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erscheinen, in der er neben der Zusammenstellung alterer Ergebnisse eine 
erhebliche Bereicherung der formalen Theorie geliefert hat (Nr. 24). In 
einer anderen, gleichzeitig erschienenen Abhandlung (Nr. 21, 22) hat er die 
Theorie der Kugelfunktionen sehr elegant entwickelt und verallgemeinert. 

Wahrend in einem Teil der eben erwiahnten Schriften die Konvergenz- 
fragen nur unvollstandig behandelt sind, hat Neumann 1881 eine zu- 
sammenhangende Darstellung aller dieser Funktionsentwicklungen verdffent- 
licht (Nr. 98), wobei die Konvergenztheoreme auf Grund des zweiten 
Mittelwertsatzes der Integralrechnung streng bewiesen werden. Fiir die 
Darstellung durch Besselsche Funktionen ist damit zum erstenmal ein 
wirklicher Konvergenzbeweis gegeben worden, wahrend der Nachweis fiir 
die nach Kugelfunktionen fortschreitenden Entwicklungen kurz vorher 
bereits von Dini nach dem Muster der klassischen Untersuchungen Dirichlets 
iiber die trigonometrischen Reihen gefiihrt worden war. In einigen spiteren 
Arbeiten hat Neumann die trigonometrischen Reihen von neuem in Be- 
tracht gezogen und dabei auch die Frage nach der Gleichmafigkeit der 
Konvergenz dieser Reihen erértert (Nr. 166, 175). 

Wenn Neumanns Leistungen in der Funktionentheorie besprochen 
werden sollen, wird man stets zuerst an die Vorlesungen iiber Riemanns 
Theorie der Abelschen Integrale denken (Nr. 17 und 105). Diese ,,Vor- 
lesungen“ sind nie als solche gehalten worden*). Um so gréBer war aber 
die Wirkung des gedruckten Buches. Der ungeheure Nutzen dieses Werkes 
bestand darin, da8 hierdurch die Mehrzah] der Mathematiker erst befihigt 
wurde, die Gedankenwelt von Riemann zu verstehen. Wahrend bei Riemann 
die die Mehrdeutigkeit einer Funktion darstellende Flaiche nur ziemlich 
allgemein geschildert ist als ein die komplexe Zahlenebene in mehreren 
Schichten iiberdeckendes, mit Windungspunkten versehenes Gebilde, nimmt 
Neumann von schlichten ebenen Flachenstiicken seinen Ausgang, die klare 
und einfache Grenzen haben, an denen sie dann zusammengefiigt werden, 
und baut so die Riemannsche Flache wirklich auf. Der Zusammenhang 
einer solchen mehrblattrigen Windungsfliche wird nachher nicht bloB in 
Riemanns Weise durch Zerschneiden, sondern auch durch stetige Um- 
formung untersucht. In klarer, ausfiihrlicher Darstellung wird Schritt fiir 
Schritt vorwirts gegangen. Gerade dieses Buch, namentlich in der ersten 
Auflage (1865), zeigt Neumanns geometrisch anschauliche Auffassungsweise 


*) Neumann hatte allerdings 1863 in Halle eine Vorlesung gehalten, die in die 
Riemannschen funkti theoretischen Vorstellungen einfihrte, war aber dabei nur 
bis zur Umkehrung der elliptischen Integrale vorgedrungen (vgl. 8S. V in der 1. Auf- 
lage). In eimer in demselben Jahre erschienenen Schrift hatte er ohne weitere 
Begriindung Formeln fiir die Umkehrung der hyperelliptischen Integrale angegeben 
(Nr. 12). 
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im glanzendsten Lichte. Hinsichtlich der Bezeichnungsweise ist zu be- 
merken, daS Neumann in der ersten Auflage iiberall ,,stetig sagt statt 
regular“, und da8 seine ,,Abelschen Integrale“ hier nach der jetzt iiblichen 
Bezeichnungsweise ,,hyperelliptische Integrale“ sind. Die zweite Auflage 
(1884) enthalt auch die allgemeinen Abelschen Integrale und die Lésung 
ihres Umkehrproblems, auBerdem, wie schon oben erwahnt wurde, den 
Beweis der Riemannschen Existenztheoreme. Diese Existenztheoreme, die 
in der ersten Auflage keine besondere Rolle spielen’), hatte Neumann in 
einer besonderen, gleichfalls schon 1865 erschienenen Schrift (Nr. 16) auf 
Grund des Dirichletschen Prinzips behandelt, das dabei seinerseits die 
axiomatische Voraussetzung bildete. 

Um von den eigenen Untersuchungen, die Neumann in die Vorlesungen 
hineingearbeitet hat, wenigstens etwas zu nennen, médge auf die in der 
zweiten Auflage behandelte Gleichung 


f(z)=e 
aufmerksam gemacht werden. Neumann hat die Abhangigkeit der Wurzel z 
dieser Gleichung von der als variabel zu betrachtenden GréBe c untersucht 


und sich dabei auf die Tatsache gestiitzt, daB das iiber die Begrenzung 
des fraglichen Bereichs erstreckte Integral 


f _f @at_ 

2ai(fit)—e)’ 

wenn f(z) in dem Bereich und auf seiner Grenze regular ist, eine ganze 
Zahl sein und auf der andern Seite unter gewissen Bedingungen zugleich 
eine stetige Funktion von c und deshalb konstant sein mu8*). 

Wie schon bemerkt wurde, hat sich Neumann vielfach mit Fragen 
der Mechanik abgegeben. Er hat fiir den kinematischen Satz, demzufolge 
ein starrer Kérper durch eine Schraubenbewegung aus einer beliebig 
gegebenen ersten Lage in eine beliebig gegebene zweite Lage iibergefiihrt 
werden kann, einen rein geometrischen Beweis geliefert (Nr. 36). In seiner 
Leipziger Antrittsrede (gedruckt 1870, Nr. 42) hat er sich den Grund- 
lagen der Mechanik zugewandt. Neumann formuliert hier das Trigheits- 
gesetz fiir zwei Massenpunkte, von denen jeder sich selbst iiberlassen ist, 
so, daB zwar der Begriff der Gleichzeitigkeit, nicht aber die Vergleichbar- 
keit der Zeitstrecken vorausgesetzt ist. Die Zeitmessung 148t sich dann 


°) Hier hat Neumann einfach vorausgesetzt, da8 die entsprechende Zahl un- 
abhiangiger, iiberall endlicher Integrale, d. h. unabhangiger Integrale erster Gattung 
existiert. 

5) WeierstraB hat dieselbe Aufgabe auf Grund einer Entwicklung des Quotienten 


Es (2) 
Fish—e behandelt. 





Carl Neumann. 11 


nachtraglich auf Grund des Tragheitsgesetzes begriinden. Neumann betont 
dabei besonders die der ganzen Auffassung zugrunde liegende Annahme, 
da8 man sich im Raum ein ruhendes Koordinatensystem, auf das dann 
alle Bewegungen bezogen werden, denken darf. Wenn allerdings Neumann 
diese Annahme in die Form kleidet, da8 an irgendeiner unbekannten Stelle 
des Weltraumes ein unbekannter starrer Kérper ,,Alpha“ vorhanden ist, 
in Beziehung auf den die sich selbst iiberlassenen Massenpunkte sich im 
Sinne des Trigheitsgesetzes bewegen, so liegt darin freilich eine gewisse 
Uberspannung eines an sich wichtigen und richtigen Gedankens vor. 
Neumann ist auch spiter wieder auf die sogenannte absolute Bewegung 
und den Kérper Alpha zuriickgekommen (Nr. 145, 160) und hat sich 
dabei dann zweckmaBiger ausgedriickt. Bekanntlich kénnen an Stelle der 
»Galilei-Newtonschen Theorie“, welche von der Méglichkeit der absoluten 
Bewegung ausgeht, die bereits Huygens geleugnet hat. andere Annahmen 
treten. Es war aber ein Verdienst, auf die Notwendigkeit einer Annahme 
hingewiesen zu haben. Die von der absoluten Bewegung absehende 
Einsteinsche Relativitatstheorie macht gleichfalls Annahmen notwendig, die 
auBerdem noch viel verwickelter sind. 

Mehrere Arbeiten Neumanns (Nr. 34, 88, 107, 111), deren dlteste 
in das Jahr 1869 guriickreicht, beschiftigen sich mit dem Prinzip der 
virtuellen Verriickungen, fiir das er — natiirlich unter naheliegenden 
Annahmen — in gewissem Sinn Beweise gibt. Seine Betrachtungen haben 
Ahnlichkeit mit einer in der Mechanik von Sturm angestellten Uber- 
legung, beschriinken sich aber auf ganz besondere Fille, z. B. auf den Fall, 
in dem der Zwang des Systems durch eine einzige Gleichung zwischen den 
Koordinaten der n materiellen Punkte ausgedriickt wird, und auf einen 
Fall, in dem nur zwei materielle Punkte vorhanden sind. 

Dieselbe Auffassung vom Prinzip der virtuellen Verschiebungen, als 
von etwas, was nicht véllig gesichert erscheint, hat wohl seine Herleitung 
des Hamiltonschen Prinzips in den ,,Grundziigen der analytischen Mechanik, 
insbesondere der Mechanik starrer Kérper“ (Nr. 113, I und II) beeinfluBt. 
Das Hamiltonsche Prinzip wird hier nicht aus der Formel hergeleitet, die 
das d’Alembertsche Prinzip mit Riicksicht auf das Prinzip der virtuellen 
Verriickungen zum Ausdruck bringt, sondern es werden alle Zwangs- 
bedingungen durch Krifte ersetzt, und dann alle Teile des Systems wie 
freie Massenpunkte behandelt. Die Anwendung der Hamiltonschen Formel 


(3) f (87+ 6U)dt=0 


wird dann durch die Bemerkung méglich gemacht, daB die Krifte, durch 
welche die Bedingungsgleichungen ersetzt worden sind, bei den den 
Bedingungsgleichungen entsprechenden Verschiebungen (Variationen) zu 
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der Arbeit 5U Beitriige leisten, die sich gegenseitig aufheben. Neumann 
wendet nun diese Auffassung auf Probleme an, bei denen, nach der spiter 
von H. Hertz eingefiihrten Ausdrucksweise, nichtholonome Bedingungen 
vorliegen. Neumann hat es hier zum ersten Male klar ausgesprochen, da8 
im Falle solcher Bedingungen wohl die wirklich eintretende Bewegung 
und ebenso in jedem Momente die den Variationsakt darstellende ,,Uber- 
gangsbewegung“, nicht aber die durch das Variieren hervorgebrachte 
fingierte Bewegung, die mit der wirklichen zu vergleichen ist, den Be- 
dingungen geniigt. Trotz dieser Erkenntnis hat freilich Neumann durch 
die Art, wie er die Differentialgleichungen der rein rollenden Bewegung 
(ohne Gleiten) aus der Formel (3) herausgerechnet hat, einen logischen 
Fehler begangen, den er spiater (Nr. 137, 8. 441), nachdem er darauf auf- 
merksam gemacht worden war, zuriickgenommen hat, indem er den Aus- 
druck 7 der lebendigen Kraft des Systems zuerst mit Hilfe der nicht- 
holonomen Bedingungen vereinfacht und dann erst durch Variieren des 
vereinfachten Ausdrucks die Variation 57’ berechnet hatte, was eben aus 
dem Grunde nicht statthaft ist, daB die fingierte (variierte) Bewegung von 
anderer Art ist und den nichtholonomen Bedingungsgleichungen nicht 
entspricht. 

Eine sehr elegante kleine Arbeit Neumanns (Nr. 126) befaBt sich mit 
dem ,,Ostwaldschen Axiom des Energieumsatzes“ und weist, allerdings unter 
der Voraussetzung, daB gewisse GréBen héherer Ordnung ohne weiteres 
vernachlassigt werden diirfen, das mechaniche Analogon eines Prinzips 
nach, das sich dem Chemiker aus der Erfahrung seiner Wissenschaft avuf- 
gedrangt hatte. 

Es mu8 erwahnt werden, daB Neumann sich auch mit der Mechanik 
der Fliissigkeiten beschaftigt hat. Sein Werk ,Hydrodynamische Unter- 
suchungen* (Nr. 103) nimmt die Schwierigkeiten zum Ausgangspunkt, die 
sich der Anwendung des Hamiltonschen Prinzips in den Weg stellen, wenn 
der von der Fliissigkeit eingenommene Raum ein mehrfach zusammen- 
hangender ist. Neumann gelangt zu dem bemerkenswerten Ergebnis: 
»Enthalt ein starrer Kérper in seinem Innern einen mit inkompressibler 
Fliissigkeit erfiillten Hohlraum, so wird der Kérper unter dem Einflub 
gegebener auBerer Krifte nach genau denselben Gesetzen wie ein gewdhn- 
licher massiver K6rper sich bewegen, vorausgesetzt, daB der Hohlraum 
ein einfach zusammenhangender ist. Ist hingegen dieser Raum ein mehr- 
fach zusammenhingender und die Fliissigkeit zu Anfang innerhalb dieses 
Raumes in Bewegung gesetzt, so werden die in Rede stehenden Gesetze 
wesentlich andere sein.“ Es werden in diesem Werke auch verschiedene 


Fille der Bewegung von Kugeln in einer inkompressiblen Fliissigkeit 
behandelt. 
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Es wurde schon erwahnt, daS Neumanns Habilitationsschrift (Nr. 2) 
eine Erklarung der magnetischen Drehung der Polarisationsebene des Lichtes 
versucht. Neumann hat dann im Jahre 1863 seine Untersuchung in einer 
kleinen Monographie weiter ausgefiihrt (Nr. 13). Die hier vorausgesetzte 
Lichttheorie ist, wie nicht anders zu erwarten, die elastische Wellentheorie 
des Athers. Eine dem Weberschen Gesetz analoge Annahme iiber die Wirkung 
eines elektrischen Stromelements (der Magnet wird in bekannter Weise 
durch Stréme ersetzt gedacht) auf ein Atherteilchen fiihrt durch eine 
mathematische Entwicklung hindurch auf Gleichungen, von denen die 
Airyschen empirischen Gleichungen einen Spezialfall darstellen. Es ist 
noch zu erwahnen, daB am Schlu8 der Schrift zahlenmaBige Vergleiche mit 
— natiirlich von anderen ausgefiihrten — Beobachtungen angestellt werden. 

Von sonstigen physikalischen Schriften, soweit sie nicht die Elektro- 
dynamik betreffen, die eine besondere Besprechung erheischt, méchte ich 
zunichst eine sehr friihe Arbeit nennen (1860, Nr.4), welche von der 
Theorie der Elastizitaét, ausgehend vom Potentialbegriff, eine neue Begriin- 
dung geliefert hat. Eine andere Abhandlung ist physikalisch-mineralogischen 
Inhalts (Nr. 10). Neumann zeigt hier, wie durch Winkelmessungen und 
durch Messungen des Volumens die thermischen Achsen der Kristalle und 
die thermischen Dilatationen in den Achsen ermittelt werden kénnen. 
Eine dritte Abhandlung gehért wieder dem Gebiet der Optik an und ent- 
wickelt die Theorie der Doppelbrechung aus zwei Annahmen iiber die Ein- 
wirkung, der die Teilchen des Athermediums in den Kristallen unter- 
worfen sein sollen (Nr. 40). Zwei weitere Schriften haben hauptsichlich 
durch ihre Darstellungsweise einen bedeutenden pidagogischen Wert: Die 
elegante und einfache Herleitung der GauSschen Sitze iiber die Haupt- und 
Brennpunkte eines Linsensystems (Nr. 19), die insofern noch etwas ver- 
allgemeinert werden, als eine beliebige Folge optischer Medien angenommen 
wird, und die ,,Vorlesungen iiber die mechanische Theorie der Warme“ 
(Nr. 65), die eine ausgezeichnete Zusammenfassung und Verarbeitung der 
Originalarbeiten von Carnot, Clausius, Mayer, Thomson usw. darstellt und 
zugleich noch besonders auf den von Franz Neumann in Kénigsberg ge- 
haltenen Vorlesungen beruht. 

Betrachten wir die bis jetzt besprochenen physikalischen Schriften, 
so ist ersichtlich, daB sich Neumann nicht nur mit der mathematischen 
Durchfiihrung bestehender physikalischen Theorien abgegeben hat. Er hat 
auch selbstindig nach Hypothesen gesucht, aus denen die Erscheinungen 
abgeleitet werden kénnen, und die Folgerungen aus den Hypothesen mit 
experimentellen Tatsachen verglichen. In einem Fall hat er auch auf 
Grund von experimentellen Untersuchungen seines Vaters gewisse Er- 
scheinungen der Metallreflexion und der totalen Reflexion auf geometrische 








14 0. Hélder. 


Regeln gebracht (Nr. 140); auch die Art, wie er aus den experimentellen 
Ergebnissen von Thomsen in Kopenhagen die spezifische Energie M(k) 
einer Mischung von Wasser mit Schwefelsdurehydrat vom Wassergehalt & 
bestimmt hat, ist entschieden bemerkenswert (Nr. 32). 

Unter den physikalischen Arbeiten Neumanns nehmen die elektro- 
dynamischen einen besonders groBen Raum ein. Er hat sich friihzeitig 
mit diesem Gebiet beschaftigt und hat z. B. im Jahre 1876 betont (Nr. 71), 
daB er den kurz vorher von Kirchhoff veréffentlichten Satz, wonach das 
Gesetz des stationiren elektrischen Strémungszustandes sich von einer ge- 
kriimmten — leitenden — Fliache auf eine andere, ihr in den kleinsten 
Teilchen ahnliche ohne weiteres iibertragen laBt, bereits im Jahre 1863 
entdeckt und in der Zwischenzeit auch in Seminariibungen vorgetragen habe. 

Im Jahre 1868 hat Neumann in Tiibingen in einer Gratulationsschrift 
zur 50jahrigen Jubelfeier der Universitat Bonn eine neue elektrodynamische 
Theorie entwickelt. Der Grundgedanke ist dabei der, da8 fiir die Wirkung 
einer elektrischen Masse auf eine andere ein Potential existieren miisse, 
das nicht allein von der relativen Lage, sondern auch von den Geschwindig- 
keiten der Massen abhangig, und da8 das Hamiltonsche Prinzip auch auf 
solche Potentiale anwendbar sei. Fiir das Potential soll die Formel 


m 1 sdr\? 
(a (14+ 3(5)) 
gelten, in der m und m, die beiden Massen, r ihren Abstand zur Zeit ¢ 
und ¢ die im Weberschen Gesetz vorkommende Konstante bedeutet (Nr. 26, 
27, 29, 94). 
Fiir die Formel (4) wird noch ein Unterbau gegeben, indem sie aus 
der Vorstellung abgeleitet wird, daB die eine Masse zur Zeit ¢,, zu welcher 


der Abstand der Massen gleich r, ist, ein Potential “a emittiert, das 


von der anderen Masse zu einer etwas spiteren Zeit rezipiert wird, wobei 
ce die Geschwindigkeit der ,,Transmission“ bedeuten soll. Aus dieser Vor- 
stellung, bzw. aus der Formel (4), wird dann das Webersche Gesetz ge- 
folgert*). Neumann hat nachher noch besonders darauf hingewiesen, da8 
die Geschwindigkeit c nicht etwa die Lichtgeschwindigkeit ist (Nr. 38). 
Es ist hier die bemerkenswert neue*®) Vorstellung eingefiihrt, daB die Ein- 


*) Meines Erachtens ist allerdings unter den jetzt gemachten Annahmen die Be- 
ziehung zwischen der Kraft, welche die elektrischen Massen aufeinander ausiiben, 
und dem Potential nicht véllig festgelegt; es hat auch Neumann selbst in einer 
spiteren Verdffentlichung (Nr. 38) bemerkt, daB die Begriindung der Forme! (4) 
durch die eben erwabhnten Vorstellungen als weniger sicher anzusehen sei als die 
Forme! (4) selbst. ; 

%”) Riemanns eben dahin zielende Vorstellung ist erst spiter durch Hattendorfs 
Verdéffentlichung bekannt geworden. 
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wirkung der einen elektrischen Masse auf die andere eine gewisse Zeit 
brauche, da aber von Wirkungen in den zwischenliegenden Stellen nicht 
die Rede ist, liegt trotzdem keine Feldtheorie im Sinne der Faraday- 
Maxwellschen Theorie vor. 

Das Webersche Gesetz bildet den roten Faden, der sich durch eine 
Reihe von Abhandlungen Neumanns hindurchzieht. Bereits in seiner 
Tiibinger Antrittsrede (1865, Nr. 18) hatte Neumann erklart, da8 sich 
alle Erscheinungen diesem Gesetze auf das Genaueste fiigen. Es hatten 
aber inzwischen Thomson und Tait und spiter Helmholtz Kinwinde gegen 
das Webersche Gesetz in der Richtung erhoben, da® dieses Gesetz dem 
Prinzip der Erhaltung der Energie widerspreche. Neumann hat in ver- 
schiedenen Arbeiten (46, 47, 66, 74) diese Einwande zu entkriften ver- 
sucht und ist bei dieser Gelegenheit — auch hinsichtlich des Begriffs der 
konstanten Magnete, den Neumann im Gegensatz zu Helmholtz als den 
Gesetzen der Elektrodynamik widersprechend ansieht — in erhebliche 
Differenzen mit Helmholtz geraten. Im Grunde diirfte die das Webersche 
Gesetz betreffende Frage gegenwartig kaum mehr von besonderem Inter- 
esse sein, da jetzt in der Elektrodynamik nicht nur das Webersche Ge- 
setz, sondern iiberhaupt jede Fernwirkungstheorie gegeniiber der Feld- 
wirkungsvorstellung — mit oder ohne Relativitatstheorie — als aufgegeben 
erscheint. 

Im Jahre 1873 hat Neumann den ersten Teil eines groB angelegten 
Werkes: ,,Die elektrischen Kriafte“ veréffentlicht (Nr.60). Es sollten die 
von Ampére, F. Neumann, Weber und Kirchhoff entwickelten Theorien 
dargelegt und zugleich erweitert werden. Der erste Teil beschaftigt sich 
nur mit den Theorien von Ampére und F. Neumann, und C. Neumann hat 
sich dabei hauptsichlich die Aufgabe gestellt, ein elektromotorisches Ele- 
mentargesetz zu finden, das fiir geschlossene Stréme das F. Neumannsche 
Integralgesetz ergibt. Der zweite Teil des Werkes ist erst im Jahre 1898 
erschienen (Nr. 135) und beschaftigt sich in Abanderung des urspriinglichen 
Planes hauptsichlich mit den von Helmholtz in seinen alteren und neueren 
Arbeiten angestellten Untersuchungen. Neumann setzt hier zuerst gewisse 
»Grundeigenschaften“ voraus, womit — dhnlich wie bei einem rationellen 
Aufbau der Mechanik — Annahmen gemacht sind, die unbeweisbar sind, 
aber doch auf Grund der Erfahrung einigermaBen nahe liegen. Aus diesen 
Grundeigenschaften wird nun ein elektromotorisches und nachher ein pon- 
deromotorisches Elementargesetz entwickelt, wovon das erste noch sieben, 
das zweite noch vier vom Abstand der aufeinander einwirkenden Strom- 
elemente abhiangige unbekannte Funktionen enthalt. Uber diese Funktionen 
wird dann mit Hilfe der beiden F. Neumannschen Integralgesetze, mit 
Hilfe des Helmholtzschen Prinzips des vollstandigen Differentials, des 
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Prinzips der Gleichheit von Aktion und Reaktion und noch einer anderen 
Helmholtzschen Annahme das Niahere ermittelt. 

Im weiteren Verlauf dieses Teils werden dann die neueren Arbeiten 
von Helmholtz besprochen und das Helmholtzsche Minimalprinzip behandelt. 
Man sieht, daB auch der zweite Teil der ,elektrischen Krafte“ im wesent- 
lichen noch auf der Vorstellung der Fernwirkung beruht. Die Tendenz 
seiner Arbeit hat Neumann am Schlu8 der Einleitung sehr bescheiden so 
ausgedriickt: ,Wie dem auch sei, — fiir den weiteren Fortschritt der 
Wissenschaft diirfte es doch wohl nétig sein, von den bereits durch- 
schrittenen Wegen eine deutliche Ansschauung zu haben. Und das vorliegende 
Werk diirfte vielleicht dazu beitragen, die Erlangung einer solchen deut- 
lichen Anschauung der bisherigen Wege ein wenig zu erleichtern.“ Hin- 
sichtlich des Weberschen Gesetzes hat Neumann in diesem Werke den 
Standpunkt eingenommen, da8 es an und fiir sich ein unvollstandiges sei, 
das zu seiner Erginzung noch irgendwelcher akzessorischer Annahmen be- 
diirte, z. B. einer Annahme iiber die Art und Weise, wie die auf die elek- 
trische Materie ausgeiibten Krifte auf die ponderable Materie sich iiber- 
tragen. Das Webersche Gesetz sei daher, eben infolge seiner Unvollstindig- 
keit, ziemlich unangreifbar. Neumann spricht auch die Ansicht aus, daB 
die durch das Webersche Gesetz dargebotenen Perspektiven friiher oder 
spiter von neuem aufzunehmen und weiter zu verfolgen seien. 

Im Jahre 1896 erschienen Neumanns Untersuchungen iiber das Prinzip 
der Fernwirkungen (Nr. 133), welche hierher gehéren, da sie sich zwar 
nicht ausschlieBlich auf die elektrischen Wirkungen beziehen, jedoch auf 
diese besondere Riicksicht nehmen. Der Grundgedanke ist der, daB Wir- 
kungen mathematisch diskutiert werden, die sich nach einem anderen Ge- 
setz als nach dem umgekehrten Quadrat der Entfernung bestimmen, wobei 
aber im allgemeinen daran festgehalten wird, daB, falls es sich um Elek- 
trizitét handelt, fiir ein beliebiges System von Konduktoren ein elektrisches 
Gleichgewicht méglich ist. Neumann findet, daB die hiermit vertraglichen 
Gesetze in der Form 


e~ or er e~?? 


enthalten sind, wobei «, 8,y,... positive und die A,B, C,... positive 
oder negative Konstante, aber von einerlei Vorzeichen bedeuten. Neumann 
nennt dieses Gesetz das ,,Exponentialgesetz“. 

Wahrend so Neumann in fast allen seinen physikalischen Arbeiten 
vom Fernwirkungsprinzip ausgegangen war und der Faraday-Maxwellschen 
Theorie des elektromagnetischen Feldes gegeniiber sich ziemlich kritisch 
verhalten hatte (vgl. z. B. Nr. 134, 8. 612), fiihlte er sich in héheren Jahren 
gedrungen, auch diese Theorie einer mathematischen Durcharbeitung zu 
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unterziehen (Nr. 142, 144). Er hat dabei zugleich sein Augenmerk darauf 
gerichtet, fiir besondere Fille aus der alten und der neuen Theorie solche 
Folgerungen zu ziehen, die einen wesentlichen Unterschied ergeben, in der 
Weise, daS dann eine Art von experimentum crucis den Entscheid zwischen 
den Theorien bringen kénnte. Er hat die Theorien namentlich auf elektro- 
statische Probleme, auf solche der magnetischen VerteiJung und auf solche 
der stationaéren elextromagnetischen Zustinde in ruhender Substanz an- 
gewendet. In der Elektrostatik hat Neumann einen Unterschied zwischen 
den Theorien gefunden, wenn ein System von mehreren Kérpern etwa von 
Luft umgeben gedacht ist und das System ,ganz oder zum Teil aus Iso- 
latoren besteht“. Mir scheint, daB in diesem Falle das Faradaysche Ex- 
periment mit dem Kugelkondensator, das die Abhingigkeit der elektrischen 
Verteilung von der nichtleitenden Zwischensubstanz dartut, bereits fiir die 
neue Theorie entschieden hat. Bei der Untersuchung der stationaren Zu- 
stiinde gibt Neumann an, in der Maxwellschen Theorie auf eine zunidchst 
nicht zu beseitigende Schwierigkeit gestoBen zu sein. 

Nebenbei mag bemerkt werden, da&S Neumann auch verschiedene 
Werke seines Vaters herausgegeben hat. Franz Neumanns Beitrige zur 
Kristallonomie sind sogar vom Sohn in eine ganz neue Darstellung ge- 
bracht worden (Nr. 170). 

Uberblicken wir Carl Neumanns auBerordentlich reiches wissenschaft- 
liches Lebenswerk, so miissen wir die Vielseitigkeit und den ungeheuren 
Flei8 bewundern. Er war stets bestrebt, seine Darlegungen méglichst 
streng und vollstandig zu gestalten, was ja auch aus der Ausfiihrlichkeit 
der Darstellung hervorgeht. Er war aber vor allem ein Meister in der 
anschaulichen Auffassung und Darstellung der Probleme und Ergebnisse. 
Obwohl er nicht Geometer im eigentlichen Sinne des Wortes war, hat er 
sich doch vielfach mit rein geometrischen oder auch kinematischen Auf- 
gaben beschiftigt und dabei iiberraschende, elegante Lésungen gefunden 
(Nr. 23, 89, 117, 189, 146, 176). Seine geometrische Erfindungsgabe hat 
ihn auch z. B. in der Potentialtheorie wundervolle Beispiele entdecken 
lassen, die ihn nachher in der Bewiltigung der allgemeinen Probleme 
weiter gebracht haben. Zum Teil verdankt Neumann dem Umstand seine 
Erfolge, daB er sich friih dariiber klar geworden ist, wie man spezielle 
und allgemeine Untersuchungen miteinander verbinden muB. Er hat sich 
im Vorwort zu seinen Untersuchungen iiber das logarithmische und Newton- 
sche Potential deutlich dariiber ausgesprochen, indem er sagt: ,,.Denn wer 
nur mit speziellen Untersuchungen beschaftigt ist, ohne zur rechten Zeit 
zu allgemeineren und héheren Gesichtspunkten sich zu erheben, wird bald 
die erforderliche Orientierung verlieren und dem Zufall preisgegeben sein; 


und wer umgekehrt das Spezielle verschmaht und nur im allgemeinen sich 
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bewegen will, wird bald die Mittel zum weiteren Fortechritt sich ent- 
schwinden sehen, und von uniibersteiglichen Schwierigkeiten zu erzahlen 
haben.“ 


Dieser Grundsatz hat Neumann zu glanzenden Erfolgen gefiihrt; viele 
werden noch aus seinem Lebenswerk Nutzen ziehen und durch dasselbe 
zu eigenen Arbeiten angeregt werden. 


Verzeichnis der simtlichen Schriften "'). 
(Die selbsténdig erschienenen sind mit einem * gekennzeichnet.) 


*1. 1856. De problemate quodam mechanico, quod ad primam integralium ultra- 
ellipticorum classem revocatur, Regiomont., Typis Academicis Dalkows- 
kianis (Dissertation). 

*2. 1858. Explicare tentatur, quomodo fiat, ut lucis planum polarisationis per vires 
electricas vel magneticas declinetur, Halis Sax., Typis Schmidtianis (Ha- 
bilitationsschrift). 

1859. Abdruck von Nr. 1, Journal f. Math. 56, S. 46. 

1860. Zur Theorie der Elastizitit, ebenda 57, 8. 281. 

5. Geometrische Methode, um das Potential der von einer Kugel auf innere 
oder afuBere Punkte ausgeiibten Wirkung zu bestimmen, Poggendorffs 
Ann. der Phys. 109, 8S. 629. 

6. 1861. Einfaches Gesetz fiir die Verteilung der Elektrizitét auf einem Ellipsoid, 
ebenda 118, 8. 506. 

°7, Lésung des allgemeinen Problems iiber den stationiren Temperatur- 
zustand einer homogenen Kugel ohne Hilfe von. Reihenentwicklungen, 
nebst einigen Sitzen zur Theorie der Anziehung. Halle, bei H. Ww. Schmidt. 


8. Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung ae tt+ia - ° =0, 


Journal f. Math. 59, 8. 335. 
*9. 1862. Uber die Entwicklung einer Funktion mit imaginirem Argument nach 
den Kugelfunktionen erster und zweiter Art. Halle, H. W. Schmidt. 


- = 


10. Thermische Achsen der Krystalle des ein- und zweigliedrigen Systems, 
Pogg. Ann. 114, 8. 492. 
“71. Allgemeine Lisung des Problems iiber den stationiren Temperatur- 


zustand eines homogenen Kérpers, welcher von irgend zwei nichtkon- 
zentrischen Kugelflaichen begrenzt wird. Halle, H. W. Schmidt. 
*12. 1868. Die Umkehrung der Abelschen Integrale, ebenda, Buchhdlg. d. Waisen- 





hauses. 
*18. Die magnetische Drehung der Polarisationseb des Lichtes, ebenda. 
14. Uber das Gleichgewicht der Wirme und das der Elektrizitét in einem 


Kérper, welcher von zwei nicht konzentrischen Kugelflichen begrenzt 
wird, Journal f. Math. 62, S. 36. 

*15, 1864. Theorie der Elektrizitéts- und Warmeverteilung in einem Ringe. Halle, 
Buchhdlg. d. Waisenhauses. 


1) Herr Ernst Richard Neumann war so freundlich, meine Liste in einigen 
Punkten zu erginzen, so daB8 sie vermutlich jetzt vollstindig sein wird. 





*16. 1865. 


*17. 


*18. 


*19. 1866, 


*21. 


22. 1867. 


28. 


*24. 


25. 


*26. 1868. 


27. 


28. 
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Das Dirichletsche Prinzip in seiner Anwendung auf die Riemannschen 
Flachen. Leipzig bei B. G. Teubner. 

Vorlesungen iiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, ebenda 
(2. Aufl. s. Nr. 105). 

Der gegenwartige Standpunkt der mathematischen Physik (Rede). Tiibingen, 
Lauppsche Buchhdlg. 

Die Haupt- und Brennpunkte eines Linsensystems. Leipzig, Teubner. 
Uber die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung mit besonderer 
Riicksicht auf die Probleme der relativen Bewegung, Zeitschr. f. Math. 
u. Phys. 11, 8, 265. 

Uber die Theorie der Kugelfunktionen (Programm). Tiibingen, gedr. bei 
Laupp. 

Kurzer AbriB einer Theorie der Kugelfunktionen und Ultrakugelfunktionen, 
Schlémilchs Zeitschr. f. Math. u. Phys. 12, 8. 97 (Abdruck von 21). 
Uber den Kriimmungsschwerpunkt algebraischer Kurven und Flachen, 
ebenda 8. 172, 425, 426. 

Theorie der Besselschen Funktionen, ein Analogon zur Theorie der 
Kugelfunktionen. Leipzig, Teubner. 

Entwicklung beliebiger Funktionen nach Besselschen Funktionen, Journal 
f. Math. 67, 8. 310. 

Die Prinzipien der Elektrodynamik, eine mathematische Untersuchung 
(Gratulationsschrift der Univ. Tiibingen an die Univ. Bonn). Tiibingen, 
gedr. bei Laupp. 

Resultate einer Untersuchung iiber die Prinzipien der Elektrodynamik, 
Gétt. Nachr. 8. 223. 

Sul baricentro di curvatura delle curve algebriche, delle superficie alge- 
briche, Annali di matematica (2), 1, 8. 280, 283 (vgl. Nr. 23). 


29. 1868/69. Theoria nova phaenomenis electricis applicanda, ebenda 2, S. 120. 
30. 1869. Uber eine Erweiterung desjenigen Satzes der Integralrechnung, welcher 


31. 


32. 
33. 


die Theorie der Partialbruchzerlegungen zugrunde liegt, Gétt. Nachr. 8. 9. 
Untersuchungen iiber die Bewegung eines Systems starrer Kérper, 
Ber.**) 21, 8S. 132. 

Uber die mechanische Energie der Schwefelsiure, ebenda 8. 218. 

Uber die Entwicklung einer Funktion nach Quadraten und Produkten 
der Fourier-Besselschen Funktionen, mit 2 Textfiguren, ebenda 8. 221. 
Uber den Satz der virtuellen Verriickung, ebenda 8, 257. 

Oszillatorische Entladung einer Franklinschen Tafel, Gétt. Nachr. 8. 17. 
Geometrische Untersuchung iiber die Bewegung eines starren Kérpers, 
Math. Ann. 1, 8. 195. 

Zur Theorie der Funktionaldeterminanten, ebenda 8. 208. 

Notizen zu einer kiirzlich erschienenen Schrift iiber die Prinzipien der 
Elektrodynamik, ebenda 8S. 317. 

Notiz iiber das zykloidische Pendel, ebenda 8. 507. 

Uber die Atherbewegung in Krystallen, ebenda 8. 335. 


1%) Diese Arbeit war bereits 1862 in einem russischen Journal erschienen (vgl. 
den SchluB der Abhandlung). 

%) Die Berichte der Sichsischen Gesellschaft (spiter Akademie) der Wissen- 
schaften, mathematisch-physische Klasse, sollen kurz mit ,Ber.“ angegeben werden. 


2° 
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41. 1870. Nachtrag dazu, ebenda 2, 8S. 182. 


#42. Uber die Prinzipien der Galilei-Newtonschen Theorie (Leipziger Antritts- 
rede). Leipzig, Teubner. 

43. Zur Theorie des logarithmischen und des Newtonschen Potentiales, 
Ber. 22, S. 49 ff., zweite Mitteilung S. 264 ff. 

44 Uber Produkte und Quadrate der Besselschen Funktionen (Notiz iiber 


die Resultate einer Abhandlung in den Berichten der K. Sachs. Ges. d. 
Wiss., Jahrg. 1869, S. 221), Math. Ann. 2, S. 192. 

45. Zur Theorie des Potentiales, ebenda S. 514. 

46. 1871. Elektrodynamische Untersuchungen mit besonderer Riicksicht auf das 
Prinzip der Energie, Ber. 23, S. 386. 

47. Uber die von Helmholtz in die Theorie der elektrischen Vorginge ein- 
gefiihrten Primissen, mit besonderer Riicksicht auf das Prinzip der 
Energie, ebenda 8. 450. 


48. Revision einiger allgemeiner Sitze aus der Theorie des logarithmischen 
Potentials, Math. Ann. 8, S. 325. 

49. Abdruck von Nr. 31, ebenda 8. 350. 

50. Revision einiger allgemeiner Siétze aus der Theorie des Newtonschen 
Potentials, ebenda 8. 424. 

51. Abdruck von Nr. 33, ebenda 8. 581. 

52. Notiz iiber die elliptischen und hyperelliptischen Integrale, ebenda 8. 611. 


58. 1872. Uber die Elementargesetze der Krafte elektrodynamischen Ursprungs 
(in etwas verinderter Form abgedruckt aus den Ber. d. K. Sachs. Ges. 
d. Wiss. 1872), ebenda 5, 8. 602. 


54. Vorlaufige Konjektur iiber die Ursachen der thermoelektrischen Stréme, 
Ber. 24, 8S. 49. 
55. Uber das Elementargesetz derjenigen elektromotorischen Krifte, welche 


in einem gegebenen Konduktor hervorgebracht werden durch elektrische 
Stréme, sei es, da diese Stréme in demselben Konduktor, sei es, daB 
sie in irgendeinem anderen gegen jenen sich bewegenden Konduktor 
stattfinden, ebenda S. 144. 

56. 18738. Uber die den Kriiften elektrodynamischen Ursprungs zuzuschreibenden 
El targesetze, Abh.**) 10, S. 417. 





57. Uber gewisse von Helmholtz fiir die Magnetoinduktion und Vo!tainduk- 
tion aufgestellte Formeln, Math. Ann. 6, 8. 342. 

58. Notiz zu dem Aufsatz; Uber die Elementargesetze der Krifte elektro- 
dynamischen Ursprungs (5, S. 602), ebenda S. 350. 

59. Uber die theoretische Behandlung der sogenannten konstanten Magnete, 
ebenda 6, 8S. 350. 

*60. Die elektrischen Krifte, Darlegung und Erweiterung der von Ampére, 


F. Neumann, W. Weber und G. Kirchhoff entwickelten mathematischen 
Theorien. Erster Teil. Leipzig, Teubner. 
61. 1874. Uber die Helmholtzsche Konstante k, mit einer Textfigur, Ber. 26, S. 132. 
9 


2. Uber das von Weber fiir die elektrischen Krifte aufgestellte Gesetz, mit 
drei Textfiguren, Abh. 11, S. 77. 


**) Die Abhandlungen der Sachsischen Gesellschaft (spiter Akademie) der Wissen- 
schaften, mathematisch-physische Klasse, sind kurz mit ,Abh.“ angegeben. Die Ab- 
handlung Nr. 56 ist auch in dem Nuovo Cimento erschienen. 
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68. 1875. Das Webersche Gesetz und seine Anwendung auf Gleitstellen, mit zwei 


64. 


*65. 
66. 


67 


. 1876. 


68. 


69. 
70. 
71. 


72 


78. 
74. 


. 1877. 


a 


15) 


75. 


76. 
*77. 


78. 
79. 


. 1878. 


. 1879, 


. 1880, 


Textfiguren, Ber. 27, 8, 1. 

Aligemeine Betrachtungen iiber das Webersche Gesetz (Auszug aus den 
Abh. d. K. Sachs. Ges. d. Wiss. 1874, 8. 79), Math. Ann. 8, S. 555, 
Vorlesungen iiber die mechanische Theorie der Wirme. Leipzig, Teubner. 
Die Einwinde gegen das Webersche Gesetz, Pogg. Ann. 155, 8. 211. 
Die Anzahl der elektrischen Materien, ebenda 159, 8. 301. © 

Das Webersche Gesetz bei Zugrundelegung der unitarischen Anschauungs- 
weise, mit einer Textfigur, Abb. 11, 8. 621. 

Zwei Sitze iiber korrespondierende Flichenelemente, Ber. 28, 8. 253. 
Uber das Ampéresche Gesetz, ebenda S. 256. 

Uber den stationiren elektrischen Strémungszustand in einer gekriimm- 
ten leitenden Fliche, Math. Ann. 10, 8. 569. 

Abdruck von Nr. 69, ebenda 11, S. 306. 

Abdruck von Nr. 70, ebenda 8. 309. 

Uber die gegen das Webersche Gesetz erhobenen Einwinde, ebenda S. 318. 
Die Zerlegung und Zusammensetzung der unendlich kleinen Bewegungen 
eines starren Kérpers als Hilfsmitte! bei Aufstellung der dynamischen 
Differentialgleichung benda 8. 379. 

Abdruck von Nr. 48, ebenda S. 558. 

Untersuchungen iiber das Logarithmische und Newtonsche Potential. 
Leipzig, Teubner. 

Uber die peripolaren Koordinaten, Ber. 29, S. 134. 

Zur Theorie der konformen Abbildung einer ebenen Fliche auf eine 
Kreisfliche, ebenda 8. 154. 

Neue Methode zur Reduktion gewisser Potentialaufgaben, mit drei Text- 
figuren, ebenda 30, S. i. 

Uber zwei von Green gegebene Formeln, ebenda S. 10. 

Uber die Zusammensetzung der nach dem Weberschen Gesetz sich er- 
gebenden Beschleunigungen, mit einer Textfigur, ebenda 8. 12. 
Neumanns Untersuchungen iiber das Logarithmische und Newtonsche 
Potential (Leipzig 1877), Referat des Verfassers, Math. Ann. 18, S. 255. 
Abdruck von Nr. 82, ebenda 8. 571. 

Abdruck von Nr. 79, ebenda 8. 573. 

Entwicklung nach Elementarpotentialen, Ber. 80, 8. 47. 

Abdruck von Nr. 83, Repertorium von Koenigsberger und Zeuner 2, 8. 108. 
Uber das Prinzip der virtuellen oder fakultativen Verriickungen, mit 
vier Textfiguren, Ber. 81, S. 53. 

Die Verteilung der Elektrizitét auf eine Kugelkalotte, mit acht Text- 
figuren, Abh. 12, 8. 399. 

Uber die peripolaren Koordinaten, mit sechs Textfiguren, ebenda S. 363. 
Verallgemeinerung des Bobylewschen Satzes, mit einer Textfigur, Ber. 82, 
8. 22. 

Uber das Webersche Gesetz, ebenda S. 35. 

Uber die Brechung eines unendlich diinnen reguliren Strahlenbiindels, 
mit sechs Textfiguren, ebenda S. 42. 








45) Titel von Nr. 78: Uber die Zuverlissigkeit des Ampéreschen Gesetzes. Nr. 73 
u. 74 sind auch separat bei Teubner erschienen. 








97. 1881. 


100. 1883. 


101. 


102. 
*108. 


104. 


*105. 1884. 


106. 1885. 


107. 1886. 


108. 


109. 


110, 
111. 
112. 
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Neue Sitze iiber das Logarithmische Potential, Math. Ann. 16, 8. 409. 
Neue Satze iiber das Newtonsche Potential, ebenda S. 432. 

Abdruck von Nr. 26, ebenda 17, 8. 400. 

Uber die Mehlerschen Kegelfanktionen und deren Anwendung auf elektro- 
statische Probleme, ebenda 18, 8. 195. 

Uber die nach Kreis-, Kugel- und Zylinderfunktionen fortschreitenden 
Entwicklungen, unter durchgingiger Anwendung des du Bois-Reymond- 
schen Mittelwerteatzes. Leipzig, Teubner. 

Uber zwei von G. Cantor und P. du Bois-Reymond iiber die trigono- 
metrischen Reihen aufgestellte Sitze und deren Ubertragung auf solche 
Reihen, die nach Kugelfunktionen fortschreiten, mit drei Textfiguren, 
Ber. 83, 8. 1. 

Fortsetzung und Berichtigung hierzu, ebenda 35, 8. 18. 

Uber eine neue und einfache Methode zur Untersuchung der Stetigkeit, 
respektive Unstetigkeit mehrdeutiger Funktionen, ebenda 8. 85. 

Uber das Verschwinden der Thetafunktionen, ebenda S. 99. 
Hydrodynamische Untersuchungen. Mit einem Anhange iiber Probleme 
der Elektrostatik und der magnetischen Induktion. Leipzig, Teubner. 
Uber eine gewisse Erweiterung des Cantorschen Satzes, Math. Ann. 22, 
8. 406. 

Vorlesungen iiber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, 2. Aufl., 
Leipzig, Teubner. 

Uber die rollende Bewegung eines Kérpers auf einer gegebenen Hori- 
zontalebene unter dem EinfiuB der Schwere, mit 2 Textfiguren, Ber. 87, 
8. 352. 

Uber eine einfache Methode zur Begriindung des Prinzips der virtuellen 
Verriickungen, ebenda 38, 8. 70. 

Uber gewiese partikulare Integrale der Differentialgleichung 4 F =F, 
insbesondere iiber die Entwicklung dieser partikularen Integrale nach 
Kugelfunktionen, ebenda 8. 75. 

Ausdehnung der Kepplerschen Gesetze auf den Fall, da8 die Bewegung 
auf einer Kugelfliche stattfindet, ebenda S. 1. 

Abdruck von 106, Math. Ann. 27, 8. 478. 

Abdruck von 107, ebenda S. 502. 

Uber die Kugelfunktionen P, und Q,, insbesondere iiber die Entwicklung 
der Ausdriicke 


P,(60,+91—¢% Jl1—C2cos®) und Qn (00, +91 —{* ¥1—? cos ®) 
nach den Cosinus der Vielfachen von ®. Mit 6 Textfiguren. Sep.**), 
Abh. 13, 8. 401. 


113. 1887/88.Grundziige der analytischen Mechanik, insbesondere der Mechanik starrer 


114. 


115. 1888. 
116. 


Korper. I. Ber. 39, 8.153, II. mit 5 Textfiguren, ebenda 40, 8. 22. 
Uber die Methode des arithmetischen Mittels, I. mit 11 Textfiguren, 
Abh. 13, 8.705, IL. mit 19 Textfiguren, ebenda 14, S. 563. 

Uber die Stetigkeit mehrdeutiger Funktionen, Ber. 40, 8. 120. 

Uber das Verhalten der Greenschen Funktion an der Grenze ihres Ge- 
bietes, ebenda S. 163. 


*®) Sep. bedeutet, daB die Abhandlung separat in dem angegebenen Jahre er- 
schienen ist, wahrend der Band der Abh. ein spiteres Erscheinungsjahr tragt. 
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117. 1889. Uber das Malfattische Problem, mit 1 Textfigur, ebenda 41, 8, 22. 
118. 1896. Neue Satze iiber das elektrostatische und iiber das magnetische Potential, 


ebenda 42, S. 88. 
119. Uber einige Fundamentalsitze der Potentialtheorie, ebenda 8S. 327, 
120. 1891. Bemerkungen zur mechanischen Theorie der Wirme, mit 5 Textfiguren, 
ebenda 48, 8. 75. 
121, Ein merkwiirdiger Satz im Gebiete der Hydrodynamik, ebenda S. 567. 
122. Uber stationire elektrische Flichenstréme, ebenda S. 571. 


123. 1891/92.Einfacher Beweis eines F. Neumannschen Satzes, Jahresber. d. deutsch. 
Math.-Ver. 1, 8. 26. 

124, 1892. Uber einen eigentiimlichen Fall elektrodynamischer Induktion, mit 1 Text- 
figur, Abh. 18, 8. 65. 


125. Analogien zwischen Hydrodynamik und Elektrodynamik, Ber. 44, 8. 86. 
126. Das Ostwaldsche Axiom des Energieumsatzes, ebenda 8S. 184. 
*127. 1893. Beitriige zu einzelnen Teilen der mathematischen Physik. Leipzig, Teubner. 
128. Zur Theorie des Magnetismus, vorliufige Mitteilung, Ber. 45, S. 429. 
129. 1894. Uber die Bewegung der Wirme in kompressiblen oder auch inkom- 
pressiblen Fliissigkeiten, ebenda 46, 8. 1. 
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Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen 
Zahl- und Funktionenkérpern. 


Von 


Emmy Noether in Géttingen. 


Im folgenden wird eine abstrakte Charakterisierung all derjenigen 
Ringe gegeben, deren Idealtheorie iibereinstimmt mit der Idealtheorie 
aller ganzen GréBen des algebraischen Zahlkérpers — deren Ideale sich 
also eindeutig als Potenzprodukte von Primidealen darstellen lassen. Zu 
diesen Ringen gehéren als bekannteste Beispiele noch der Ring aller 
ganzen GréBen eines algebraischen Funktionenkérpers von einer Un- 
bestimmten — allgemeiner von mehr Unbestimmten, sobald man sich 
mit Kronecker auf Ideale héchster Dimension beschrinkt, also den Uber- 
gang zu einem gewissen Quotientenring, dem Funktionalbereich, macht. 

Die Axiome, die dieser Idealtheorie vollstandig aquivalent sind, sind 
fiir den zugrunde gelegten kommutativen Ring die folgenden’): 

I. Teilerkettensatz: Jede Kette von Idealen, bei der jedes Ideal ein 
echter Teiler des vorangehenden ist, bricht im Endlichen ab — m. a. W.: 
zu jeder Teilerkette von Idealen gibt es einen Index, von dem an alle 
Ideale gleich werden. 


II. Vielfachen-Kettensatz modulo jedem vom Nullideal verschiedenen 
Ideal: Jede Kette von Idealen — die simtlich Teiler eines festen, vom 
Nullideal verschiedenen Ideals sind —, bei der jedes Ideal ein echtes 
Vielfaches des vorangehenden ist, bricht im Endlichen ab. 


III. Existenz des Einheitselementes der Multiplikation. 
IV. Ring ohne Nullteiler. 


) Fiir die Definition der Grundbegriffe der Idealtheorie vgl. etwa E. Noether, 
Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921), S. 24—66 (zitiert Idealtheorie). 
Ubrigens werden die wesentlichsten Begriffe auch in der vorliegenden Arbeit, bescnders 
in §§ 1, 4 und 5, kurz formuliert. Der Vollstindigkeit halber ist dabei manches auf- 
genommen, was fiir die unmittelbaren Zwecke dieser Arbeit nicht erforderlich ist 
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V. Ganze Abgeschlossenheit im Quotientenkérper: Jedes Element des 
Quotientenkérpers, das ganz in bezug auf den Ring ist, gehért dem Ring an. 

Aus diesen Axiomen entwickle ich schrittweise eine immer starker 
eingeschrinkte Idealtheorie bis hin zu der gesuchten; und zeige umgekehrt, 
daf hier auch alle Axiome tatsichlich erfiillt sind. 

Aus dem Teilerkettensatz I folgt, wie ich (Idealtheorie § 4) gezeigt 
habe, die Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von endlich vielen, zu verschiedenen Primidealen gehérigen Primaridealen. 
Ich wiederhole hier kurz diesen Beweis (§6), weil er sich unter Ver- 
wendung des Begriffs des Idealquotienten vereinfachen laBt, und weil ich 
ein Versehen berichtigen will; der urspriingliche Beweis benutzt namlich 
an einer Stelle die nicht vorausgesetzte Existenz des Einheitselementes 
der Multiplikation *). 

Die Voraussetzung des Vielfachen-Kettensatzes bewirkt (§ 7), daB im 
Restklassenring nach jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal ein Prim- 
ideal keinen echten Teiler besitzen kann, mit Ausnahme des alle Elemente 
umfassenden Einheitsideales. Damit aber werden die Primairkomponenten 
dieser Ideale eindeutig bestimmt, mit Ausnahme der zum Einheitsideal 
gehérigen. In etwas weniger scharfer Fassung findet sich dies Resultat 
schon bei Masazo Sono*); seine Voraussetzung der Existenz einer Kom- 
positionsreihe im Restklassenring ist dem ,,Doppelkettensatz“ in diesem 
Ring gleichwertig, wie ich zum Schlu8 (§ 10) kurz zeige. Dabei verstehe 
ich unter Doppelkettensatz die Giiltigkeit von Teilerketten- und Vielfachen- 
kettensatz ohne Beschrinkung auf vom Nullideal verschiedene Ideale. 

Ist noch Axiom III — Existenz des Einheitselementes — erfiillt, so 
tritt das Einheitsideal nicht als zugehériges Primideal auf; die Primir- 
komponenten sind also eindeutig~bestimmt; sie werden paarweise teiler- 
fremd und ibr kleinstes gemeinsames Vielfaches gleich dem Produkt. Die 
Axiome I, II, III sind fiir alle endlichen Ordnungen eines algebraischen 
Zahlkérpers erfiillt; hier hat schon Dedekind (Dirichlet-Dedekind, Zahlen- 
theorie, 3. Aufl., 11. Suppl., § 172) ohne vollstaindig ausgefiihrten Beweis 
die eindeutige Darstellung eines Ideals als Produkt von paarweise teiler- 
fremden einartigen Idealen (Primarkomponenten) ausgesprochen. 





®) Auf dieses Versehen machte mich P. Urysohn aufmerksam; meine Abinderung 
des Beweises war aber etwas umstandlicher als die hier mitgeteilte, die von E. Artin 
stammt. Dieser hatte schon friher fiir sich die Liicke ausgefillt und sich auch un- 
abhangig von mir die Vereinfachung mit dem Idealquotienten iiberlegt. — Eine weitere 
Vereinfachung, die die Einfiihrung der ,reduzierten Darstellung“ vermeidet, entnehme 
ich einer verwandten Fragestellung bei W. Krull: Algebraische Theorie der Ringe III, 
Math. Ann. 92 (1924), S.181—218, Satz I. 

*) On the Reduction of Ideals. Memoirs of the College of Science, Kyoto Uni- 
versity, Series A, 7 (1924), S.191—204. 
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Aus Voraussetzung IV — Nichtauftreten von Nullteilern — folgt, daB 
die verschiedenen Potenzen eines von Null- und Einheitsideal verschiedenen 
Ideals alle verschieden sind, und da8 der Quotientenkérper existiert. 


Ist schlieBlich noch Axiom V der ganzen Abgeschlossenheit im Quo- 
tientenkérper erfiillt, so werden die Primirideale — wegen IV eindeutig 
bestimmte — Potenzen von Primidealen, womit der iibliche Zerlegungssatz 
gewonnen ist (§ 8). Dieser letztere Nachweis beruht auf einer, im Fall 
des Zahlkérpers schon von Dedekind (3. Aufl., § 172) gezogenen Folgerung 
aus der ganzen Abgeschlossenheit: Man kann ein echt gebrochenes Element 
so als Quotient ganzer darstellen, daB auch das Quadrat des Zahlers nicht 
durch den Nenner teilbar wird. An Stelle dieser Folgerung tritt in den 
spateren Darstellungen — auch als Folge der ganzen Abgeschlossenheit — 
der viel weniger durchsichtige verallgemeinerte GauSsche Satz oder ent- 
sprechende, etwas mehr aussagende Modulsitze; alles Satze, die zur An- 
wendung Basiselemente voraussetzen, wahrend hier mit den Idealen selbst 
gearbeitet wird. 

In der Umkehrung (§ 9) ergeben sich die von Axiom V verschiedenen 
Axiome fast direkt; letzteres aus dem Nachweis, da8 ein echt gebrochenes 
Element sich stets so darstellen la8t, daB keine Potenz des Zahlers durch 
den Nenner teilbar wird, was also noch eine Verscharfung der urspriinglich 
aus V gezogenen Folgerung bedeutet. Dieser Nachweis gelingt aber erst, 
indem aus der Idealdarstellung die iiblichen Schliisse gezogen werden, 
Hauptidealdarstellung modulo einem festen Ideal und Theorie der ge- 
brochenen Ideale, also der Idealquotienten im Kérper. Auch die Tatsache, 
daB aus der Darstellung durch Primidealpotenzen die ganze Abgeschlossen- 
heit folgt, war schon Dedekind bekannt, wie eine Bemerkung (3. Aufl., 
§ 172, 8. 522 unten) zeigt. 

Die Axiome I bis V ergeben, daB die vier im allgemeinen getrennten 
Zerlegungen in kleinste paarweise teilerfremde Ideale, gegenseitig prime 
Ideale, gré8te Primarkomponenten und irreduzible Ideale zusammenfallen ; 
und umgekehrt ergibt sich aus diesem Zusammenfallen und den Axiomen 
I—IV die ganze Abgeschlossenheit. Fiir Ringe mit Nullteilern folgt 
aus dem Erfiilltsein der iibrigen Axiome — wobei V als ganze Ab- 
geschlossenheit im Quotientenring zu definieren ist — nicht notwendig 
das Zusammenfallen der Zerlegungen, wie das Beispiel des Restklassen- 
ringes nach gewissen Idealen einer endlichen Ordnung zeigt (§ 9). 

In § 1 skizziere ich die Theorie der in bezug auf einen Ring ganzen 
GréBen, bis hin zu der Dedekindschen Folgerung aus der ganzen Ab- 
geschlossenheit. In § 2 zeige ich, wie. die Kettensiitze sich vom Ring 
iibertragen auf Moduln aus Linearformen, mit diesem Ring als Koeffizienten- 
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und Multiplikatorenbereich*). Hieraus ziehe ich (§ 3) die Folgerung, da& 
beim Ubergang zu den ganzen GréBen eines algebraischen Erweiterungs- 
kérpers (erster Art) die Axiome I bis IV fiir jede Ordnung erhalten 
bleiben, wahrend fiir die aus allen ganzen GréBen bestehende Ordnung 
auch V gilt. Diese — fiir den algebraischen Zahlkérper natiirlich be- 
kannte — Tatsache erlaubt die Unterordnung der am Anfang erwahnten 
Funktionenkérper; insbesondere ist durch den einfachen Nachweis, da8 der 
aus den ganzzahligen Polynomen mehrerer Unbestimmter abgeleitete Funk- 
tionalbereich den Axiomen geniigt, auch die Kroneckersche Idealtheorie 
voll eingeordnet *). 

Die dann entwickelte Idealtheorie setzt diese nur der Einordnung 
dienenden §§ 2 und 3 nicht voraus. In §4 und §5 werden die von den 
Axiomen I bis V unabhangigen Grundlagen gegeben; dadurch tritt scharfer 


als in der urspriinglichen Begriindung hervor, welche Teile der Theorie 
von Endlichkeitsvoraussetzungen unabhangig sind. 


§ 1. 
Theorie der ganzen GréBen. 


Zugrunde gelegt sei ein kommutativer Ring*) XT ohne Nullteiler, mit 
Einheitselement e der Multiplikation (Axiom III und IV); in £& sei ein 


*) Diese Fassung der Modulsitze riihrt von Priifer her (Neue Begriindung der 
algebraischen Zahlentheorie, § 2, Math. Ann. 94 (1924), S.198—243) und ist durch- 
sichtiger als die ibliche Ubertragung der Basissitze. 

5) Die Verschiedenheit tritt also erst bei den Diskriminantensitzen auf, dadurch 
bedingt, daB der Restklassenring des Funktionalbereiches nach einer Primzahl ein 
unvollkommener Kérper wird, und somit Erweiterungen zweiter Art auftreten kénnen. 

*) Ein Ring ist bekanntlich definiert, wenn in einer Menge eine Gleichheitsrelati 
gegeben ist, und auBerdem zwei Verkniipfungen, Addition und Multiplikation, die den 
iiblichen Gesetzen geniigen: die Addition ist assoziativ, kommutativ und eindeutig 
umkehrbar, die Multiplikation ist assoziativ — kommutativ, wenn es sich um einen 
kommutativen Ring handelt — und gegeniiber der Addition distributiv. 

Ist dabei die zugrunde gelegte Gleichheitsdefinition nicht die mengentheoretische 
Identitat, so muB — damit in jedem Untersystem dieselbe Gleichheitsdefinition er- 
halten bleibt — ein solches Untersystem (Unterring, Modul, Ideal) neben irgend- 
einem Element auch alle ihm gleichen enthalten. Ebenso muB bei jeder Erweiterung 
vorausgesetzt werden, daB die neue Gleichheitsdefinition die alte umfaBt. 

Alle Begriffe wie ,endlich viele Elemente“, ,eindeutige Zuordnung“, ... sind im 
Sinne der Gleichheitsdefinition gemeint; es gibt ,ein und nur ein Element“ heiBt 
also beispielsweise, es gibt bis auf gleiche nur ein Element. Ubrigens kann man von 
der Gleichheit immer zu einer mengentheoretischen Identitét tibergehen, indem man 
gleiche Elemente in eine Klasse zusammenfaBt und diese Klassen als neue Elemente 
einfiihrt. 


Die hier gegebenen Bemerkungen zur Gleichheitsdefinition stammen von 
R. Halzer. 
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fester, das Einheitselement enthaltender Unterring Rt ausgezeichnet. Die 
Begriffe Modul, Ordnung, ganz sollen sich durchweg auf diesen festen Ring R 
beziehen, was der Kiirze halber spiater in der Bezeichnung weggelassen 
wird’). (Die Elemente aus ® seien mit lateinischen, die aus T allgemein 
mit griechischen Buchstaben bezeichnet. ) 

1. Ein System I von Elementen aus T heiBt wie iiblich R- Modul 
— kurz Modul —, wenn es neben zwei Elementen « und # auch die 
Differenz, neben @ auch re enthilt, unter r ein beliebiges Element aus R 
verstanden. I heiSt durch ® teilbar, PX= O(N) und M ein Vielfaches, 
® ein Teiler, wenn jedes Element von Yt auch in MR enthalten ist. 
R-Moduln, deren Elemente alle zu RR gehéren, heiBen Ideale in R. 

Offenbar ist der Durchschnitt — das kleinste gemeinsame Vielfache 
[... M,;...] — beliebig vieler Moduln aus ET wieder ein Modul; ebenso ist 
Z Modul. Somit existiert eindeutig der aus einem beliebigen System = 
von Elementen aus & abgeleitete Modul als Durchschnitt aller Moduln, 
die S umfassen. Die Summe — der gréBte gemeinsame Teiler (... IM, ...) — 
eines beliebigen Systems von Moduln ist der aus der Vereinigungsmenge 
abgeleitete Modul. Das Produkt IR zweier Moduln ist definiert als der 
aus den Elementen uw abgeleitete Modul, wo u alle Elemente aus Mt, 
vy alle aus ® durchléuft. Das Produkt geniigt also dem assoziativen und 
kommutativen Gesetz, da dies fiir die Ringelemente gilt. Aus dem distri- 
butiven Gesetz in & folgt weiter fiir Moduln das distributive Gesetz 
(... M,...)WH—(...M,W...), da es sich nach eben diesem Gesetz in T 
rechts und links um den aus allen Elementen u,a abgeleiteten Modul 
handelt. 


Da & selbst Modul ist, laBt sich die Bedingung, da8 ft Multiplikatoren- 
bereich ist, ausdriicken durch RPt=0(M). Da R nach Voraussetzung 
das Einheitselement enthilt, gilt auch Jt = 0(RM) und damit M— RM. 

Ein Modul 9 heiBt endlich, wenn es mindestens ein aus endlich 
vielen Elementen bestehendes System = gibt, aus dem Wt abgeleitet ist; 
die Elemente y,,..., 4, von & heiSen eine Modulbasis von I =(y,,..., ,). 


") Die Theorie der ganzen GréBen bleibt bestehen, wenn Nullteiler zugelassen 
werden, und wenn dafiir in R der Teilerkettensatz vorausgesetzt wird, was nach § 2 
auch den Beweis des Hilfssatzes ermiglicht. Da diese Fassung der ganzen GréBen 
aber spiter nicht benutzt wird, soll nur in FuSnoten darauf hingewiesen werden. 
Alle in Rede stehenden Definitionen bleiben bei Existenz von Nullteilern erhalten; 
die meisten benédtigen — wie bekannt und leicht ersichtlich — noch geringere Voraus- 
setzungen. Nicht erhalten bleibt die Dedekindsche Fassung: ,Eine Zahl ist ganz, 
wenn sie eine Hiille besitzt.‘ Denn beim Auftreten von Nullteilern braucht der 
Quotient zweier endlicher Moduln nicht endlich zu bleiben; deshalb ist hier auch die 
Ordnung direkt und nicht als Modulquotient definiert. 
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Summe und Produkt von zwei — und damit von endlich vielen — endlichen 
Modula sind wieder endlich, da sie aus der Vereinigungsmenge bzw. den 
Produkten der Basiselemente abgeleitet sind. Letzteres folgt aus der Dar- 
stellung r,4,+...-+17,m, aller Elemente « aus 9 durch die Basis*) und 
aus dem kommutativen Gesetz der Multiplikation in £, was beides an 
dieser Stelle zum erstenmal benutzt wird. 


2. Ein in & gelegener Erweiterungsring von ft — der also alle Ele- 
mente von ® umfaBt — heiBt eine R-Ordnung, kurz Ordnung. Der 
Durchschnitt beliebig vieler Ordnungen aus T ist wieder eine Ordnung, 
ebenso ist T Ordnung; es existiert also eindeutig die aus einem beliebigen 
System = von Elementen aus T abgeleitete Ordnung. Summe und Pro- 
dukt von Ordnungen lassen sich entsprechend wie fiir Moduln definieren; 
insbesondere wird )* = © fiir jede Ordnung. 

Jede Ordnung ist zugleich §t-Modul; eine Ordnung hei®t endlich, 
wenn sie endlicher. Modul ist. Da Summe und Produkt durch Bildung 
von Modulsumme bzw. Produkt entstehen, werden nach 1. Summe und 
Produkt endlicher Ordnungen wieder endliche Ordnungen; weiter gilt das 
transitive Gesetz: Ist Y& endliche R-Ordnung, B endliche YU-Ordnung, so 
ist $ auch endliche R-Ordnung. Denn % wird zugleich R-Ordnung, also 
R-Modul. Bildet aber a,,...,«, eine Modulbasis von M% in bezug auf 
R, und f,,..., 8, eine solche von % in bezug auf Y, so bilden ersichtlich 
die Produkte «,8, eine Modulbasis von 8 in bezug auf R. 

3. Ein Element @ aus T heiBt ganz in bezug auf R, kurz ganz, 
wenn die aus « abgeleitetete Ordnung R, endlich ist — anders ausgedriickt, 
wenn die Teilerkette der Moduln Y,, = (a@°, @,...,@"~-1) im Endlichen ab- 
bricht, U1, = U,41—...= U,4,—.... Die Definition laBt auch die in 
4. zu benutzende zweite Fassung zu: Ein Element « aus T heiBt ganz, 
wenn es mindestens einen vom Nullmodul verschiedenen Hauptmodul € 
— dh. © ist aus einem Element y +0 abgeleitet — gibt, so daB das 
Produkt der Ordnung ®, mit € ein endlicher Modul ist; anders aus- 
gedriickt, daB die Kette der Moduln €%, im Endlichen abbricht*). 

SchlieBlich ist die Definition auch identisch mit der tiblichen Fassung: 
Ein Element @ aus & heiBt ganz, wenn es mindestens einer Gleichung 
geniigt: a*-+r,a"-1+...+97r, =0, wo die r Elemente aus § sind. 

Die verschiedenen Definitionen sind tatsichlich identisch. Denn da 





*) Enthalt ® kein Einheitselement, so wird die Basisdarstellung von der Form 
1; My tee + Ty My +, +... +m, Wo die ganzen Zahlen n nicht Ringelemente, 
sondern Symbole fiir die wiederholte Addition bzw. Subtraktion bedeuten. 

*) Sind in ®R Nullteiler zugelassen, so mu8 die Existenz eines reguliren Haupt- 
moduls gefordert werden; d. bh. y muB8 als Nicht-Nullteiler, als regulires Element 
vorausgesetzt werden, was fiir Ringe ohne Nullteiler auf y + 0 zuriickkommt, 
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R,, itibereinstimmt mit dem aus allen Potenzen von a abgeleiteten Modul, 
la8t sich fiir endliches R, immer eine Modulbasis aus diesen Potenzen 
wahlen. Ist eine solche etwa gegeben durch e=«°, a,...,a"%-1, so be- 
deutet das, daB die Kette der U%, mit Y, abbricht, und umgekehrt ergibt 
sich aus YU, = W,4,... diese Basis, Das Abbrechen der Kette der U,, ist aber 
auch identisch mit dem Bestehen der Gleichung «* + r,a"**+1+-...-+1r, = 0. 
Mit R, ist auch €R, endlich, also bricht die Kette der € W,, ab; anderseits 
folgt aus der Endlichkeit von €R,, also dem Abbrechen der €Y%,, auch 
das Abbrechen der Y%, und damit die Endlichkeit von R,. Denn da © 
als vom Nullmodul verschiedener Hauptmodul vorausgesetzt, ergibt 
CU, — CU,.,, stets UW, — UA,.,. 

Die Ringeigenschaft der ganzen GréBen und das transitive Gesetz der 
ganzen Abhangigkeit beruhen auf dem 

Hilfssatz. Ist GS eine endliche Ordnung aus ZT, a ein beliebiges 
Element aus GS, so ist die aus « abgeleitete Ordnung R, endlich — 
m.a. W.: alle Elemente einer endlichen Ordnung sind ganz. 

Der Beweis ergibt sich nach den iiblichen Schliissen. Ist o,,..., 4, 
eine Modulbasis von ©, so gehért wegen der Ringeigenschaft auch «o, 
zu. Also kommt ao,—1;,6,-+...+ 7,0, und daraus |r;,—ae,,| = 0, 
mit ¢,,=0 fir i+k; e,,—e, womit « als ganz nachgewiesen ist. Fiir 
das Verschwinden der Determinante wird benutzt, da8 ZT und damit © 
ohne Nullteiler vorausgesetzt ist *°). 

Das System © aller ganzen GréBen aus TZ bildet eine Ordnung. 
S umfaBt R; denn die Elemente aus Rt sind ganz, da KR einen endlichen 
R-Modul mit dem Einheitselement als Basis bildet. G hat aber auch 
Ringeigenschaft; denn die aus zwei beliebigen ganzen GréBen a, 8 ab- 
geleitete Ordnung R.,, wird gleich dem Produkt R.-9tg, also endlich. 
Somit sind nach dem Hilfssatz « + £ und «f als Elemente einer endlichen 
Ordnung ganz. 


Transitives Gesetz der ganzen Abhangigkeit: Ist © eine aus 
ganzen GréBen bestehende Ordnung, so ist jedes in bezug auf S ganze 
Element aus XT auch ganz in bezug auf R. Nach Definition geniigt « 
einer Gleichung: a” + o,a"-'+-...+-6,=—0, ist also auch ganz in 
bezug auf die aus o,,...,0,, abgeleitete Ordnung 6 = M,,,...,.,, die als 





%) Ist in R der Teilerkettensatz vorausgesetzt, sind aber Nullteiler zugelassen, 
so wird der Hilfssatz eine unmittelbare Folge des Modulsatzes in § 2, demzufolge 
sich der Kettensatz auf die Moduln aus © iibertrigt. Auch dieser Beweis stammt 
fiir den Zahlkérper von Dedekind (4. Aufl., § 173, III) und stellt die erste Anwendung 
von Kettensitzen in der Literatur dar. In den unter 4. zu gebenden Folgerungen be- 
nutzt Dedekind statt dessen noch die speziellere Tatsache, daB die Anzahl der Rest- 
klassen nach einem Ideal im algebraischen Zahlkérper endlich ist. 
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Produkt ®.,- ic,-...- Rs, endlich wird. Nach dem unter 2. gegebenen 
transitiven Gesetz wird somit die aus « abgeleitete endliche G-Ordnung 
©. auch eine endliche R-Ordnung, und « wird nach dem Hilfssatz ganz 
als Element einer endlichen Ordnung. 


4. Der Ring R heiBt ganz-abgeschlossen in ZT, wenn jedes in 
bezug auf R ganze Element aus T zu KR gehdrt. Nach der zweiten Fassung 
der Definition der ganzen GréBen in 3. gehért also ein Element a aus T 
dann und nur dann zu , wenn es mindestens einen vom Nullmodul ver- 
schiedenen Hauptmodul € gibt, so da8B € - R, einen endlichen Modul bildet **). 

Aus dem Begriff des ganz-abgeschlossenen Ringes hat Dedekind 
(3. Aufl., § 172) zwei wichtige Folgerungen gezogen, die es erméglichen, 
diesen Begriff fiir die Idealtheorie zu verwerten: 

Dedekindsche Folgerung I. ® sei ganz-abgeschlossen in T, und 
auBerdem set als weitere Voraussetzung in Rt der Teilerkettensatz fiir 
Ideale {Axiom 1) erfiillt. Ist B ein nichiganzes Element aus T, c+ 0 ein 
Element aus fi, so gibt es einen Exponenten o>0 derart, daB in der 
Reihe der Elemente c, cB, ..., cB", ...*die Elemente c,..., cB" ganz, 
alle iibrigen nichtganz sind. 

Waren alle Elemente cf" ganz, so gehdrten sie wegen der ganzen 
Abgeschlossenheit von § zu R. Damit aber ginge die Kette der Moduln 


CB,, €B,,...,€B,,... — wo € den aus c, B, den aus f°,..., 8" 
abgeleiteten Modul bezeichnet — iiber in eine Kette von Idealen ¢,,..., 
C5 +--+, mit ¢,=(¢,cB,...,cf"*), die nach Voraussetzung im Endlichen 


abbricht. Damit aber wire gegen die Voraussetzung §t, endlich und ~ 
ganz; es gibt somit nichtganze unter den Elementen cf’. Weiter sind 
mit irgendeinem nichtganzen Element auch alle folgenden nichtganz; 
denn ist cf‘ ganz, also in Rt, so geniigt cf* fir o<+ der Gleichung 
(¢B°)'—c**(eB")® =0 und ist also auch ganz. Ist somit cf°** das erste 
nichtganze Element, so wird — da c ganz — oO und ist der gesuchte 
Exponent. 

Spezialisiert man den Erweiterungsring T zu dem Quotientenkérper 
von  — d.h. zu dem durch Adjunktion aller Elementenpaare entstehen- 
den Kérper**) —, so folgt daraus die 


1) Sind in R Nullteiler zugelassen, so mu8 © wieder als regulirer Hauptmodul 
vorausgesetzt werden; ebenso mu8 das Element c in Folgerung I als regular voraus- 
gesetzt werden. 

12) In bekannter Steinitzscher Fassung, J. f. M. 187. Sind in R Nullteiler zu- 
gelassen, so muB an Stelle des Quotientenkérpers der Quotientenring treten, durch 
Adjunktion aller Quotientenpaare, bei denen der Nenner ein reguliires Element aus ® 
ist. Hier ist die Dedekindsche Folgerung II nicht mehr erfillt; denn n wird im all- 
gemeinen kein regulires Element sein. 

Mathematische Annalen. 96. 3 
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Dedekindsche Folgerung II. ® sei ganz abgeschlossen in seinem 
Quotientenkérper R, und in KR sei der Teilerkettensatz fiir Ideale erfiillt. 
Ist B ein nichtganzes Element aus &, so laBt B eine Darstellung als 
Quotient von Elementen aus R zu: B = m/n derart, daB auch m*/n nicht- 
ganz ist. 

Setzt man £ = b/c mit c + 0, so werden in der Reihe c, cf = b, cf’... 
die beiden ersten Elemente sicher ganz, alsoo >1, wo o den Exponenten 
aus Folgerung I bedeutet. Setzt man m=cf°, n=ch°* — wegen 
o=>1 sind das ganze GréBen der Reihe ~—, so werden m/n=f und 
m?/n =cB°** nichtganz. 

Das transitive Gesetz der ganzen Abgeschlossenheit besteht in der 
Form: Ist R ein beliebiger Ring aus T, bezeichnet © das System aller 
in bezug auf R ganzen GréBen aus T, so besteht G auch aus allen in 
bezug auf © ganzen GréBen aus T. — Denn jede in bezug auf © ganze 
GréBe ist auch ganz in bezug auf R, nach dem transitiven Gesetz in 3., 
gehért also zu ©. 


§ 2. 
Kettensitze in endlichen Modulbereichen. 


Der Modulsatz, demzufolge sich die Kettensitze iibertragen, tritt in 
der hier zu gebenden Anwendung nur fiir Moduln eines Erweiterungsringes 
auf. Da der Beweis aber im Fall eines allgemeinen Modulbereichs der- 
selbe bleibt, soll ein solcher zugrunde gelegt werden. 

Ein System M von Elementen «, 8... heiBt Modulbereich in bezug 
auf einen Ring Ri, wenn in M zwei Operationen gegeben sind, die ein- 
deutig zu Elementen aus M fiihren: eine additive Verkniipfung der Ele- 
mente und eine Multiplikation der Elemente mit den Elementen aus ft; 
wenn M gegeniiber der Addition eine Abelsche Gruppe bildet, wahrend 
fiir die Multiplikation das assoziative Gesetz erfiillt ist, und wenn das distri- 
butive Gesetz in beiden Fassungen gilt**). 

Fiir einen Modulbereich bleiben offenbar alle unter § 1, 1. gegebenen 
Moduldefinitionen erhalten, die sich nicht auf die Multiplikation beziehen. 
Insbesondere heiBt M ein endlicher Modulbereich, wenn es endlich viele 
Elemente £,,...,&, aus M gibt derart, daB M gleich dem aus é,,..., &, 
abgeleiteten Modul wird, also gleich dem System aller Linearformen 
r,é,+...+97,6,, wenn in Rt ein Einheitselement existiert, wihrend sonst 
noch Zusatzglieder n,£, hinzukommen (vgl. Anm. *)). 

Modulsatz. Ist M ein endlicher Modulbereich in bezug auf einen 
kommutativen Ring K mit Hinheitselement, und gilt in R der Teiler- 

13) Vgl. Idealtheorie, § 9. 
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bzw. Vielfachenkettensatz der Ideale, so gilt in M Teiler- bzw. Vielfachen- 
kettensatz der Moduln. 


Der Beweis beruht darauf, da8 jedem Modul aus M eindeutig ein 
System von endlich vielen Idealen aus R zugeordnet wird derart, daB 
einem echten Teiler bzw. Vielfachen des Moduls jeweils mindestens ein 
echtes Teiler- bzw. Vielfachenideal entspricht. 

Ein Element aus M heiBt von der Lange i, wenn es sich auf min- 
destens eine Art als Linearform in é,,..., &, darstellen la8t, wihrend es 
keine Darstellung als Linearform in é,, ...,&;_, zulaBt. Einem beliebigen 
Modul 2% aus M seien jetzt k Ideale a,,...,a, aus R zugeordnet: unter 
YU, sei der Modul aller Elemente aus % verstanden von der Linge <i, 
und a, bezeichne das System aller Koeffizienten von &; in Y&,. Dann folgt 
vorerst: Ist 8 ein echter Teiler von U, sind b,..., 6, die B zugeordneten 
Ideale, so ist unter den 6 mindestens ein echter Teiler des entsprechen- 
den a. Aus M=0(B) folgt namlich A, = 0(B,) und damit a, = 0(b,) 
fiir 4—1,2,...,%. Nach Voraussetzung muB es in 8 nicht in Y ent- 
haltene Elemente geben, also auch solche kleinster Lange ¢. Dann aber 
wird b, ein echter Teiler von a,; denn es wird b, = 0(6,;), ==0(a;), wenn 
B=b,é,+...+,é, ein solches Element kleinster Linge aus 8 ist. 
Aus b, = 0(a;) folgt namlich die Exisvenz eines Elementes « =a, &, +... 
+ b,é,=0(Y), und damit die Existenz eines Elementes § — « = 0 (8), 
==(0(Y) von kleinerer Lange als £. 

Sei jetzt eine Teiler- bzw. Vielfachenkette U,,W,,...,U,,... vor- 
gelegt; sei in R der Teiler- bzw. Vielfachenkettensatz erfiillt. Bezeichnen 
G45 +++) @,, die Wf zugeordneten Ideale, so bilden die Reihen a,,, ag,,..., 
Q,2,,... Teiler- bzw. Vielfachenketten fiir 4=-1,...,%; es gibt also nach 
Voraussetzung einen Index mw derart, daB das Ideal a,, gleich allen 
folgenden wird fiir jedes 4. Dann aber wird der Modul %, nach dem oben 
Bewiesenen gleich allen folgenden, womit die Kettensdtze dbertragen sind. 

Unmittelbar ergibt sich jetzt die 


Folgerung des Modulsatzes. Gilt in R der Vielfachenkettensatz 
modulo jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal, so gilt in M der Viel- 
fachenkettensatz modulo jedem Modul ©, dessen zugeordnete Ideale ¢,, ...,¢;, 
sdmtlich vom Nullideal verschieden sind. 


Denn unter diesen Annahmen brechen die Vielfachenketten a,;,..., ,2,..- 
im Endlichen ab. 


Zusatzbemerkung. Ist R ein Ring ohne Einheitselement, so iiber- 
trigt sich noch der Teilerkettensatz und der Vielfachenkettensatz modulo 
den vom Nullideal verschiedenen Idealen. Man betrachte naimlich an Stelle 
von & das System W aller Elemente der Form a, §, +... + 4@,&, + , 4; 

3* 
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+...+n,&,, das wieder in & iibergeht, wenn man é,, durch é, ersetzt. 
Diesem %& lassen sich entsprechend wie oben 2k Ideale a,,...,a,, 1, .--,M, 
zuordnen, wobei die a, Ideale aus i, die mn, Ideale aus ganzen Zahlen 
bedeuten. Da fiir die n, Teilerkettensatz und Vielfachenkettensatz modulo 
jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal erfiillt ist, bleibt fiir % und 
damit fiir 2% der Beweis fiir den Teilerkettensatz erhalten, wahrend man 


beim Vielfachenkettensatz fordern muB, daB die © bzw. © zugeordneten 
2k Ideale alle vom Nullideal verschieden sind. 


§ 3. 
Ubergang zu endlichen Erweiterungskérpern. 


Zur Einordnung der Zahl- und Funktionenkérper ist zu zeigen, wie 
die in der Einleitung formulierten Axiome I bis V sich beim Ubergang 
zu endlichen Erweiterungskérpern iibertragen. 


1. In R seien alle Axiome 1 bis V mit Ausnahme des Axioms II 
— Vielfachenkettensatz — erfiillt. Hs bedeuteR den Quotientenkérper von R, 
und & einen endlichen Erweiterungskorper erster Art von R**). Dann sind 
in dem System © aller in bezug auf R ganzen GroéBen aus L dieselben 
Axiome erfiillt, in jeder Ordnung aus S noch alle diese Axiome mit Aus- 
nahme der ganzen Abgeschlossenheit. 

Nach §1, 3. bildet © einen Ring, fiir den die Axiome III und IV 
— Existenz des Einheitselementes und Ring ohne Nullteiler — erfiillt 
sind. Nach § 1, 4. SchluB ist © ganz abgeschlossen in 2; zugleich wird 2 
Quotientenkérper von GS, da jedes Element aus 2 durch Multiplikation 
mit einem geeigneten Element aus ® in ein Element aus © iibergeht; 
Axiom V ist also erfiillt. 

Der Nachweis von I ergibt sich nach bekannten Schliissen: Als Er- 
weiterung erster Art entsteht 2 durch Adjunktion eines einzigen Ele- 
mentes « zu &, das nach dem obigen als ganz in bezug auf {i angenommen 
werden darf. Neben « sind auch die im Galoisschen Kérper von 2 in 
bezug auf §& enthaltenen konjugierten GréBen a’, a”, ... ganz; und somit 
auch ihr Differenzenprodukt und das Quadrat D dieses Differenzenproduktes. 
Da «, a’, ... alle verschieden sind, wird D eine von Null verschiedene GréBe 
aus &, also wegen der ganzen Abgeschlossenheit von ® in & eine GréBe 
aus §. Nach den iiblichen Schliissen ist © infolge der ganzen Abge- 
schlossenheit von $t enthalten in dem durch die Elemente &;=a*/D er- 
zeugten in bezug auf fi endlichen Modulbereich M; man hat dazu nur in 


4) Ein algebraischer Erweiterungskérper hei8t nach Steinitz ,erster Art“, wenn 
jedes Element Nullstelle einer Primfunktion ist, die in einem geeigneten Erweiterungs- 
kérper in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfallt. 
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der Darstellung eines Elementes aus © durch die ; zu den konjugierten 
Elementen “i erzugehen und das lineare Gleichungssystem fiir die Koeffi- 
zienten der Darstellung aufzulésen. Nach dem Modulsatz in § 2 gilt fiir 
alle R-Moduln aus M, also insonderheit fiir alle Ideale aus G, der Teiler- 
kettensatz. Ebenso gilt der Teilerkettensatz fiir die Ideale einer beliebigen 
Ordnung aus ©, da es sich auch hier um R-Moduln aus M handelt; fiir 
jede Ordnung ist aber auch Axiom III und IV erfiillt. 


2. Sind in R alle Axiome I bis V erfiillt, so gilt das gleiche fir SG. 
In jeder Ordnung aus S sind noch alle Axiome mit Ausnahme der ganzen 
Abgeschlossenheit erfiilit. 


Unter Beriicksichtigung von 1. ist nur noch das Erfiilltsein von 
Axiom II nachzuweisen. Nach der Folgerung aus dem Modulsatz in § 2 
geniigt der folgende Nachweis: Wird ein vom Nullideal verschiedenes Ideal 
aus © als fi-Modul © in M aufgefaBt, so sind die © zugeordneten Ideale ¢; 
aus §t alle vom Nullideal verschieden. Nun ist © von gleichem endlichen 
linearen Rang in bezug auf & wie M; denn © enthilt neben irgendeinem 
Element y auch ya‘. Zu jedem &; gibt es also ein Element c;+ 0 aus R, 
so daB c;&; zu © gehért; wegen der Eindeutigkeit der Darstellung durch 
die &, — der Index soll nur die Werte kleiner als der Grad des Kérpers 
durchlaufen — gehért c; zu c,, das somit vom Nullideal verschieden wird. 
Diese Uberlegung bleibt erhalten fiir alle Ordnungen von gleichem Rang 
wie M; fiir eine Ordnung von niedrigerem Rang geht man zum Quotienten- 
kérper tiber, der als Zwischenkérper von ® und & auch erster Art wird 
und dessen Grad in bezug auf & mit dem linearen Rang der Ordnung 
iibereinstimmt; fiir den somit die Uberlegungen erhalten bleiben. SchlieB- 
lich sei bemerkt, daB eine von © verschiedene Ordnung aus © nie ganz 
abgeschlossen ist; denn da jede Ordnung auch ® umfaBt, muB sie bei 
ganzer Abgeschlossenheit auch © umfassen. 


Zur Unterordnung von Zahl- und Funktionenkérpern geniigt es somit 
das Erfiilltsein der Axiome I bis V fiir die Grundbereiche — ganze Zahlen, 
Polynome einer Unbestimmten, Funktionalbereich der Polynome mehrerer 
Unbestimmter — nachzuweisen. 


8. Fiir den Ring R der ganzen rationalen Zahlen bzw. der Polynome 
einer Unbestimmten mit Koeffizienten aus einem Korper sind die Axiome 
I bis V erfiilit. Dabei folgt I und II entweder daraus, da8 es nach jeder 
von Null verschiedenen Zahl bzw. nach einem solchen Polynom einer 
Unbestimmten nur endlich viele bzw. endlich viele linear-unabhangige 
Restklassen gibt — oder auch aus der Tatsache, daB jedes Ideal Haupt- 
ideal wird; denn daraus ergibt sich die eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale 
als Potenzprodukt von Primidealen, demzufolge ein vom Nullideal ver- 
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schiedenes Ideal nur durch endlich viele teilbar wird. Axiom III und IV 
ist offenbar erfiillt, letzteres eine Folge der Gleichheitsdefinition; die ganze 
Abgeschlossenheit V folgt daraus, daB vermége der bis auf Einheiten 
— Teiler der Eins — eindeutigen Zerlegbarkeit der Elemente aus ® in 
unzerlegbare jedes nicht in Rt enthaltene Element des Quotientenkérpers 
sich als Quotient zweier teilerfremder Elemente aus  darstellen laBt, so 
da8 also keine Potenz des Zahlers durch den Nenner teilbar wird. Ein 
solches Element kann mithin keiner Gleichung geniigen, die es als ganz 
in bezug auf ft charakterisiert. 


4. Es bedeute jetzt Ri den Ring aller Polynome in mehreren Un- 
bestimmten mit Koeffizienten aus einem Koérper oder mit ganzen rationalen 
Zahlkoefjizienten. Dann sind die Axiome III, IV, V wie unter 3. erfiillt; 
denn auch hier gilt die bis auf Einheiten eindeutige Zerlegbarkeit der 
Elemente in unzerlegbare. Da8 der Teilerkettensatz I erfiillt ist, ist eine 
unmittelbare Folge des Hilbertschen Satzes von der Existenz der Ideal- 
basis; wahrend der Vielfachenkettensatz II hier nicht gilt. 

Man kann aber durch Ubergang zum Funktionalbereich, was einer 
Beschrinkung auf Ideale héchster Dimension entspricht, auch noch die 
Giiltigkeit von Axiom II erreichen; die Giiltigkeit von I lat sich dann 
wie unter 3., ohne Heranziehung des Hilbertschen Satzes, nachweisen. 
Man adjungiere nimlich zu R eine Unbestimmte u, betrachte also den 
Ring R* aller Polynome in u mit Koeffizienten aus Rt, wobei Gleichheit 
als Koeffizientengleichheit definiert ist. Bezeichnet man wie iiblich ein 
Polynom aus * als primitiv (in bezug auf §), wenn der gréBte gemein- 
same Teiler seiner Koeffizienten — Teiler im Sinn von Polynom aus &, 
nicht Idealteiler — eine Einheit aus R wird, so wird jedes Polynom 
aus §t* Produkt eines Elementes aus Rt mit einem primitiven Polynom 
aus t*, und das Produkt primitiver Polynome aus * wird wieder primitiv. 

Die Gesamtheit der Elemente des Quotientenkérpers von Kt*, deren 
Nenner primitive Polynome aus R* sind, bildet somit einen Ring, den 
Funktionalbereich § von R. In diesem Funktionalbereich § sind alle und 
nur die Elemente Einheiten, deren Zahler und Nenner primitive Polynome 
aus §t* sind; jedes Element aus % laBt sich somit eindeutig als Produkt 
eines Elementes aus ft und einer Einheit aus  darstellen. Damit iiber- 
trigt sich der Zerlegungssatz der Elemente aus ft auf die Elemente 
aus 3; fiir % ist somit neben den Axiomen III und IV auch V wie unter 
3. erfiillt. 

In § wird ferner jedes Ideal Hauptideal. Ein Ideal enthalt namlich 
neben irgendeinem Element aus % auch das durch Multiplikation mit einer 
Einheit daraus hervorgehende aus ; und neben irgend zwei Elementen aus Rt 
auch ihren gréBten gemeinsamen Teiler. Denn neben f(x) = ¢(x) f(x) und 
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g(x)=t(x) g(x) gehdrt auch t(x)(f(x)-+ug(x)) zum Ideal, also auch 
t(a), wenn / und @g teilerfremd sind und ihre lineare Kombination somit 
eine Einheit wird. Geht man also von einem beliebigen Element f(z) 
des Ideals aus, und gibt es im Ideal ein durch dieses nicht teilbares g(x), 
so gehért auch der gréBte gemeinsame Teiler ¢(z) zum Ideal und wird 
ein echter Teiler von f(z), so daB die endlich oftmalige Wiederholung 
auf ein Basiselement des Ideals fiihrt, das Ideal also als Hauptideal 
erkannt ist. Damit gilt aber in % die eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale 
als Potenzprodukte von Primidealen, die der Zerlegung der Elemente aus 
R entspricht; und hieraus folgt wie unter 3. das Erfiilltsein der Axiome I 
und IT. Bei uen in Betracht kommenden Erweiterungskérpern des Quotienten- 
kérpers von % handelt es sich dabei nur um solche, die durch Adjunktion 
eines Elementes aus © erzeugt werden kénnen*®). Damit ist unter Beriick- 
sichtigung von 1. und 2. fiir Zahl- und Funktionenkdrper die Giiltigkett 
der Axiome I bis V erkannt. 


§ 4. 
Isomorphiesatze. Direkte Summen. 


Im folgenden wird nur Ring- bzw. Moduleigenschaft aber kein weiteres 
Axiom vorausgesetzt. 

1. Sind Mund M Modulbereiche in bezug auf R (§ 2), so heiBt M zu 
M homomorph (genauer: modul-homomorph), M~ M, wenn jedem Element 
aus M ein und nur ein Element aus M entspricht, derart, daB dadurch 
M erschépft wird**); und wenn bei dieser Zuordnung die Differenz und 
die Multiplikation mit demselben Element aus i sich entsprechen; wenn 
also aus B~f und y~ 7 stets folgt: (8 —v)~(S—7) und rpr~r8. 

Einem t-Modul $ aus M entspricht also homomorph ein ft-Modul 
B aus M; und die Gesamtheit €* der Elemente aus M, denen Elemente 
eines §R-Moduls € aus M entsprechen, bildet einen durch € eindeutig 
bestimmten §-Modul in M, den © zugeordneten Modul €* mit €*~ C. 
Ist insbesondere 2% der dem Nullelement aus M zugeordnete Modul, so 
wird ©* ein Teiler von & und zerfallt in Klassen von modulo & kon- 
gruenten Elementen aus M, derart daB diese Klassen den Elementen aus 
€ ein-eindeutig entsprechen, Geht man von 8 in M iiber zu $ in M, und 


von da zuriick zu $*, so wird 8* —(B,W); also gleich dem gréBten 
g 


18) Das System der in bezug auf § ganzen GréBen dieser Erweiterungskérper 
gewinnt man auch, indem man von © entsprechend zu einem Funktionalbereich iiber- 
geht, wie von ® zu §. Vgl. etwa J. Kénig, Algebraische GréBen, Leipzig 1903, 
8. 468/69. 


16) Alles im Sinne der in M herrschenden Gleichheitsdefinition, vgl. Anmerkung °). 
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gemeinsamen Teiler von 8 und Y%; es wird also 8* =, wenn B Teiler 
von YW. 

Ist das Entsprechen der Elemente aus M und M umkehrbar eindeutig, 
so heiBen die Bereiche isomorph (genauer modul-isomorph) M~ M. 

Ist & ein beliebiger {-Modul aus M, so entsteht ein zu M homo- 
morpher Modulbereich M — der Restklassenmodul M|% —, indem man 
die Kongruenz nach & als neue Gleichheitsbezichung auffabt. Jedem 
Element aus M sind dabei alle und nur die ihm gleichen aus M zugeordnet. 
Geht man in M von der Gleichheitsdefinition zur Identitaét iiber, so heiBt 
das, da8 man alle in M gleichen Elemente in einer Klasse — Restklasse — 
zusammenfaSt und diese Restklassen als neue Elemente von M auffaSt*”). 

Durch den Ubergang zum Restklassenmodul wird jeder Homomorphismus 
erzeugt; denn ist M~™M, und ist & der dem Nullelement aus M zu- 
geordnete Modul, so wird, wie oben gezeigt, M isomorph dem Restklassen- 
modul M|%. 

2. Erster Isomorphiesatz. Bedeutet M den Restklassenmodul M|%, 
und ist © Teiler von U, 80 gilt der Isomorphismus: M|C~M|C. Denn 
die Kongruenz nach & ist zugleich eine Kongruenz nach ©; nach & gleiche 
Elemente bleiben also gleich nach ©, und man kann mithin den Rest- 
klassenmodul M|€ — also die Gleichheit nach € — bilden, indem man 
zuerst die Elemente nach & gleichsetzt, also zu M iibergeht, und unter 
diesen die nach © gleichen zusammenfa8t, was in M dem Gleichsetzen 
nach €, also der Bildung von M|€ entspricht. 


Zweiter Isomorphiesatz. Sind 8 und U Moduln aus M, so gilt 
der Isomorphismus: (8, U)|A~B)|(B, A}. Denn nach 1. wird $ homo- 
morph zu %, wenn (%,%)|W gleich B gesetzt wird; und da hierbei 
allen Elementen aus [$, %] und nur diesen das Nullelement in $ ent- 
spricht, so kommt wieder nach 1. der obige Isomorphismus. 

3. Sind R und R (kommutative) Ringe, so hei®t R homomorph zu 
R (genauer ring-homomorph), R~R, wenn jedem Element aus RK ein 
und nur ein Element aus ® entspricht derart, daB dadurch ® erschdpft 
wird; und wenn bei dieser Zuordnung Differenz und Produkt sich ent- 
sprechen. Ist das Entsprechen der Elemente umkehrbar eindeutig, so heiGen 
die Ringe isomorph (genauer ring-isomorph), RR. 

Alle Uberlegungen unter 1. und 2. bleiben erhalten, wenn man die 
Moduln durch Ideale in Rt ersetzt**), und wenn der Begriff des Modul- 
Homomorphismus und Modul-Isomorphismus durch Ring-Homomorphismus 


47) Vgl. dazu Anmerkung °). ; 
48) Bei nichtkommutativen Ringen miissen zweiseitige Ideale zugrunde gelegt 
werden. 
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und Ring-Isomorphismus ersetzt wird. Insbesondere entsteht, wenn ¢ ein 
Teiler von a ist, der Restklassenring c|a, indem die Kongruenz nach a als 
neue Gleichheitsbeziehung eingefiihrt wird, wobei zu beachten ist, daB 
jetzt noch die Produkte von Restklassen definiert sind. 


Es wird c homomorph zu c|a; jeder Homomorphismus ist auf diese 
Art erzeugt, und es gelten wie unter 2. die Isomorphiesitze: 


Erster Isomorphiesatz. Bedeutet fi den Restklassenring §| a, 
und ist ¢ Teiler von a, so wird |€ ~ R|c im Sinne des Ring-Isomorphismus. 

Zweiter Isomorphiesatz. Sind 6 und a Ideale aus Rt, so gilt der 
Ring-Isomorphismus: (6, a)|a~6| (6, a] **). 

4. Im folgenden sollen die Rechenregeln iiber tetlerfremde Ideale zu- 
sammengestellt werden®’), aus denen sich in 5. die Sitze iiber direkte 
Summen ergeben werden. In dem kommutativen Ring ® werde die 
Existenz des Hinheitselementes e der Multiplikation vorausgesetzt. Es wird 
also a = oa fiir jedes Ideal aus R, unter o das Einheitsideal verstanden. 
Zwei Ideale a, 6 heiBen teilerfremd, wenn ihr gréBter gemeinsamer Teiler 
(a,b) gleich o wird. 

4a. Ist (a, 6) =0, sowird (a,bc)=(a,c). Denn (a, c) = (a, b)-(a, ¢) 
=(a*,ab,ac,bc) wird durch (a,bc) teilbar und umgekehrt. Daraus 
folgt: 

48. Aus ch=0(a) und (a,b)=0 folgt c=0(a). Denn ch=0(a) 
ist gleichbedeutend mit (a,6c)—a; also wird wegen (a,6)=—o auch 
(a,c)=a oder c=0(a). Es folgt weiter: 

4y. Ist jedes der Ideale a,,..., a, teilerfremd zu jedem der Ideale 
b,,---,6,, 80 wird das Produkt der a, teilerfremd zu dem Produkt der 
b;. Denn aus (a,6)=—o und (a,c)—o kommt (a,bc)—0, woraus 


‘ 
durch endlich oftmalige Wiederholung die Behauptung folgt. 

Aus 4a und 4y ergibt sich: 

44. Sind die Ideale b,,..., 6, paarweise teilerfremd, also (6,, b,)= 0 
fir i+k, so wird thr kleinstes gemeinsames Vieljaches gleich ihrem 
Produkt. Sei (a,b)=o0, v=[a,6]; dann wird »=ov=(ab, bd) 

%) Diese aus der Gruppentheorie bekannten Isomorphiesitze finden sich fiir 
Moduln in etwas speziellerer Fassung zuerst bei Dedekind (vgl. 3. Aufl., S. 484). 
Die obige Fassung fiir Ideale findet sich bei Masazo Sono: On Congruences. L,, IL., 
TIL, IV. Memoirs of the College of Science, Kyoto Imperial University, 2 (1917), 
8 (1918, 1919). Vgl. 2, S. 215. Explizit ausgesprochen ist jeweils nur der zweite 
Isomorphiesatz. 

*) Und zwar in der auf Dedekind zuriickgehenden Form (4. Aufl., § 178, III 
bis VIII). Das in neueren Darstellungen durchweg auftretende Rechnen mit dem 
Einheitselement ist viel umstandlicher. 
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=0(a,b); wegen ab=0(v) kommt also » ab, woraus durch endlich 
oftmalige Wiederholung unter Beachtung von 4y die Behauptung folgt. 

4e. Sind die Ideale b,, ..., 6, paarweise teilerfremd, wird a; =([b,,..., 
b;_,,D,4,>---, b,) = b,...6,_, b,,.-.b, gesetet, so wird (a,,..., a;_,, 
Q;,,,-++,@,)=b,; und also (a,,...,a,)=—0. Denn nach dem distribu- 
tiven Gesetz wird (a,, a,) = b,... b, (b,, 6,) = b,...6,; und also (a,, a,, a) 
= b,...6,(b,, b, b,) = 6,...6,, woraus durch endlich oftmalige Wieder- 
holung bei passender Numerierung die Behauptung folgt. 


Es wird a; als Komplement von 6; in der Darstellung m = [b,, ..., 6,] 
bezeichnet. 


5. In dem kommutativen Ring fi sei wieder die Existenz des Einheits- 
elementes der Multiplikation vorausgesetzt. Der Ring R heiBt direkte 
Summe der Ideale a,,...,a,, — in Zeichen: R = a,+a,+...+a, — 
wenn jedes Element c aus ft sich auf eine und nur eine Art darstellen 
la8t in der Form: c=a, + a,+...-++a,, wo jeweils a, Element aus q;. 

Ist das Nullideal kleinstes gemeinsames Vielfaches der paarweise 
teilerfremden Ideale 6,,...,6,, und ist a; das Komplement von 6,, 80 
wird R direkte Summe der Ideale a,,...,a,. Denn wegen 0 = (a,,..., a,) 
1aBt jedes Element aus  mindestens eine additive Darstellung durch die 
a, zu; wegen [a,,6,]=(0) ist diese Darstellung eindeutig; denn aus 
0=a,+a,+...+a,=a,+), kommt a;=—0. Nach dem zweiten 
Isomorphiesatz werden die a; isomorph dem Restklassenring Ri\b;. Es 
gelten die ,Orthogonalitatsrelationen“ a,a,—(0) fiir i+ k und aj = a, 
letzteres wegen a; = 0 4;. 

Existiert umgekehrt eine Darstellung von Rt als direkte Summe — 
R=—a,+a,+...+a, — und setzt man b; = (a,,.--, 0:15 A435--+)4,) 
=0,+...+4,_,+0,,,+...+4,, 80 werden die 6; paarweise teiler- 
fremd und thr kleinstes gemeinsames Vielfaches gleich dem Nullideal. 
Denn aus 0 =(a;,,6,) folgt o =(b,,6,) fiir k+ 7%, da 6b, Teiler von aq,. 
Sei weiter c teilbar durch alle 6;, so kommt c =e. +...4+e" 
=a tam t+ ..ta® =—...=—al?+.:.+a%,, wo jeweils a; = 0 (a,). 
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung folgt also, da jeweils eine Kom- 
ponente zu Null wird: 0 = a”, ..., 0 =a,” fiir jedes 4 und damit c= 0. **) 


%1) Die unter 5. gegebenen Sitze sind Spezialfille eines allgemeinen Satzes iiber 
den Zusammenhang zwischen direkter Summe und direktem Durchschnitt. Vgl. 
H. Priifer, Theorie der Abelschen Gruppen I, Math. Zeitschr. 20 (1924), S. 165—187, 
§ 6. Die dort gegebenen Uberlegungen bleiben auch bei so allgemeiner Fassung des 
Gruppenbegriffs erhalten, da8 Moduln und Ideale sich als Spezialfall unterordnen. 
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§ 5. 
Primideale und Primirideale. 


Es sei wieder ein kommutativer Ring, fiir den kein weiteres 
Axiom — auch nicht Existenz des Einheitselementes — vorausgesetzt 
werde. Es sollen die Grundtatsachen iiber Primideale und Primirideale 
zusammengestellt werden **), 


1. Ein Ideal p aus R heiBt schwaches Primideal, wenn der Rest- 
klassenring R|p ein Ring ohne Nullteiler ist; wenn also aus a==0(p) 
und b=E0(p) stets folgt ab==0(p). Ein Ideal p* aus R heibt starkes 
Primideal, wenn der Restklassenring R|p* ein Ring chne Nullteilerideale 
ist; wenn also aus as=0(p*) und b==0(p*) stets folgt ab==0(p*). 
Jedes starke Primideal ist zugleich schwaches Primideal, wie die Spezia- 
lisierung von a,b zu Hauptidealen zeigt. Umgekehrt ist auch jedes 
schwache Primideal zugleich starkes Primideal; man kann also von Prim- 
idealen schlechthin sprechen. Denn sei p schwaches Primideal; sei a==0(p) 
und b=:0(p); seien weiter a und 6b Elemente aus a und 6b, so daS 
a=0(p) und 6==0(p). Dann kommt ab=:0(p) und damit ab==0/(p); 
also ist p auch starkes Primideal. 

2. Ein Ideal q aus R heibt schwaches Primdrideal, wenn im Rest- 
klassenring §t|q eine Potenz jedes Nullteilers verschwindet; wenn also 
aus a==0(q) und b"=+0(q) fiir jedes x stets folgt ab=_0(q). Das 
System p aller Elemente aus Rt, die Nullteiler aus R/q werden, bildet 
ein Ideal, und zwar ein Primideal, das Teiler von q wird, das zugehdrige 
Primideal. Denn neben a wird auch ra Nullteiler, neben a und } auch 
a — b; letzteres da mit a“ und b* stets (a — b)"** durch q teilbar wird. 
Ist ferner a kein Nullteiler, so wird nach Definition auch keine Potenz 
von a Nullteiler; aus a= 0(p) und b=_0(p) folgt also a” b™ = (ab)* ==0(q) 
und damit ab=0(p). 

Ein Ideal q* aus R hei&Bt starkes Primdrideal, wenn im Restklassen- 
ring R|q* eine Potenz jedes Nullteilerideals verschwindet; wenn also aus 
a=0(q*) und b”==0(q*) fiir jedes x stets folgt ab==0(q*). Wie 
bei schwachen Primiaridealen zeigt man: Der gréBte gemeinsame Teiler 
aller Idale aus ft, die Nullteilerideale aus {t|q* werden, bildet ein Prim- 
ideal, das Teiler von q* wird, das zugehdrige Primideal. Umgekehrt sagt 
man von allen Primiridealen, die dasselbe zugehérige Primideal p be- 
sitzen, sie ,gehéren zu p*. 


*) In Idealtheorie, § 4, ist Axiom I des Teilerkettensatzes vorausgesetzt, und es 
tritt deshalb nicht scharf hervor, welche Eigenschaften der Prim- und Primirideale 
von diesem Axiom unabhangig sind. 
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Jedes starke Primdrideal ist zugleich schwaches Primdrideal, wie 
die Spezialisierung von a, 6 zu Hauptidealen zeigt. Im allgemeinen gilt 
aber nicht die Umkehrung™), Wird jedoch in R das Axiom I des Teiler- 
kettensatzes vorausgesetzt, so wird jedes schwache Primdrideal zugleich 
starkes Primdrideal; man kann also von Primdridealen schlechthin sprechen. 
Dann sei q schwaches Primarideal; sei a==0(q) und b” ==0(q) fiir jedes x. 
Dann gibt es Elemente a aus a und 6 aus 6, so daB a+:0(q) und 
b” = 0(q) fiir jedesx; mithin kommt a5==0(q) und damit ab=0(q). 
Denn wenn zu jedem 6 aus 6 ein Exponent 4 existiert, so daB b’=0(q) 
wird, so wird 6“****"=0/(q) unter i,, ..., 4, die Exponenten der endlich 
vielen Basiselemente verstanden™). Diese letztere Uberlegung zeigt noch: 
Es gibt einen (kleinsten) Exponenten o derart, daB p*¢=0(q) wird, wo p 
das zugehérige Primideal bedeutet; 9 hei®t der Zxponent von q. 

8. Im folgenden sei der Teilerkettensatz wieder nicht vorausgesetzt. 
Das kleinste gemeinsame Vielfache [a,,..., a,] von endlich vielen Idealen 
heiBt eine kiirzeste Darstellung, wenn kein a, im kleinsten gemeinsamen 
Vielfachen der iibrigen aufgeht, wenn also kein a; weggelassen werder kann. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache von endlich vielen, zu demselben 
Primideal » gehérigen schwachen bzw. starken Primdridealen ist wieder 
schwaches Primdrideal mit p als zugehdrigem Primideal. Eine kiirzeste 
Darstellung durch endlich viele, zu verschiedenen Primidealen gehérigen 
schwache bzw. starke Primdrideale ist kein schwaches bzw. starkes Pri- 
marideal. Sei f=([q,,...,q,] und p zugehdriges Primideal der schwa- 
chen Primirideale q,;; dann besteht p auch aus der Gesamtheit der Ele- 
mente, von denen eine Potenz durch f teilbar wird. Aus a=3=0(f) und 
b"==0(f) fiir jedes x folgt also b==0(p) und a= :0(q;) fiir mindestens 
einen Index ¢; also ab==0(q;) und damit ab=:0(f). Ersetzt man 
durchweg die Elemente durch Ideale, so 1a8t sich nicht mehr b= 0(p) 
schlieBen. 

Sei jetzt m= ([q,,...,q,] mit p,;+p, fiir i+ eine kiirzeste Dar- 
stellung durch schwache Primirideale und sei r>2. Dann gibt es min- 
destens ein zugehériges Primideal, etwa p,, das in keinem der iibrigen 


*%) Das zeigt das folgende, mir von R. Hélzer mitgeteilte Beispiel. Sei R der 
Polynombereich von abzihlbar vielen Unbestimmten 2, mit Koeffizienten aus einem 
Korper; sei q=(z3,a},...,27**,...,%;2,[i+k]...). Nullteiler im Restklassen- 
ring sind alle und nur die durch p = (z,, Bigs +++) ys +e) teilbaren Polynome, und es 
wird jeweils eine Potenz dieser Nullteiler durch q teilbar; q ist also schwaches Primdr- 
ideal mit p als zugehérigem Primideal. Dagegen ist q kein starkes Primdrideal; denn 
setzt man a =(z,, Wg, yr -++r Zeypaas ..-) und b=(z,, Bays eres ays ..-), 80 wird 
ab=0(q), aber keine Potenz von a oder 6 durch q teilbar. 

*) Um von Axiom I auf die endliche Idealbasis schlieBen zu kénnen, muB eine 
feste Wohlordnung in R zugrunde gelegt werden (vgl. § 6). 
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aufgeht; denn jede echte Vielfachenkette der p mu8 nach hichstens 
r Schritten abbrechen. Somit gibt es Elemente a; aus p,, derart, dab 
af‘ =0(q,) und a, = 0(p,); ...@,==0(p,) wird. Ist weiter g,==0(m) 
ein Element aus q,, so wird g, aj*...a;°=0(m), aber keine Potenz von 
(a$*...as") durch m teilbar, da sonst Teilbarkeit durch p, folgen wiirde; 
m ist also kein schwaches Primarideal. Ersetzt man durchweg die Ele- 
mente durch Ideale, also g, durch gq, und a, durch a,[==(p,), aber 
af = 0(q,)], so ergibt sich der Beweis fiir starke Primirideale*). 

4. Modul- und Idealquotient. Sei X ein Erweiterungsring von R, 
seien MW, B, €,..., R-Moduln in T. Der Quotient €C — U:B ist definiert 
als ein Modul, der den Bedingungen geniigt: €B=0(M) und aus 
DB =0(A) folgt D=—0O(C) — es ist also € der ,,kleinste“ Modul, fir 
den € 8 = 0(M) wird. Dadurch ist der Quotient eindeutig bestimmt als 
groBter gemeinsamer Teiler aller Moduln D, fiir die DB=O0(A) gilt; 
solche D existieren, da der Nullmodul sicher ein solcher Modul ist. 

Aus der Definition folgt: Ist 8 ein Vielfaches von 6, so wird U:¥B 
ein Vielfaches von &:B. Ist YW ein Vielfaches von AW, so wird U:B ein 
Vielfaches von &:%8. Es wird A:BC —(A:B):C —(A:C€):B. 

Fallt der Erweiterungsring T mit R zusammen, so geht der Modul. 
quotient in den Idealquotient a:6 iiber, fiir den somit auch die obigen 
Rechenregeln gelten. Wegen ab = 0(a) folgt hier noch a =0(a:b). 

5. Ist a:b=a, so heiBt 6 prim zu a. Ein Ideal 6 ist also dann 
und nur dann prim zu a, wenn aus bb=0(a) stets folgt b= 0(a). 
Aus den Rechenregeln unter 4. folgt: Sind 6 und c prim zu a, so ist 
auch thr Produkt nnd thr kleinstes gemeinsames Vielfaches prim zu a. 
Ist sowohl b prim zu a, wie a prim zu 6, so heiBen a und b gegenseitig 


prim. Aus § 4, 48 folgt: Sind a und 6 teilerfremd, so sind sie auch gegen- 
seitig prim. 


§ 6. 
Idealtheorie bei Voraussetzung des Teilerkettensatzes. 


Zugrunde gelegt sei ein (kommutativer) Ring Rt, fiir den Axiom I 
des Teilerkettensatzes erfillt ist; weiter sei im folgenden stets eine feste 
Wohlordnung aller Elemente aus ® zugrunde gelegt. Damit ist aber zugleich 
auch eine Wohlordnung aller Ideale aus §R gegeben. Denn die beiden 
Voraussetzungen ergeben sofort, daB jedes Ideal aus ® eine aus endlich 
vielen Elementen bestehende Idealbasis besitzt. Geht man also von der 
Wohlordnung der Elemente aus 8 iiber zu einer quasi-lexikographischen An- 


*5) Diese Modifikation meines urspriinglichen Beweises, durch die der Teiler- 
kettensatz entbehrlich wird, verdanke ich B. L. van der Waerden. 
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ordnung aller endlichen Untermengen von §t**), und ordnet jedem Ideal 
als ausgezeichnete Basis die unter den verschiedenen médglichen Basen 
erste in der Wohlordnung der endlichen Untermengen zu, so sind mit 
den endlichen Untermengen auch die Ideale wohlgeordnet. 


Satz I. Jedes Ideal aus RK léBt — bei Voraussetzung des Teiler- 
kettensatzes — eine Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von 
endlich vielen irreduziblen Idealen zu, d.h. von Idealen die sich nicht 
als kleinstes gemeinsames Vielfaches von zwei echten Teilern darstellen 
lassen. 


Zum Beweis ist zu zeigen: Ist Satz I fiir ein Ideal m nicht erfiillt, 
so besitzt m einen echten Teiler, fiir den Satz I ebenfalls nicht erfiillt 
ist; daraus laBt sich entgegen cem vorausgesetzten Teilerkettensatz eine 
nicht im Endlichen abbrechende Teilerkette konstruieren. In der Tat mu8 
m reduzibel sei, da sonst m=([m] die gewiinschte Darstellung liefern 
wirde. Wird m=([a,b], so kann Satz I nicht fiir a und 6 gleichzeitig 
erfiillt sein, da sonst eine entsprechende Darstellung fiir m folgen wiirde. 
Es gibt also echte Teiler von m, fiir die Satz I nicht erfiillt ist; sei a, 
der in der Wohlordnung der Ideale erste. Indem man entsprechend zu a, 
einen echten Teiler a, konstruiert, und allgemein zu a; einen echten Teiler 
a;,,, kommt man zu einer wohlbestimmten, nicht im Endlichen abbrechen- 
den Teilerkette, gegen die Voraussetzung*’). 








**) Darunter ist folgendes zu verstehen: die Elemente a,,..., @, einer endlichen 
Untermenge Y,, seien so bezeichnet, daB die Anordnung der Indizes mit der in ® 
gegebenen Wohlordnung iibereinstimmt. Jede Untermenge WU, gehe einer solchen mit 
m>n Elementen voran. Sind Y, und %, Untermengen von gleich vielen Elementen, 
so heiBe U, friiher als %,, wenn das erste Element a,;, das von dem entsprechenden 
b,; verschieden ist, in der Wohlordnung von ® dem b, vorangeht. Damit ist jedem 
System endlicher Untermengen ein erstes Element WY, zugeordnet. 

Bei gegebener Wohlordnung von ® bedarf es also keines weiteren Auswahl- 
postulats; ist insbesondere R abzihlbar — wie etwa im Fall des algebraischen Zahl- 
kérpers —, so liegt iiberhaupt kein Auswahlpostulat zugrunde. 

Auf die Rolle des Auswahlpostulats in der Idealtheorie ist ohne nihere Aus- 
fiihrungen in Idealtheorie, Anmerkung °), hingewiesen. 


**) Satz I gilt offenbar genau so fiir Modulbereiche, wenn der Teilerkettensatz 
fiir das System aller Moduln vorausgesetzt wird. Satz ! trigt niimlich rein mengen- 
theoretischen Charakter — er ist zugleich der einzige, bei dessen Beweis die Wohl- 
ordnung der Ideale benutzt wird. Es handelt sich, unabhangig von allen Verkniipfungen, 
um die folgenden mengentheoretischen Begriffe: 

In einer Menge M sei eine Untermenge 2 der Potenzmenge — also ein System 
von Untermengen — ausgezeichnet. 2 sei als wohlgeordnet angenommen; die Ele- 
mente von 2 seien etwa als >-Mengen bezejchnet. In = sei der Kettensatz voraus- 
gesetzt: Jede Kette von -Mengen, %,, Wo,..., W..., derart, daB UW, eine echte 
Obermenge von W,—, ist, bricht im Endlichen ab. Eine 2-Menge & heiBe reduzibel 
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Wegen des vorausgesetzten Teilerkettensatzes kann nach § 5, 2. von 
Primaridealen schlechthin gesprochen werden. Den Zusammenhang zwischen 
primar und irreduzibel ergibt 


Satz II. Bei Voraussetzung des Teilerkettensatzes ist jedes irreduzible 
Ideal primar, m. a. W. jedes nichtprimdre Ideal ist reduzibel. 

Da beim Ubergang zum Restklassenring #|m wegen der Homo- 
morphie der Teilerkettensatz erhalten bleibt, da der Darstellung von m 
als kleinstem gemeinsamen Vielfachen die Darstellung des Nullideals ent- 
spricht und da wegen des ersten Isomorphiesatzes (§ 4, 3.) den primiren 
Teilern von m wieder solche in %|m entsprechen und umgekehrt, kann 
man sich auf die Zerlegung des Nullideals im Restklassenring beschranken. 
Da dieser ein Ring gleicher Allgemeinheit ist, kann man von vornherein 
das zu zerlegende Ideal als Nullideal von §t voraussetzen. 

Sei also das Nullideal von ® nichtprimiér, so da8 es mindestens ein 
Paar von Idealen a,b gibt — wobei noch 6 als Hauptideal voraus- 
gesetzt werden darf — derart, daB a+ (0), bY + (0) fiir jedes x, aber 
ab =(0). Es sei die — nach Voraussetzung im Endlichen abbrechende — 
Teilerkette der Idealquotienten gebildet: a,a:b,...,a:6",...; sei etwa 
t=a:b""*=a:b”... gleich allen folgenden Idealen der Kette; also 
t=t:b oder 6b prim zu t. Weiter ist t als Teiler von a vom Nullideal 
verschieden, ebenso 6” fiir jeden Exponenten x. Zum Beweise von Satz II 
geniigt es also, eine Darstellung (0) = [t, b”**] nachzuweisen. 

Nach Definition ist: 


b™-*t=0(a), also b™t=(0), 
es ist also nur zu zeigen: 
c= [t, b”**]=0(b"t). 
Dies folgt aus den Voraussetzungen, daB 6 Hauptideal und zu t prim ist. 


Jedes Element c aus ¢ lat wegen der Teilbarkeit durch 6”** eine Dar- 
stellung zu — unter n Symbol einer ganzen Zahl verstanden —: 


c= kb™** + nb™** = rb", 


wo r jetzt wieder ein Element aus ff bedeutet. Aus c= 0(t) folgt also 
rb"=0(t) und damit r=0(t) wegen t:b =t. Damit ist aber c=0(tb™) 
und Satz II bewiesen. 

Satz III. Bet Voraussetzung des Teilerkettensatzes laBt jedes Ideal 
eine kiirzeste Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von endlich 
wenn sie Durchschnitt von zwei S-Mengen ist, die beide echte Obermengen von & 
werden, im entgegengesetzten Fall irreduzibel. Dann ergeben die obigen Uberlegungen: 


Jede S-Menge labt sich als Durchschnitt von endlich vielen irreduziblen 2-Mengen 
darstellen. 
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vielen, zu verschiedenen Primidealen gehdrigen, also grépien Primdr- 
komponenten zu**). 

Um zu einer solchen Darstellung zu gelangen, hat man nur, was 
immer méglich, die nach Satz I existierende Darstellung durch irreduzible, 
also nach Satz II primire Ideale durch eine kiirzeste zu ersetzen. Fabt 
man die zu gleichen Primidealen gehérigen Primarideale zusammen, so 
ergibt sich die gesuchte Darstellung nach § 5,3. Die Primirkompouenten 
kénnen als gréBte bezeichnet werden, da das kleinste gemeinsame Viel- 
fache von irgendwelchen unter ihnen nicht mehr primar ist. 


§ 7. 
Idealtheorie bei Voraussetzung des Doppelkettensatzes. 


Die Vereinfachungen gegeniiber der bis jetzt entwickelten Theorie 
beruhen auf den unter 1. und 2. zu gebenden Hilfssitzen. 


1. Ist in einem kommutativen Ring ohne Nullteiler der Vielfachen- 
kettensatz erfiillt, so ist der Ring zugleich Korper. Es ist zu zeigen, da8 
fiir a+ 0 die Gleichung ax = b stets eine Lésung im Ring besitzt; daB 
sie nicht mehr als eine Lésung besitzen kann, folgt daraus, daB der Ring 
ohne Nullteiler vorausgesetzt ist. 

Sei a das aus a abgeleitete Hauptideal; nach Voraussetzung bricht 
die Reihe der Potenzen im Endlichen ab; sei etwa a™ gleich allen folgen- 
den. Bezeichnet 6 das aus b abgeleitete Hauptideal, so kommt also: 


a"b=a™t!h mit a™+?h=—(a™+'d). 


Das ergibt insbesondere fiir das Element a”b eine Darstellung — unter 
n Symbol fiir eine ganze Zahl verstanden — 


a™b —_ ka™+15+-na™+!b=a™t'c, 


wo c wieder Element aus Si. Da nach Voraussetzung keine Nullteiler 
existieren, kommt daraus b = ac, womit die Kérpereigenschaft bewiesen ist. 


2. Aus 1. folgt unmittelbar der 


Hilfssatz: Ist in einem kommutativen Ring der Vieljachenkettensatz 
erfillt, so besttzt ein Primideal keinen von 0 verschiedenen echten Teiler. 
Ebenso folgt der Zusatz. Ist nur Axiom II erfiillt — Vielfachenketten- 
satz modulo jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal —, so besitzt jedes 


**) Dabei sind die zugehérigen Primideale und die isolierten Komponenten ein- 
deutig bestimmt. Vgl. Idealtheorie oder auch W. Krull, Ein neuer Beweis fiir die 
Hauptsitze der allgemeinen Idealtheorie. Math. Ann. 90 (1923), S.55—64. In § 7 
wird ein direkter Beweis der Eindeutigkeit fiir den dort auftretenden einfachen 
Spezialfall gegeben werden. Die dort als eindeutig erkannten Primirideale sind 
isolierte Komponenten. 
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vom Nullideal verschiedene Primideal keinen von 0 verschiedenen echten 
Teiler. 


Denn der Restklassenring nach einem Primideal p wird nach Defi- 
nition ein Ring ohne Nullteiler; und da wegen der Homomorphie auch 
hier der Vielfachenkettensatz erfiillt ist, nach 1. ein Kérper. Wegen des 
eineindeutigen Entsprechens der Teiler von p und der Ideale im Rest- 
klassenring besitzt also p keinen von o verschiedenen echten Teiler**). 


Satz IV. Ist in einem kommutativen Ring der Doppelkettensatz 
erfillt, so sind in jeder kiirzesten Darstellung eines Ideals diejenigen 
primaren Komponenten, die nicht zum EHinheitsideal 0 gehéren, eindeutig 
bestimmt. 

Zusatz. Bei Voraussetzung von Axiom | und II gilt Satz IV fir 
jedes vom Nullideal verschiedene Ideal. 


Seien m =[q, q1,---, Gr] = [4, Gi, ---, Ge] kiirzeste Darstellungen von 
m durch gré8te Primirkomponenten, seien 0, p,,..., p, bzw. 0, D,,-.-, p, 
die zugehérigen Primideale. Dabei soll q bzw. ¢ fortgelassen werden, wenn 
kein zu o gehdriges Primirideal auftritt. Wegen o® pe... per= 0(m) 
mu8 jedes p; in einem p, aufgehen, also. nach dem Hilfssatz mit diesem 
identisch sein. Da ebenso jedes p, mit einem p, tibereinstimmen muB, 
stimmen also die von o verschiedenen Primideale iiberein, p,—,. Es 
wird weiter qq, ...g-=0(qi) und daraus q,=0(@,), da die iibrigen 
Komponenten nicht durch p, teilbar, also prim zu q,; sind. Da ebenso 
G,=0(q,) folgt, ist also die Kindeutigkeit der nicht zu o gehérigen Primar- 
komponenten gezeigt. Tritt schlieBlich q wirklich auf, so mu8 wegen der 
kiirzesten Darstellung auch 4 wirklich auftreten, womit noch die Eindeutig- 
keit der zugehérigen Primideale gezeigt ist. Weiter zeigt der Eindeutigkeits- 
beweis noch, da® jede Darstellung, die keine zu o gehérige Primir- 
komponente enthalt, zugleich kiirzeste ist. 


3. Fiigt man zu der Voraussetzung des Doppelkettensatzes noch die 
Existenz des Einheitselementes hinzu, so verscharft sich Satz IV zu 


Satz V. Ist in einem kommutativen Ring mit Hinheitselement der 
Doppelkettensatz erfiillt, so laBt sich jedes Ideal eindeutig als Produkt 
von endlich vielen, paarweise teilerfremden Primdridealen darstellen. 

Zusatz. Bei Voraussetzung von Axiom I, II, III gilt Satz V fir 
jedes vom Nullideal verschiedene Ideal. 


*) Dabei braucht in R und damit in o — dem aus allen Elementen von 
bestehenden Ejinheitsideal — kein Einheitselement zu existieren, obwohl es nach 1. 
im Restklassenring eine Einheitsklasse gibt. Das einfachste Beispiel dieser Art — wo 
es sich um den schwicheren Fall des Zusatzes handelt — bildet das System aller 
geraden Zahlen. 
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Wegen der Existenz des Einheitselementes wird 0*=c, und damit 
wird jedes zu o gehdrige Primirideal gleich 0, kann also in einer kiirzesten 
Darstellung eines von o verschiedenen Ideals nicht auftreten; somit sind 
nach Satz IV die Primarkomponenten eindeutig bestimmt. Zugleich wird 
jede Darstellung durch Fortlassen von o zu einer kiirzesten. Zwei ver- 
schiedene Primideale werden ferner nach dem Hilfssatz unter 2. stets 
teilerfremd; also gilt nach den Rechenregeln aus § 4, 4. dasselbe fiir die 
Primairkomponenten; das kleinste gemeinsame Vielfache wird somit zum 
Produkt. 

Aus den Voraussetzungen folgt weiter der 

Hilfssatz. In einem kommutativen Ring mit Hinheitselement und 
Doppelkettensatz sind aufer dem Einhettsideal alle und nur die Primideale 
prim zu einem Ideal m, die nicht in m aufgehen. Die Begriffe prim und 
teilerfremd fallen zusammen. 

Zusatz. Bei Voraussetzung der Axiome I, Il, III muf m vom Null- 
tdeal verschieden angenommen werden. 

Geht p nicht in m auf, so ist es von allen zu m gehérigen Prim- 
idealen verschieden, also nach dem Hilfssatz unter 2. durch keines dieser 
— von o verschiedenen — Primideale teilbar; somit wird p prim zu jeder 
Primarkomponente und damit zu m. Zugleich wird p teilerfremd zu jeder 
Primarkomponente und damit zu m. 

Geht p + 0 in m auf, so muB es mit einem der zugehérigen Primideale 
iibereinstimmen. Gehért es etwa zur Komponente q=gq,, so wird dem- 
nach q:p ein echter Teiler von q — wegen p¢-'=0(q:p); 4=0(q). 
Zugleich wird q:p als Teiler von p¢-* nur durch ein Primideal + 0 teilbar 
und also primar. Wegen der eindeutigen Zerlegbarkeit wird daher auch 
das durch m:p teilbare Produkt (q:p)-q,...q, ein echter Teiler von m; 
es wird also p nicht prim zu m. 

Somit wird ein Ideal t + o dann und nur dann prim zu m, wenn keines 
der zu t gehdrigen Primideale in m aufgeht; in diesem Fall wird aber t 
auch teilerfremd zu m. Da umgekehrt zwei teilerfremde Ideale stets 
gegenseitig prim sind (§ 5, 5.), so fallen also unter den obigen Voraus- 
setzungen die beiden Begriffe zusammen. 


§ 8. 
Idealtheorie bei ganzer Abgeschlossenheit im Quotientenkérper. 
Die bis hierher entwickelte Idealtheorie soll jetzt durch Hinzunahme 
der beiden letzten Axiome zu der iiblichen verscharft werden. 


1. Hilfssatz. Ist R ein kommutativer Ring ohne Nullieiler mit 
Einheitselement, und wird in R der Teilerkettensatz vorausgesetzt (Axiom 
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I, ITI, IV), so folgt aus a=ab und a+(0) stets b=o. Es wird also 
c? + cet! fiir alle von Null- und Hinheitsideal verschiedenen Ideale*). 
Der Beweis ergibt sich wie bei dem Hilfssatz §1, 3., da man ab 
als endlichen Modul in bezug auf 6 auffassen kann. Bedeutet «,,..., a, 
eine wegen I existierende Idealbasis von a, so folgt aus a=ab das 
Gleichungssystem a;=b;,¢,+-...+,,«, mit b,,=0(6) fiir ¢=1,...,n. 

Da ® ohne Nullteiler vorausgesetzt, folgt daraus | b,,— e,,|=0; mit 
é,, = 0 fiir i+ k; e,,;—e. Aus der Gleichung e*+ b,e"-1+...+6,=0 
mit 6; = 0(b) folgt aber e=0(b) und damit b =o. 

2. Es ist jetzt nur noch zu zeigen, da8 durch Hinzunahme der Voraus- 
setzung der ganzen Abgeschlossenheit im Quotientenkdrper (Axiom V) zu 
den Axiomen I bis IV folgt, da8 jedes vom Nullideal verschiedene Primdr- 
ideal eine Potenz seines zugehdrigen Primideals wird. Die Hindeutigkeit 
der daraus folgenden Darstellung m= p*... pfr fiir alle vom Nullideal 
verschiedenen Ideale ist schon durch Satz V und den Hilfssatz unter 1. 
bewiesen; zugleich ist gezeigt, daB diese Primideale keinen vom Einheits- 
ideal verschiedenen echten Teiler besitzen. Der Beweis soll fiir den Ex- 
ponenten zwei unter Heranziehung der Dedekindschen Folgerung II (§ 1, 4.) 
gefiihrt werden, allgemein durch volle Induktion. 

Hilfssatz. Bet Voraussetzung der Axiome 1 bis V gibt es keine 
weiteren Primdrideale vom Exponenten zwei als q = p*. 

Zum Beweis ist zu zeigen, daB aus p?=0(q); q=0(p); aber q=E0(p*) 
notwendig q gleich p folgt. Sei also 


c=0(q); mithin c=O0(p); aber c= 0(p’*). 
Dann folgt aus dem Hilfssatz §7, 3. da®B oc:p echter Teiler von oc 
wird; also gibt es ein Element b, derart, da8 
bp=0(0c)=0(q); aber b= 0(0c); 

mithin y = b/c nicht ganz wird, d.h. zum Quotientenkérper, aber nicht 
zu R gehért. 

Es ist b=: 0(p) nachzuweisen, woraus — da q primar und zu p 
gehérig — p = 0(q) folgt. 

Nach der Dedekindschen Folgerung II gibt es Elemente m,n aus 
derart, dab y=b/c=m/n wird und auch m*/n nicht ganz; daB also 


bn=mc; m==0(on); m*== 0(0n) 





8°) Dagegen kann bei den gleichen Voraussetzungen nicht von ab=ac auf b=¢c 
geschlossen werden, wie das folgende Beispiel zeigt, wo ® als Polynombereich in z, y 
mit Koeffizienten aus einem Kérper angenommen ist: a=(2z,y); b=(2*, cy, y*); 
¢=(a2*, y*). Tatsachlich wird ab=ac=a*; aber b +c. 


4* 
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wird. Duch Multiplikation von bp mit m folgt: 
mbyp=0(omc); also =O(onb) und daraus mp = 0(on), 
letzteres, da es sich um einen Ring ohne Nullteiler handelt. Hieraus folgt 
m==0(p) wegen m*=0(on) und n=0(p); 
letzteres nach dem Hilfssatz § 7, 3; da on:p echter Teiler von on wegen 
m == 0(on). Die vier Relationen 
m= 0(p); n=O(p); c=O0(p); =0(p*); bn=me 


ergeben aber 6 == 0(p). Denn da p* primar, kommt vorerst mc = 0(p*), 
und damit folgt b=*0(p) wegen bn = mc. Damit ist der Hilfssatz be- 
wiesen. 

3. Hilfssatz. Bei Voraussetzung der Axiome I bis V gibt es keine 
weiteren Primdrideale vom Exponenten 0 als q = p?. 

Der Hilfseatz ergibt sich aus dem Hilfssatz unter 2. ohne Anwendung 
der Axiome**), Zum Beweise ist vorerst zu zeigen: 

Ist c=0(p); = :-0(p*), so wird p°=(o0c’, p*t') fiir jedes oa. 

Es wird p=(oc, p*) nach dem Hilfssatz unter 2. Setzt man also 


voraus p°-!=(oc°-!, p’), so folgt durch Multiplikation mit p nach dem 
distributiven Gesetz: 


p°= (pe, p+) _ (oc’, p*c*-3, p7t') = (oc’, pt), 
Der zu beweisende Hilfssatz kann auf die folgende zweite Fassung gebracht 
werden : 
Ist gq =0(p*); == 0(p°*") und ist pot*=0(q) mit Aj1, 80 wird 
auch p*+4-1=0(q). 
Denn wegen q=0(p); == 0(pet') existiert fiir jedes Primiarideal 
ein solcher Exponent o>1; dabei folgt q=:0(pet!) aus pe =0(q) 


und p@-+ pet! nach dem Hilfssatz unter 1. Die endlich oftmalige An- 
wendung der zweiten Fassung ergibt aber p°=0(q) und damit q=p’. 


Aus der Voraussetzung der zweiten Fassung folgt unter Beriicksich- 
tigung der Darstellung von p° fiir jedes Element qg aus q: 


q=be*(p"*) mit b= 0(p) oder bev =0(q, p?**). 
Da (q,p°*') primar, folgt daraus c° = 0(q, p’**) oder 
e%+4-1=(0(q,p’t*) und damit p°t4-*=0(q). 


*) Der Beweis von Hilfssatz 3. unter Voraussetzung der Giiltigkeit von Hilfs- 
satz 2. findet sich bei Masazo Sono, On Congruences II, §§ 9 und 10. Vgl. Anm. *). 


Abstrakter Aufbau der Idealtheorie. 58 


4. Zusammenfassend kommt 


Satz VI. Sind in einem kommutativen Ring die Axiome I bis V 
erfillt, so laBt sich jedes von Null- und Hinheitsideal verschiedene Ideal 
etndeutig darstellen als Potenzprodukt von endlich vielen, von Null- und 
Einhettsideal verschiedenen Primidealen; diese Primideale bestizen keinen 
vom Hinheitsideal verschiedenen echien Teiler. 


§ 9. 
Die Axiome als Folge der vorausgesetzten Zerlegung. 


Um aus der Existenz der iiblichen Idealzerlegung — die nach Satz VI 
aus den Axiomen I bis V folgt — auch umgekehrt diese Axiome er- 


schlieBen zu kénnen, ist die Zerlegung in der folgenden Fassung voraus- 
zusetzen : 


Voraussetzung. In dem kommutativen Ring Rt ist jedes nicht vom 
Null- oder Hinheitselement abgeleitete Ideal eindeutig als Potenzprodukt 
von Primidealen darstellbar. Diese Primideale sind nicht vom Einheits- 
element abgeleitete einfache Ideale — d.h. sie besitzen keinen von 0 ver- 
schiedenen echten Teiler; umgekehrt sind alle einfachen Ideale Primideale. 
Die Hindeutigkeit gilt in der scharfen Fassung, daB a® + a¢*' wird fiir 
jedes nicht vom Null- oder Hinheitselement abgeleitete Ideal. 

Die Existenz des Einheitselementes ist dabei nicht vorausgesetzt; gibt 
es kein Einheitselement, so stellt die Bedingung ,,nicht vom Einheits- 
element abgeleitet“ keine Einschrinkung dar. 


1. Nachweis von Axiom III (Existenz des Einheitselementes). 
Sei Axiom III nicht erfiillt; es ist zu zeigen, daB o* einfaches Ideal wird, 
ohne Primideal zu sein, gegen die Voraussetzung. Nach der Eindeutigkeits- 
voraussetzung wird 0 + 0°; es wird also 0 ==0(0°), aber 0? =0(0%), 
und mithin o* kein Primideal. Es wird aber o* einfach; denn o* kann 
durch kein von o verschiedenes Primideal teilbar sein, besitzt also wegen 
der vorausgesetzten Produktdarstellung keine von 0 oder 0° verschiedenen 
Teiler. 


2. Nachweis von Axiom IV (Ring ohne Nullteiler). Ist a Null- 
teiler, also ab=0, aber a+0 und 6+0, so kommt durch Multipli- 
kation der Darstellungen der aus a und b abgeleiteten Hauptideale: 
(0) = pf... pf*, wo die p von Null- und Einheitsideal verschieden sind 
— letzteres wegen Existenz des Einheitselementes. Die Darstellung soll 
als kiirzeste vorausgesetzt werden in dem Sinne, daB durch Weglassen 
irgendeines Faktors ein echter Teiler der Null entsteht — eine Bedingung, 
die nicht von selbst erfiillt zu sein braucht, da iiber das Nullideal keine 
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Voraussetzung iiber eindeutige Darstellung gemacht ist. Tritt in dieser 
Darstellung nur ein Primideal auf, so wird (0) = p¢ = pet*, entgegen der 
scharfen Eindeutigkeitsforderung. Tritt aber mehr als ein Primideal auf, 
so kommt 


+1 


py’ = (pit, por oo pre) = pf (p,, he owe prt) = pe; 


denn wegen der Existenz des Einheitselementes wird p, zu allen iibrigen 
Primidealen teilerfremd; also ergibt sich auch hier ein Widerspruch gegen 
die scharfe Eindeutigkeitsforderung. 


3. Nachweis der Axiome I und II (Kettensatze). Die Voraus- 
setzungen ergeben fiir jedes vom Nullideal verschiedene Ideal: Aus Teil- 
barkeit folgt Produktdarstellung; d.h. aus m=0O(a) und a+o0 folgt 
m=ab mit b= 0(m). Sei 


m=0O(a); m=p...p’ und a= pi... pir; 


dann folgt, daB jedes p mit einem p identisch ist, und daB o, < 9, wird, 
also die Behauptung mit b = pf*"’:... p’*""r, wo natiirlich einige der o, 
Null werden kénnen. Es gibt also nur die endlich vielen, den Kom- 
binationen 0 < o; < 9, entsprechenden Teiler von m; somit gilt im Rest- 
klassenring nach m der Doppelkettensatz. Damit ist aber Axiom I und II 
nachgewiesen: der Teilerkettensatz gilt auch in Rt selbst, da jeder echte 
Teiler des Nullideals vom Nullideal verschieden ist. 


Der Nachweis des Axioms V der ganzen Abgeschlossenheit im Quo- 
tientenkérper setzt die iiblichen Folgerungen aus der Idealzerlegung voraus, 
die daher erst abzuleiten sind. 


4. Der Restklassenring nach jedem vom Nullideal verschiedenen Ideal 
ist Hauptidealring. Das Ideal darf vom Einheitsideal verschieden an- 
genommen werden, da hier fiir den nur aus dem Nullelement bestehenden 
Restklassenring die Bedingung sicher erfiillt ist. 


Ist das Ideal vorerst primar, q=p?, und ist c=0(p); = 0(p’*), 
so folgt aus 3., daB oc=pa wird mit (a,p)—o. Es kommt also 
p’ =(oc’, pe) fiir jedes o< 0; im Restklassenring nach einem Primiar- 
ideal wird somit jedes Ideal Hauptideal. Sei jetzt allgemein 


m= 4q,-q,.--q, mit q,=— pi; sei R{m—a,+...+4, 


die entsprechende Darstellung des Restklassenringes als direkter Summe 
(§ 4, 5.). Es wird 4, isomorph zu §|q,, und folglich wird jedes Ideal 
aus 4, Hauptideal. Ist ¢ ein beliebiges Ideal des Restklassenringes, so 
wird also G,;¢ Hauptideal 4;2;; es kommt 


- 


| 
SI 


c=0 


O+...40,6=4,6,4+...446 =4,64+...+4,6=52, 
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wobei €=@,-+...+ 4, gesetzt ist. Denn wegen 4,0,—(0) und wegen 
é, = 0(4,) stimmen die Hauptideale 4,¢; und 4,@ aus 4, iiberein. 

Der Satz vom Hauptidealring 1a8t bekanntlich noch die folgende 
Fassung zu: 


Ist ¢ ein beliebiges Ideal, so léBt es sich in ein Hauptideal ver- 
wandeln durch Multiplikation mit einem zu einem gegebenen Ideal b 
teilerfremden Ideal. 


Denn setzt man m=bc, so wird ¢ modulo m zum Hauptideal, 
d.h. es wird ¢c=(oc,m)=(ca,cb)=c(a, 6); somit wird oc =ca und 
(a,b)=o. 


5. Theorie der gebrochenen Ideale. Als gebrochenes Ideal be- 
zeichnet man jeden endlichen {-Modul im Quotientenkérper &. 


Satz. Die vom Nullmodul verschiedenen endlichen R-Moduln aus R 
bilden gegeniiber der Multiplikation eine Abelsche Gruppe. 


Das Produkt zweier endlicher $t-Moduln ist wieder ein endlicher 
R-Modul; die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ; wegen U = 0 W 
wird das Kinheitsideal Einheitselement des Systems. Es ist also nur noch 
zu zeigen, daB die Gleichung UX =o stets eine Lésung im System der 
endlichen i-Moduln besitzt. 


Vorbemerkung. Wenn die Gleichung AT —B eine und nur eine 


Lésung hat, so wird T gleich dem Modulquotient 8: (§ 5, 4.). Denn 
es wird 


T=0(B:A); also 6 = AT=H0(A-(B:A))=—0(B) oder A-(B: A) — B. 


Sei jetzt vorerst & Hauptmodul, U=(«), so kommt X= (e/a) als 
Lésung von UX =o; es ist X wieder endlicher R-Modul. Daraus folgt: 
Jeder endliche R-Modul ist Modulquotient zweier Ideale aus i, wodurch 
sich die Bezeichnung gebrochenes Ideal rechtfertigt. Denn sei 1,,..., 1, 
eine Modulbasis von T, sei t;=¢,/a und sei t das aus den t,; abgeleitete 
Ideal in ¥. Dann wird oa-T=t, woraus nach der Vorbemerkung 
T =—(t:oa) folgt, der Quotient in R genommen. 

Die Lisung von AX —o abt sich jetzt allgemein angeben. Sei ge- 
setzt: M&—a:oc und sei 6 so bestimmt, daB ab gleich einem Haupt- 
ideal oa wird. Dann kommt: Wc=—a und daraus Abce—oa oder 
U-(be:o0a)—0; dabei wird X als Quotient eines Ideals durch ein Haupt- 
ideal wieder endlicher -Modul. Aus der damit bewiesenen Gruppen- 
eigenschaft folgt noch, daB der Modulquotient irgend zweier Ideale a:b 
als Lésung der Gleichung bX =a endlicher R- Modul wird. 


6. Aus der Gruppeneigenschaft ergeben sich die weiteren Folgerungen: 
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6a. Man kann kiirzen, d.h. aus T= AM: BM folge T—A:B 
und umgekehrt. Denn aus TOM—=— TAM kommt TB =— TA und unm- 
gekehrt. 


68. Jedes gebrochene Ideal (endlicher {-Modul) laft eine Darstellung 
zu: €= a:b, wo a und b teilerfremd; durch diese Bedingung sind a und 
b eindeutig bestimmt. Die Méglichkeit der Darstellung ergibt sich aus 5. 
und 6a; aus © =a:b=—4:b ergibt sich aber ab—b6@ und damit Ein- 
deutigkeit, wenn sowohl a, 6, wie 4,6 als zueinander teilerfremd voraus- 
gesetzt werden. 


6y. Jeder aus einem nichiganzen (d.h. zu & und nicht zu R ge- 
hérigen) Element abgeleitete Hauptmodul on laft eine Darstellung als 
Quotient von Hauptidealen zu derart, daB keine Potenz des Zahlers durch 
den Nenner teilbar wird. Sei in gekiirzter Darstellung 07 =6:c, wo 
also (b,c) 0; sei (mach 4.) 0b=ba und (a,c)—o0. Dann kommt 
on =ab:ac=ob:ac, und wegen ac=ob:o07 wird auch ac Haupt- 
ideal, also 07 =0b:oc. Es wird aber keine Potenz von ab durch c 
teilbar, wegen (ac) =o und (b,c)=o0. 


7. Nachweis des Axioms V der ganzen Abgeschlossenheit im Quotienten- 
kérper. Aus 6y folgt, daB jedes nichiganze Element aus R eine Quotienten- 
darstellung zula8t, » = a/c derart, daB in R keine Potenz des Zahlers 
durch den Nenner teilbar wird. Denn aus 0 7 = 0b: 0c folgt, daB » sich 
nur bis auf eine Einheit aus von dem Quotienten b/c unterscheidet. 
Ein solches Element » kann mithin keiner Gleichung geniigen, die es als 
ganz in bezug auf  charakterisiert; denn aus 7” + 7r, 9*-1+...+7r, =0 
folgt a*=0(oc) in R. 

8. Folgerung: Sind in einem kommutativen Ring R die Axiome I 
bis IV erfillt, und ist jedes primdre Ideal irreduzibel, so ist auch 
Aziom V der ganzen Abgeschlossenheit im Quotientenkérper erfillt. Wegen 
der Axiome I bis III ist jede Primidealpotenz p¢ zugleich Primirideal; 
das gilt insbesondere fiir p*; es wird somit p* nach Voraussetzung ein 
irreduzibles Ideal. Hieraus ist die Darstellung p = (oc, p*) nachzuweisen; 
denn damit folgt nach dem Hilfssatz § 8,3, daB jedes Primiarideal Prim- 
idealpotenz wird, was zusammen mit den andern Voraussetzungen nach 7. 
die ganze Abgeschlossenheit nach sich zieht. 

Wegen des Teilerkettensatzes kommt p= (0c,,...,0¢,,p"), wobei 
als Multiplikatoren der c nur die Restklassen nach p in Betracht kommen, 
und wobei die ¢ als linear unabhingig in bezug auf den Restklassen- 
kérper nach p vorausgesetzt werden diirfen. Aus dieser Linearunabhingig- 
keit folgt aber fiir k > 1 eine Darstellung: p® =[q,,q,], wo q, =(0¢,p*) 
und q, =(0c,,...,0¢,,p*) gesetzt ist; es werden somit q, und q, echte 
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Teiler von p*, und es wird p* gegen Voraussetzung reduzibel. Damit ist 
p=(oc, p*) mit der sich daraus ergebenden Folgerung bewiesen. 

Da8 umgekebrt als Folge der Axiome I bis V jedes Primirideal 
irreduzibel wird, ist unmittelbar klar, da eine Primidealpotenz p¢ sich 
nicht als kleinstes gemeinsames Vielfaches echter Teiler der Form p’ und 
p* darstellen lassen kann. 


9. Sind Nullteiler im Ring zugelassen, so folgt aus den Axiomen I 
bis III und der ganzen Abgeschlossenheit im Quotientenring nicht, daB 
jedes Primdrideal irreduzibel wird**). Denn es bedeute ET einen Ring, 
in dem alle Axiome I bis IV auBer der ganzen Abgeschlossenheit erfiillt 
sind; solche Ringe gibt es, z. B. sind die vom System aller in bezug auf 
R ganzen GréBen verschiedenen endlichen Ordnungen eines endlichen Er- 
weiterungskérpers des Quotientenkérpers von Rt solche Ringe, wenn in KR 
die Axiome I bis V gelten (§ 3,2.). Nach der Folgerung 8. gibt es in T 
reduzible Primirideale q; es bedeute p°’ ein echtes Vielfaches von q und 
R den Restklassenring T|p’, in dem also das q zugeordnete Ideal g ein 
vom Nullideal verschiedenes reduzibles Primirideal wird. In R sind die 
Axiome I bis III erfiillt, aber es gilt auch die ganze Abgeschlossenheit 
im Quotientenring. Denn da in T jedes nicht durch p teilbare Element 
zu p° teilerfremd wird, sind in ®t alle reguliren Elemente Einheiten; es 


ist also i mit seinem Quotientenring identisch. 


§ 10. 
Doppelkettensatz und Kompositionsreihe. 


Im folgenden soll gezeigt werden, da8 fiir beliebige, als wohlgeordnet 
angenommene Modulbereiche (§ 2) die Voraussetzung der Giiltigkett des 
Doppelkettensatzes — jede Teilerkette und jede Vielfachenkette von Moduln 
bricht im Endlichen ab — identisch ist mit der Voraussetzung, da eine 
Kompositionsrethe existiert**). Die Spezialisierung des Modulbereichs zu 
einem kommutativen Ring ergibt dann die entsprechenden Tatsachen fiir 
das System aller Ideale des Ringes; dabei ist unter 2. durchweg der 
Modulisomorphismus durch Ringisomorphismus zu ersetzen. 


82) Vgl. Anm. *), 

3%) Die Moduln des Bereichs sind Abelsche Gruppen gegeniiber der Addition, 
und zwar handelt es sich um verallgemeinerte Abelsche Gruppen, da der Multi- 
plikatorenbereich aus den Elementen aus ® besteht. Da es sich um Abelsche Gruppen 
handelt, fallt der Begriff der Kompositionsreihe mit dem der Hauptreihe zusammen. 
Die Siatze dieses Paragraphen bleiben bestehen, wenn unter ,Moduln“ die Gesamt- 
heit der Normalteiler einer beliebigen nicht kommutativen, auch verallgemeinerten 
Gruppe verstanden wird. An die Gruppentheorie soll die von der friiheren etwas 
abweichende Bezeichnung erinnern. 
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Ein Modulbereich @ heiBt einfach, wenn es in @ keine weiteren 
R-Moduln als G selbst und den Nullmodul € gibt. Ein Modul W heift 
einfach in G, wenn @!% einfach ist (gréBter Normalteiler). 


Eine Vieljachenkette G, U,,..., U,, € heiBt Kompositionsrethe von G 
von der Lange r, wenn alle Moduln der Kette verschieden, und wenn 
jeder Modul einfach in dem vorangehenden ist, wenn also die Restklassen- 
moduln (die Quotientengruppen) W;_,|W;, einfache Modulbereiche sind, 
ebenso G/M, und &. Durch Bildung des Restklassenmoduls @|W last 
sich der Fall, da8 eine Kompositionsreihe von & bis M+ € existiert, auf 
den Fall der Kompositionsreihe schlechthin zuriickfiihren. 


1. Wird in © die Giiltigkeit des Doppelkettensatzes vorausgesetzt, so 
existiert in G eine Kompositionsreithe — dabei ist © + € vorausgesetzt. 
Aus der vorausgesetzten Wohlordnung von & und aus der Existenz des 
Teilerkettensatzes ergibt sich, wie in § 6, durch quasi-lexikographische Anord- 
nung eine Wohlordnung des Systems aller Moduln. Vermége dieser Wohl- 
ordnung folgt aus der Voraussetzung des Teilerkettensatzes die Existenz 
von mindestens einem in © einfachen Modul. Ist naimlich €, der in der 
Wohlordnung erste echte Teiler von ©, allgemein ©, der erste echte 
Teiler von €;_,, so bricht die wohlbestimmte Kette €, €,,..., ©,;,.. 
im Endlichen ab, fihrt also notwendig zu einem in @ einfachen Modul 
U,. Ist U, + €, so gibt es nach demselben Verfahren einen in UY, ein- 
fachen Modul Y%,; ist allgemein U;_, + €, so gibt es einen in W;_, ein- 
fachen Modul &;. Man kommt auf diese Art zu einer wohlbestimmten 
Vielfachenkette G, W,,..., U,,..., die nach der Voraussetzung des Viel- 
fachenkettensatzes im Endlichen abbricht und somit eine Kompositions- 
reihe von & ergibt. 


2. Wird in G die Existenz einer Kompositionsrethe vorausgesetzt, so 
gilt in © der Doppelkettensatz. Der Beweis erfolgt durch volle Induktion, 
wobei die Wohlordnung fiir @ nicht vorausgesetzt zu werden braucht. 
Im Laufe des Induktionsschlusses ergibt sich zugleich ein Beweis des 
Jordan-Hélderschen Satzes unter alleiniger Voraussetzung der Existenz 
einer Kompositionsreihe **). 





%) Vgl. Masazo Sono (Anm. *)), On Congruences I, § 11—13, fiir den Fall der 
Ringe. Es wird dort auch das Analogon zur Kompositionsreihe in nicht kommu- 
tativen Gruppen behandelt, nimlich Reihen ®, U,,...,U,, €, wo jeweils U, Ideal 
und einfach in Y,_, ist, nicht Ideal in R zu sein braucht. Tatsiichlich bleiben alle 
obigen Uberlegungen fiir nichtkommutative Gruppen erhalten, wenn man unter Viel- 
fachenkette eine solche G, U,,...,U;,... versteht, wo jeweils UM, normal in W,_,, 
und wenn Teilerketten entsprechend definiert werden. Vgl. ferner Dedekind, Uber 
die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe (Math. Ann. 53 (1900), S. 371-403). Hier 
ist fiir viel allgemeinere Bereiche (Modulgruppen) ebenfalls nur unter der Existenz- 
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Sei vorerst @ einfach, also r—(, so da8 nur die einzige Kompo- 
sitionsreihe G, € existiert. Es sind hier die Voraussetzungen erfiillt: 

«) Durch jeden in © einfachen Modul la8t sich eine Kompositions- 
reihe ziehen. 

8) Jordan-Hélderscher Satz: Jede Kompositionsreihe ist von gleicher 
Lange und das System der Quotientengruppen (Restklassenmoduln) stimmt 
bis auf die Anordnung iiberein, d. h. entsprechende Quotientengruppen 
sind isomorph. 

v) Durch jeden beliebigen, von % verschiedenen Modul laBt sich eine 
Kompositionsreihe ziehen. 

6) Giiltigkeit des Vielfachenkettensatzes. 

e) Giiltigkeit des Teilerkettensatzes. 


Die Voraussetzungen «) bis «) diirfen also fiir jeden Modulbereich, 
der eine Kompositionsreihe von der Linge * < r + 1 besitzt, als erfiillt an- 
genommen werden. Sie sollen als erfiillt nachgewiesen werden unter der 
Annahme, daB in & eine Kompositionsreihe G, U, U,, ..., U., E von der 
Ldange r +-1 existiert. 

2a. Gibt es keinen von Y& verschiedenen in @ einfachen Modul, so 
ist nichts zu beweisen. Sei also 8 ein in @ einfacher Modul + WY; es 
ist zu zeigen, daB in & eine durch B laufende Kompositionsrethe existiert. 
Da & und 8 beide in @ einfach und voneinander verschieden, so wird 
notwendig (A, 8) = G; setzt man noch Mt—[(W,B], so kommt nach 
dem zweiten Isomorphiesatz (§ 4, 2.): 


GB~AM und GA~HB|M: 
es wird also It einfach in YM und $B. Da AW eine Kompositionsreihe der 
Lange r<r-+-1 besitzt, gibt es somit nach den Voraussetzungen «) und 
8) in & eine durch MY laufende Kompositionsreihe der Linge r, etwa 
UW, M, Mz, ..., M_,, E; damit wird aber GB, M, M,,...,M,_,, E 
eine durch $ laufende Kompositionsreihe von @. 
28. Zum Nachweis des Jordan-Hélderschen Satzes seien 

(1) ©, U,U,,....H%,€ und (2) G,B,%,,...,B,, € mit s>r 
zwei Kompositionsreihen von &. Wird hier & gleich §, so ist nach der 


fir r<r-+1 geltenden Voraussetzung alles erledigt. Im andern Fall 
zeigt der Vergleich mit den unter 2 konstruierten Reihen 


(3) GM, M,M,,...,M_,,E und (4) GB, M,M,,...,M_,, E 


voraussetzung der Jordan-Héldersche Satz bewiesen (§ 6, XVI). An Stelle des zweiten 
Isomorphiesatzes tritt hier eine etwas schwiichere Zuordnungsbeziehung, und infolge- 
dessen ist auch die Aussage des Satzes etwas schwicher; der Beweis ist aber im 
Prinzip mit dem oben gegebenen identisch. 
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das Folgende: Nach der fiir r<r-+ 1 gemachten Voraussetzung stimmt 
das System der Quotientengruppen von (1) und (3) iiberein; ebenso von 
(2) und (4), da die in (4) durch $ laufende Kompositionsreihe von der 
Lange r ist; es wird also s gleich r. Wegen der unter 2a angegebenen 
Isomorphie besteht weiter Ubereinstimmung zwischen (3) und (4), womit 
die Ubereinstimmung zwischen (1) und (2) und damit der Jordan- 
Holdersche Satz bewiesen ist. 


2y. Vorbemerkung. Seien U,B,H Moduln aus G; sei B einfach 
in U; dann stimmen die Moduln (8,9) und (U, H) entweder sberein, 
oder (B,D) ist einfach in (A, H). Nach dem zweiten Isomorphiesatz 
(§ 4, 2.) kommt: 


(UA, B,H)|(B,H)~ A [A,(B,H)] oder — wegen V=0(A) — 
(A, O)|(B,H)~Ul\C fir C—[A,(B, H)). 


Dabei wird €C=0(W); andererseits wird B=0(C) wegen B=0(M) und 
$=0((B,H)); es liegt also € zwischen A und B und ist somit nach 
Voraussetzung mit & oder $ identisch, woraus die Vorbemerkung folgt. 

Sei jetzt wieder G, MA, U,,..., U,., E eine Kompositionsreihe von G 
und § ein beliebiger, von © verschiedener Modul aus G. Um zu zeigen, 
daB durch 9 eine Kompositionsrethe liuft, sei die Reihe der Moduln 
G, (A, H), (M,, H)... (A,, H), H gebildet. Nach der Vorbemerkung bilden 
die verschiedenen unter diesen Moduln G, ©, €,,..., €,, eime Kompo- 
sitionsreihe von © nach 9; es wird also © — was im Spezialfall 2a 
mit $ zusammenfallt — ein in © einfacher Modul. Somit existiert nach 
2a in © eine Kompositionsreihe der Linge r<r-+1, und folglich laBt 
sich in © nach Voraussetzung eine Kompositionsreihe durch © ziehen, 
was durch Zufiigung von G in G eine Kompositionsreihe durch ) ergibt. 
Die wiederholte Anwendung dieser Uberlegung zeigt noch, daB man eine 
solche Kompositionsreihe insbesondere als Verlingerung der von & nach 9 
konstruierten annehmen kann. 


26. Nachweis des Vielfachenkettensatzes. Sei wieder in & die 
Existenz einer Kompositionsreihe der Linge r+ 1 vorausgesetzt, und sei 
G, B, B,,..., B,,... eine Vielfachenkette; dabei sei jeder Modul als 
echtes Vielfaches des vorangehenden vorausgesetzt. DaB die Kette mit & 
beginnt, ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, da man immer © als 
erstes Glied zufiigen kann. Nach 2y gibt es eine durch § laufende 
Kompositionsreihe in @, und somit besitzt 8 eine Kompositionsreihe von 
kiirzerer Linge. Also bricht nach Voraussetzung die Kette $8, 8,,...,B,,... 
im Endlichen ab; es gilt also auch das gleiche fiir die durch Hinzufiigung 
von & verlingerte. 
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2e. Nachweis des Teilerkettensatzes. Sei wieder in @ die 
Existenz einer Kompositionsreihe der Lange r+ 1 vorausgesetzt, und sei 
€, €, €,,..., ©, ... eine Teilerkette; dabei sei jeder Modul als echter 
Teiler des vorangehenden vorausgesetzt. DaB die Kette mit € beginnt, 
ist wieder keine Beschrinkung der Allgemeinheit. Nach 2y gibt es eine 
durch € laufende Kompositionsreihe in @, somit gibt es in G|€ eine 
Kompositionsreihe von kiirzerer Lange. Also bricht nach Voraussetzung 
in &|€ die Teilerkette €|€, €,|€, ..., €,|C, ... im endlichen ab. Wegen 
des eineindeutigen Entsprechens — nach dem ersten Isomorphiesatz 
(§ 4, 2.) — gilt das gleiche fiir die urspriingliche, mit € beginnende Kette, 
und damit auch fiir die durch Hinzufiigung von € verlangerte. 

Die Aquivalenz der Voraussetzungen — Kompositionsreihe oder 
Doppelkettensatz — ist damit bewiesen. 


(Eingegangen am 13. 8. 1925.) 








Uber die Gitterpunkte in einem Kreise. 
Von 


Karl Grandjot in Géttingen. 


Neuere Untersuchungen iiber die Anzahl der Gitterpunkte in einem 
Kreise haben zu Ergebnissen gefiihrt, die sich unter Benutzung der Be- 
zeichnungen 


U(n)= J) 1, 
#+R=n 
P(z)= )) U(n)—az, 
OSansz 
— 1 yrU%(n) 
B oa" & ni 


so aussprechen lassen: 


Herr Cramér*) bewies fiir jedes « > 0 


y 
J P*(z)de = py? + O(y***) 


und Herr Landau*) dann sogar 


(1) f P*(2)dz = py? + O(y'**).*) 


Das folgende bekannte Verfahren leitet hieraus und allgemeiner aus 
jeder Beziehung 


(2) R(y) = J P*(z) dx — py? = O(y*) mit «<3 


1) Uber zwei Sitze des Herrn G. H. Hardy, Math. Zeitschr. 15 (1922), S. 201-210. 

*) Uber die Gitterpunkte in einem Kreise, Gétt. Nachr. 1924, 8. 58—65. 

*) DaB beide Verfasser nur von 1 an integrieren und daB8 ihr P(x) sich von 
meinem um 1 unterscheidet, macht nichts aus, wie man z. B. mit Hilfe von S. 65 der 
unter *) genannten Arbeit sieht. 
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eine Abschitzung von P(z) her. Aus (2) folgt 


f Piz)dz=0(vFy!) +019, 
also 


FIP s J |P(2)|de+ f | P(2)— Py) | de 


< (ye "f P'(a)az) + o'f (e—y+i)erde 
—0(yi*#) +.0(y8*) +0(ya***), 


1 a 
2 —+e 
P(y)=0(y*) +0(y8*). 
Aus Herrn Landaus Ergebnis folgt so die wohlbekannte Abschitzung 
P(x) = O(z'**), 
Das scharfere 
P(x) = O(xt**) 
wiirde sich aus der Richtigkeit von 


R(y) = O(y?**) 
ergeben. Ich hiite mich aber, diese letztere Vermutung auszusprechen; 
weshalb, mag man gerade zwischen den folgenden Zeilen lesen. 
Ich werde namlich fiir die Funktionen 





Ply)—of(y—z)*P(z)dz (921 gana) 

mit der Abkiirzung 

oe ae 

be = Soa) ateri D> nett 

nicht nur die ungefibr (1) entsprechende (um das e bessere) Beziehung 

y 
(3) Re (y) = J Pe (x) dx — Bey?*# = O(y**) 
nachweisen, sondern auch 
(4) R, (y) = 2(ye*?) 


(d. h. bei passendem von y freiem K > 0 
|R,(y)| > Kyet 


fiir eine Folge ins Unendliche wachsender y). 
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Der Nachweis von (3) ist entsprechend einfacher als der von (1) bei 
Herrn Landau, da die bekannten Reihen, welche P,(2z) darstellen, absolut 
konvergieren; der Beweis von (4) wird dadurch iiberhaupt erst méglich. 
Ich benutze im iibrigen noch einen Kunstgriff, den Herr Landau in einem 
ahnlichen Fall verwendet hat. 

In der fir x>0 ease Formel 


= * P, (x) =2 Yr 2 en 22)nz) 


konvergiert die Reihe rechter Hand vo da fiir z>0 

(5) |Joza(2)| <c27t 4) 

gilt. Somit erhalte ich 
~ P? (x) = Y AS LAG) xe+t J, .,(22Vmz)J,,,(22Inz) 
( , m,n=1 mans a 2 


bei beliebiger Anordnung der Reihenglieder. Zufolge (5) konvergiert diese 
Reihe auch gleichmaBig auf 0 << 27< y, so daB 








y y 
Q . = - 
= | P}(«)dz= >) AT A vet! J. (22 0mz)J,4,(2a nx) da 
"4 6 m,n=1 “2 0 
(mn) 





A eri 
m,n=1 (mn) 2 
wird. Aus 
| Joss 2) + V2 cos ( (2— oF + 5) — eet sin(2— 9 —F)| <ez"! 
fir z>0 folgt bei a >1,8>1,2>0, 0o=—-F+47 


Jers (a2) Jo41 (Bu) — ate cos («a -+- w)cos (Px + mw) 








c (= @) cos (Px+o) a was th dol 
« B / 
<c(«p)-t2-* 


*) Alle c sind reell und hangen nur von o ab. 

5) Den Wert dieses Integrals kann man zwar in geschlossener Form durch 
Besselsche Funktionen ausdriicken; das wird aber umstindlich und niitzt mir nichts. 
Bemerkenswert ist héchstens die im Falle m =n verwendbare Beziehung 


f(s JS. (2) +J2(2))) = (47-2 pans ae oe}. 
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Hieraus ergibt sich, wenn beide Konstanten des O nur von g abhingen, 
vy 


J 22+ Js (e2) dos (Bx) da 


0 





v 
=— faves cos (ax + w) cos (Sx + w)dx 
ayaB 





vy 
4 A, | aera (Ricstolenifer @) 4+ mele toleniet °)\ de 
0 
+ O((ap)~* y?**) 
vv 
1 


= rap BrP cose — Ale inte a+ B)x)dx 





+ gfe Pantene (C+ f) eo oe) a 


+ O((«B)-* y?**). 


Das liefert einerseits 


vy o 
fat? 25 (ax) da 
0 


r- vy 
on Af ater + sin2ax)de + sf ater cos 2ax de + O(y**#) 
0 


0 


e+} e+l , 
—aephset ica ™ cos 2uVy + Oy *), 


andererseits fiir « + 8 


um) 


on eee 


+1 
ye 


= 105 (cL yanle— Ab tyne +9) 
oleate) +0((@p)*y*"*). 


Beides setze ich mit «=22)m, 8 =22/n in (6) ein und erhalte 


y wo ea 
2e 
aes a+4) 
0 





m,n=1 mna=1 

2 m>n 
an 702 (n) yore ! ‘ ‘ 7*(m) i; 
“ae (sac aya* tare hee a¥ny) + a nt 


Mathematische Annalen. 96. 5 
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e m-1 


ye? U (m) U(n) ( sin2x(Ym—Yn)Vy , cos2x(fm+ jn) Vy 
= Ete geal ¥m—n _ Ym+)n "7 





ar m-—1 
U (m) U (mn) m 
+0yt Se 2 et 3)» 


n) 


wo alle auftretenden Reihen absolut und auf jeder endlichen y-Strecke 
gleichmaBig konvergieren: 








n<= =—sn<m 
m—1 
U (mn) 
—*) _ 0(1), 
mh (1) 
m—1 
U(n) 7 _ mm 
SI mn ee on a O m-* 3= O0(1 
2 nt (m—n)* a = = a (1) 
n — 3= nm m 


SchlieBlich wird 


y 
my 2 _yttt —-U*(n) 
ae, Py (x)d ve (2048) a3 Py e+} 


a=1 











205(3 zm 








+e ve 3 Dio), (inde (VR—VAV. 4 om2a +1919 )) 


amt Sta a=1 arta Ym }n Ym+]n 


+ O(y**4), 


wodurch zunachst (3) bewiesen ist. Fiir den Nachweis von (4) langt z. B, 
die Angabe eines H > 0, so daB der Betrag von 





8(s)— Sone (*) cos 22 Vn 


et 
a=1 " 


(7) +>" A > Tio) (soTo—fo)s 4. eofS+]s)« ) 


= he ee oe Oe ed ym+)n 
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durch ein z auf jeder reellen Strecke der Linge H gréBer als 5 gemacht 
werden kann. Das tut, so behaupte ich, 


H= So) +4 ye ee Sy Hie) L ); 


m=2 m! a=1 nt n=1 nt (Ym — Yn) (Vm — yn—2) 
V¥m—-yn+2 
wo c, die Zahl aus (7) ist. Ich zeige zuerst die Konvergenz der letzten 
Reihe rechts. Wenn 1 <n< m und g eine ganze Zahl + 41m ist, so gilt 
se 
yl6m+1+4)m ~ 9)m’ 











|g —4Vm|>|\Vi6m+1—4)m|=— 


das ergibt 
\(¥m — 2)? —(¥n)? P| =|m—n+4—4¥m| > o— 
und wegen 
(8) ¥m—2+¥n<2¥m 
auch 
(9) ¥m—Yn—2|> 7. 
In z kommen aber hichstens vier Glieder mit |¥m— ¥n—2|< m7? 


vor, da hieraus |({/m— 2)*—n|<2 wegen (8) folgt. Ihr Beitrag ist 
nach (9) 

O(m-*** m) = O(1); 
die iibrigen geben 





m—1 
eZee “ite4+ 0 D! mits -"_ — (1). 
n<= Sn<m 
Bei y > 0 ist nun 
a+H a+H 
J cos 2 28 yeds— + { (0 (y +2) 2+ ° (y — 2) 2) de, 
also 
a+H 
| f 008 22 ii, : *rede| <> fir y+ 2, 
+H 


| f cos 2zsin2zdz| <1, 
a 


a+H 
f cos* 22dz — <1. 
a 





5* 
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Das ergibt wegen U(1) = 4 


a+H 


| f 8(z) cos 2z2dz—8H| 
a 


m-1 m—-1 
v* {s) .71U (m) 51 O(n) U(n) 1 
Phe +(g+9)¢ Pte (2 “ting 2 nt (Ym—Yn) (Ym — =e 


n=1 ni 





vm- yn+2 


also 


a+H 


f S(z)cos2zdz>5H. 


Demnach kann auf a <z<a-+ H nicht iberall 
|S(z)| <5 


sein. 


Géttingen, 10. Januar 1926. 


(Eingegangen am 19. 1. 1926.) 





Uber asymptotische Entwicklungen von Funktionen. 
Von 
Alfred Haar in Szeged (Ungarn). 


Einleitung. 


Zu den Problemen, die man am hiufigsten in der mathematischen 
Analysis begegnet, gehért das Studium des asymptotischen Verhaltens einer 
Funktion f(z), die fiir hinreichend groBe Werte der Verinderlichen definiert 
ist. Formuliert man die Aufgabe in voller Ailgemeinheit, so kann es sich 
nur darum handeln, das asymptotische Verhalten einer vorgelegten Funk- 
tion durch das entsprechende Verhalten anderer, einfacherer, Funktionen 
su charakterisieren. Ein analoges Problem tritt auf, wenn eine Zahlen- 
folge f,, f,,--+»f,»-+. vorgelegt ist, deren allgemeines Glied fiir groBe 
Werte des Zeigers untersucht werden sol]. Zur Behandlung dieser letzten 
Aufgabe dient eine sehr allgemeine und fruchtbare Methode, die von 
G. Darboux in einer beriihmten Abhandlung*) ausgearbeitet wurde und 
vielfach als Methode von Darboux bezeichnet wird, obwohl der fundamen- 
tale Gedanke schon in dlteren Arbeiten, namentlich in Untersuchungen 
von Laplace, Cauchy und Riemann, aufzufinden ist. Es ist das Ziel der 
vorliegenden Arbeit, ein analoges Verfahren zur Bestimmung des asympto- 
tischen Verhaltens von Funktionen zu entwickeln, das fiir Funktionen 
dasselbe leistet, wie die Darbouxsche Methode fiir Zahlenfolgen. In An- 
lehnung an diese klassischen Untersuchungen gewinne ich eine Methode, 
die — in gleicher Weise, wie jene fiir Zahlenfolgen -—- geeignet ist, in 
sehr allgemeinen Fallen zur asymptotischen Entwicklung von Funktionen 
zu fihren. 

Um den Gedankengang des zu befolgenden Verfahrens mit der Darboux- 
schen Methode in Verbindung zu setzen, sei kurz an diese erinnert. Mit 


1) Mémoire sur approximation des fonctions de trés grands nombres et sur 
une classe étendue de développemerts en série. Journal de mathématiques pures et 
appliquées. (3), 4, S.5—56 und 8. 377—416 (1878). 
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der vorgelegten Zahlenfolge /,, f,,..., 


... bilde man ihre erzeugende 
Funktion: 


n? 


(0) = Sh 
n=1 
gelingt es, eine andere Potenzreihe 
®*(2) = S fy 2" 
n=1 
mit demselben Konvergenzkreis vom Radius r anzugeben, die so beschaffen 
ist, da8 die Randfunktion der durch die Differenz ®(z) — ®*(z) dargestellten 
analytischen Funktion auf dem Konvergenzkreis k-mal stetig differenzierbar 
ist, so gilt die Limesgleichung: 
lim r"n*(f, —f.) =0, 

die zur gesuchten asymptotischen Entwicklung fiihrt. Der Kern dieser 
Methode besteht in der Erkenntnis, daB die Singularitaten der erzeugenden 
Funktion — und zwar diejenigen, die auf dem Konvergenzkreis liegen — 
charakteristisch fiir das asymptotische Verhalten der vorgelegten Zahlen- 
folge sind. Darboux untersucht in der erwahnten Abhandlung in ausfiihr- 
licher Weise den Fall, in dem ®(z) auf dem Konvergenzkreis nur algebraische 
Singularitaten besitzt, und macht sodann eine Reihe von héchst bemerkens- 
werten Anwendungen. 

Es liegt nun der Gedanke nahe, wenn statt ciner Zahlenfolge 
fis fos +++s fas ++- eine Funktion f(z) der kontinuierlichen Verinderlichen 
vorgelegt ist, zum Studium ihres Verhaltens fiir groBe Werte der Variablen 


an Stelle der durch die obige Summe definierten erzeugenden Funktion, die 
durch das Integral 


f f(x)z*dzx 

0 
dargestellte Funktion heranzuziehen. Schreibt man — um auf eine be- 
quemere Form zu gelangen — e~* an Stelle von z, so erhalt man den 


Ausdruck: 
g(2) fe f(x) de 
0 


und der Grundgedanke der folgenden Untersuchungen besteht darin, daB 
diese Funktion von z — bzw. ihre Singularitéten — in gleicher Weise 
das asymptotische Verhalten von f(z) bestimmen, wie die obige erzeugende 
Funktion ®(z) das Verhalten der Zahlenfolge f,, fy, . 


ee ft 


Bekanntlich spielt das so erhaltene Integral in verschiedenen Gebieten 
der Analysis eine wichtige Rolle; es wird als Laplacesche (oft auch Abel- 
sche) Transformierte der Funktion f(z) bezeichnet; andere Autoren ziehen 
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die Bezeichnung Determinanten-Funktion vor. Ich erwahne an dieser Stelle 
nur den schénen Vortrag von Herrn S. Pincherle*) auf dem Mathematiker- 
KongreB in Rom, in dem auch auf einen Zusammenhang des asympto- 
tischen Verhaltens von f(x) mit der Laplaceschen Transformierten hin- 
gewiesen wird, sowie einen wichtigen Satz des Herrn E. Landau*), der die 
Konvergenzabszisse des obigen Integrals mit dem asymptotischen Ver- 
halten der Funktion f(z) in Verbindung bringt. Auch die beriihmten 
Untersuchungen Poincarés iiber die asymptotischen Entwicklungen der 
Lésungen linearer Differentialgleichungen machen von der Laplaceschen 
Transformation Gebrauch, aber in einer Weise, die ginzlich verschieden 
von unserem Verfahren ist‘). 

Wir werden vor allem zeigen (§ 1), da8 wenn zwei Funktionen f(z) 
und f"(x) gegeben sind (wir nehmen der Einfachheit halber an, daB sie 
fiir alle positiven Werte von x definiert, stetig und in jedem endlichen 
Intervall von beschrinkter Schwankung sind), die so beschaffen sind, da8 
die Differenz ihrer Laplaceschen Transformierten 


(2) — (2) = fem p(x)de — fe f*(2)de 


regular analytisch fiir alle Werte von 2 ist, deren reeller Teil gréBer als 
eine reelle Konstante a ausfallt®) und auf der Geraden i(z) =a solche 
Randwerte besitzt, die k-mal stetig differenzierbar sind, die Limesgleichung 


tae az yk (f(x) — f*(2)) =0 


gilt, falls fiir das Verhalten von p(z)— *(z) im Unendlichen noch eine 


*) Aloune spigolature nel campo delle funzioni determinanti. Atti del IV. con- 
gresso dei matematici. Roma 1905, S. 44. 

5) Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultitenreihen, Sitzungsber. d. bayr. 
Akad., Math.-phys. Klasse, 36 (1906), S. 151—218. 

*) Die schénen Untersuchungen von Herrn Hj. Mellin iiber asymptotische Reihen 
stehen in niherer Beriihrung mit der vorliegenden Arbeit, da in diesen ein dem 
Laplaceschen analoges Integral angewandt wird. Ein prinzipieller Unterschied besteht 
darin, daB sich Herr Mellin auf analytische Funktionen, die in einem bestimmten 
Winkel definiert sind, beschriankt. Wir verweisen auf seine zusammenf: de Arbeit: 
AbriB einer allgemeinen und einheitlichen Theorie der asymptotischen Reihen. Wissen- 
schaftliche Vortriige, gehalten auf dem V. KongreB der skandinavischen Mathematiker. 
Helsingfors 1923, S. 1—17. — Die Laplacesche Transformation wurde in den letzten 
Jahren von den Herren F. Bernstein und G. Doetsch in einer Reihe von interessanten 
Arbeiten zum Studium gewisser Funktionalgleichungen herangezogen; sie benutzen 
den Ausdruck Oberfunktion bzw. Unterfunktion fiir f(x) bzw. ¢ (z). 

’) Zufolge der oben durchgefiihrten Transformation der unabhingigen Verinder- 
lichen spielen jetzt die Vertikalen die Rolle, die bei der erzeugenden Funktion (z) 
die konzentrischen Kreise hatten. 
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Zusatzbedingung erfiillt ist, die wir als den Fourierschen Charakter dieser 
Funktion bezeichnen, da sie fiir die Giiltigkeit der sog. Fourierschen Inte- 
gralformel charakteristisch ist (S. 77). 

Dem Vorgange Darboux’s entsprechend beschiftigen wir uns sodann 
(§ 2) mit dem Fall, in dem die Laplacesche Transformierte y(z) einer 
Funktion / (2) so beschaffen ist, daB diejenige singulare Stelle (bzw. Stellen), 
deren reeller Teil méglichst groB ist, eine algebraische bzw. logarithmische 
Singularitat ist, im Unendlichen aber die oben erwahnten Zusatzbedingungen 
erfillt sind. Wir stellen in diesem Falle die volle asymptotische Ent- 
wicklung der Funktion f(x) auf (S. 85 und 86), und gelangen auf diese 
Weise zu fertigen Formeln, die in verschiedenen Anwendungen in bequemer 
und rascher Weise zum Ziele fihren. 

Die Anwendbarkeit der dargelegten Methode und der erhaltenen 
Resultate ist eine auBerst mannigfaltige. Es zeigt sich, daB eine groBe 
Menge der in der Literatur behandelten asymptotischen Entwicklungen in 
einfachster Weise sich auf diesem Weg ergeben. Anwendungen auf lineare 
Differentialgleichungen, auf die Theorie der Gammafunktionen und der 
Besselschen Funktionen, sowie auf die allgemeine Theorie der Funktionen 
komplexer Variablen ergeben sich ohne prinzipielle Schwierigkeiten. Ich 
werde in folgenden Mitteilungen insbesondere Anwendungen auf die Theorie 
der linearen partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen und hyper- 
bolischen Typus darlegen und dabei das alte Problem des ,,Endverlaufes“ 
in der Theorie der Warmeleitung behandeln. 

Die Anwendungen, die in der vorliegenden Arbeit zusammengestellt 
sind, verfolgen lediglich den Zweck, die Tragweite und Kraft des dar- 
gelegten Verfahrens zu illustrieren. Zu diesem Ende habe ich zunichst 
zwei altbekannte Beispiele: die asymptotische Entwicklung der Besselschen 
Funktion (§ 3) und das Laplacesche Problem der Funktionen groBer Zahlen, 
d. h. die asymptotische Entwicklung des durch das Integral 


1 
fee?%@(t)dt 
0 


dargestellten Funktion (§ 4) herangezogen. Durch Anwendung der in § 2 
aufgestellten Formeln gewinne ich die bekannten Entwicklungen der Theorie 
der Besselschen Funktionen ohne jede Miihe, fiir das Laplacesche Problem 
aber explizite Ausdriicke, die — wie mir scheint — sowohl fiir theoretische 
Untersuchungen, wie auch fiir numerische Rechnungen geeignet sind*). 


*) Von der ausgedehnten Literatur dieses Problems sei hier nur auf die elegante 
Behandlung von 0, Perron hingewiesen: Uber die niherungsweise Berechnung der 
Funktionen groBer Zahlen. Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissen- 
schaften. Math.-phys. Klasse 1917, 8S. 191—219. 
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AuBer diesen beiden klassischen Aufgaben behandle ich (§ 3) die von Herrn 
Hardy in einer schénen Arbeit’) in Angriff genommene asymptotische 
Entwicklung der durch die Potenzreihe 


oa 
at 


re FE! 
definierten ganzen Funktion, falls x lings eines Strahles, der im ersten 
oder vierten Quadranten liegt, ins Unendliche riickt, und zeige, daB die 
Hardyschen Resultate das erste Glied der von mir gewonnenen Entwick- 
lung bilden, ferner ein Problem der Theorie der Reihenentwicklungen nach 
Besselschen Funktionen (§ 4), das mit den iiblichen Methoden nicht ohne 
Schwierigkeiten zu behandeln wire. 

Auf die oben erwaihnten Anwendungen aus der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen hoffe ich spater zuriickzukommen. 


§ 1. 
Laplacesche Transformation und asymptotische Entwicklungen. 


1. Wir legen unseren Untersuchungen eine fiir alle positiven Werte 
von 2 definierte Funktion f(z) zugrunde, die stetig und in jedem end- 
lichen Intervall von beschrinkter Schwankung ist, und betrachten ihre 
Laplacesche Transformierte 


(1) (2) = fert*f (x)de. 


Wenn dieses Integral fiir den (der Einfachheit halber reell angenommenen) 
Wert z=o, konvergiert, so konvergiert es bekanntlich fiir jeden Wert 
von z, dessen reeller Teil gréBer als derjenige von o, ist, und zwar ist 
diese Konvergenz eine gleichmaBige in jedem Winkel < 2, mit dem Punkt 
z=, als Scheitelpunkt, dessen Halbierende zur positiven reellen Achse 
parallel lauft. Daraus wird in gewohnter Weise geschlossen, daB das Kon- 
vergenzgebiet des betrachteten Integrals eine Halbebene ist, in der p(z) 
eine regulare analytische Funktion darstellt. 

In dieser Halbebene betrachten wir die Vertikale i(z)=o >o, und 
nehmen an, da die Funktion y(z) langs dieser Geraden so beschaffen 
ist, daB das Integral 

O+ie 
(2) au f eto (2) dz = > fesep(oit)ar 
o—ia -® 


) On the zeroes of certain classes of integral Taylor series. London Proc, (2), 2, 
8. 882—835 und 401—431. 
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existiert, und zwar gleichmdfig fiir alle x, die eine bestimmte Grope X 
tibersteigen. Dann ist fiir diese Werte von x 

o+ia 
(3) f(z) = 57 f e?* p(z)dz. 

o-t@ 

Bei etwas modifizierten Annahmen ist diese Umkehrungsformel — und 
ahnliche dieser Art — in der Literatur von verschiedenen Autoren auf- 
gestellt und angewandt worden. Schon Herr Pincherle hat in einer be- 
kannten Abhandlung*) unter bestimmten Einschrankungen iiber f(a) diese 
Formel abgeleitet; Herr Hamburger®) bewies sie sodann unter der An- 
nahme, daB das Integral (1) fiir z=, absolut konvergiert. Fiir unsere 
Zwecke, da es sich eben darum handelt, aus den Eigenschaften der Funk- 
tion p(z) auf diejenige von f(x) zu schlieBen, ist es wichtig, daB keine 
Annahmen iiber das Verhalten von f(z) im Unendlichen gemacht werden, 
statt dessen die gleichmaSige Konvergenz des Integrals (2) verlangt wird. 

Um unter dieser Bedingung die Umkehrungsformel abzuleiten, setzen 
wir zur Abkiirzung: 


F(2)= fe-o# f(x) da; 


wegen der Konvergenz des Integrals (1) fiir z =o, bleibt | F(x) | fiir jeden 
Wert von z kleiner als eine feste Zahl. Durch Produktintegration erhilt 
man fiir R(z) > o,: 


yp (z) = [eres a" de =(z— a9) | e-t-oo8 F(x)dz, 
u 0 

wobei das letzte Integral fiir die betrachteten Werte von z absolut kon- 

vergiert. Setzen wir noch zur Abkiirzung 
@*(2)— 2%), F*(z) = e%* F(z), 

so ergibt sich aus 

(4) ©* (2) = fe-** F* (x) dz 

die Umkehrungsformel *”) : 


a+iw 


(5) F*(2) = 5 lim f e?* @*(z) dz (6 > a) 


*) Sur les fonctions déterminantes. Annales de |’Ecole Normale Supérieure 22 
(1905), S. 1-69. 

*) Uber eine Riemannsche Forme! aus der Theorie der Dirichletschen Reihen. 
Math. Zeitechr. 6 (1920), 8S. 6. 

) Dies ist eben der Fall, den Herr Hamburger in seiner a. a. 0. genannten 
Arbeit behandelt. 
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als eine unmittelbare Folge des Fourierschen Integrals. In der Tat folgt**) 
wegen der absoluten Konvergenz des Integrals (4) fiir z= o> 0, 


e-** F*(z) = lim fev F*(¢) BeG=*) gp 
an jeder Stelle x >0 (da F*(x) differenzierbar ist). Hieraus ergibt sich 
durch eine leichte Umformung 


e-¢# F*(2) = 3. lim J ese reat feewenar) ae 


@ Zz 


5 lim J {fect rece) e-we-a ag) at, 


da die Umkehrung der Integrationsfolgen wegen der angenommenen ab- 
soluten Integrabilitét des Integranden gestattet ist. Hieraus entnimmt 
man unmittelbar 


FY(z) = 3 tim { estoef [ -ersnt w*(e) deh at 


u 
= lim | e+026*(o+ it)dt, 
pr 
—o 


womit die Formel (5) erwiesen ist. Die so gewonnene Gleichung 
o+ta 
(6) e%* F(2) = 55, lim f ere £@) gy 
ome 0 
o-t@ 


fiihrt nun zu unserer Behauptung durch die folgende Uberlegung: Schreibt 
man zur Abkiirzung **): 


(2*) Pis)=a- f e%-%)* (2) dz, 
o-t@ 
11) Vgl. C. Jordan, Cours d’Analyse (3. Aufl.) 2, 8. 278. 
#2) Aus den fiir das Integral (2) gemachten Voraussetzungen folgt nicht nur die 
Existenz des Integrals 


o+i@ o+t@ 
Jf e@- °F (2) dz=e?-* f e#-*% o(2)dz, 
o-t@ o-t@ 
sondern auch die Tatsache, daB es in jedem endlichen Intervall 


%S2s% 
gleichmaBig konvergiert, sobald z, und x, gréBer als X ausfallen. 
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so folgt — falls z, und 2, gréBer als X sind — 


o+t@ 
¢ 1 e'%—% a _ 9 'B—%) % 
fr (x) dz = 5 J ae, p(z)dz, 








da die Umkehrung der Integrationsfolgen wegen der angenommenen gleich- 
maBigen Konvergenz des Integrals (2) fiir z > X gestattet ist. Das heiBt 
es ist 


fir*(2) dx = F(2,)— P(x) = J e-m*f(2) dz, 


und wegen der Stetigkeit der Funktionen f(x) und /*(z) 
f* (x) = e~%* f(z). 
Hieraus folgt aber mit Riicksicht auf (2*) unsere Umkehrungsformel 
o+i@ 
1 
(2)—=aiz f eto(e)ae. 
o-t@ 
2. Bevor wir weitere Schliisse aus dieser Umkehrungsformel ziehen, 
wollen wir zwei Fille hervorheben, in denen das Integral 
o+i@ oe 
f e-9%%9(2)dz= f e*m(o+ it) dt 
o-i@ -@ 


gleichmaBig in x konvergent ist, da sie in den folgenden Untersuchungen 
haufig auftreten werden. Dies findet jedenfalls statt, wenn 


a) p(o+t) bei t= +o absolut integrabel ist, da sodann fiir jeden 
Wert von z 


B B 
| f et*m(o+it)dt]<J\p(o+it)| dt 


ist, oder wenn 
b) die Ableitung g’(o +t) fiir t = + co absolut integrabel und 


lim g(o+tt)=0 





t=to 
ist, In der Tat ist 
f tp : it . B 
| fet**p(o-+it)at| |! viet ths elotie) _ 1 f giieg'(o-+it)at| 


B 
<1{\p(0+éA)| +\(0-+4e)|+ f\p'(e+ snl ar}, 


und diese Ungleichung lehrt, da fiir alle Werte von |z|, die oberhalb 
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einer positiven Grenze liegen, dieses Integral kleiner als eine von z un- 
abhingige GréBe 6 wird, falls die Grenzen a und # hinreichend groBe 
positive bzw. negative Zahlen bedeuten. 


Die gleichmaBige Konvergenz der Integrale von der Form 


(6) fete (t)at bzw. Seey(na 


spielt bekanntlich eine wichtige Rolle, wenn es sich darum handelt, nach- 
zuweisen, ob die Fouriersche Integralformel fiir die Funktion y(t) giiltig 
ist. Deshalb wollen wir der Kiirze halber sagen, daB die Funktion y(t) 
bei t= co bzw. bei t= — oo fiir alle x > X den Fourierschen Charakter 
hat, wenn das entsprechende Integral fiir diese Werte von x gleichmapig 
konvergiert, d.h. wenn man zu jeder noch so kleinen Zahl 5 eine positive 
Grenze w derart bestimmen kann, daB fiir alle x > X 


if esety (t)at| <0 


ausfallt, sobald «>a und B>w beweac«l—w und BS — om ist™), 
Beispielsweise hat die Funktion 
e t 
o+it 
(wo o eine reelle GréBe bedeutet) sowohl bei t =o als auch bei t = — co 
fiir jeden positiven Wert von x den Fourierschen Charakter; es ist nimlich: 


2 
tt tf (1+2) ta(l+z) tt (1+a) 
too Fy, = yt foa — test j= \ 
fe o+it 4 1+2z\i(o+%f) ta (o+it)* dt}, 
a a 


aus der die erwahnte GleichmaBigkeit fiir jedes positive x unmittelbar folgt. 


Aus der gleichmaBigen Konvergenz der Integrale (6) (fiir 2 > X) 
folgen — in bekannter Weise — die Limesgleichungen 





a2 a 
lim fetttp(t)dt=0 baw. lim fet*w(t)dt=—0, 


a=c 4 z=2 -@ 
falls die Funktion y(#) in jedem endlichen Intervall integrabel ist‘). 


8. Entscheidend fiir die folgenden Entwicklungen ist der Umstand, 
wie weit nach Jinks in der obigen Umkehrungsformel die Integrationsgerade 


%) Die Voraussetzung der Umkehrformel (gleichmaBige Konvergenz des Inte- 
grals (2)) besteht in dem Fourierschen Charakter von g(o+it) bei t= + o. 

+4) Um unnétige Komplikationen zu vermeiden, benutzen wir in der vorliegenden 
Arbeit iiberall den Lebesgueschen Integralbegriff. Bei Zugrundelegung des Riemann- 
schen Integrals ware absolute Integrabilitat erforderlich. 
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verschiebbar ist, d. h. die Frage nach der kleinsten reellen Zahl a, fiir 


die die Formel 
a+ia 


f(z)= st. | e*o(2)ds 
a—ia 
noch gilt. Hierzu sei folgendes bemerkt. Sei a eine reelle Grife <a 
von der folgenden Beschaffenheit: Die Funktion (z) ist 

I. fiir alle Werte von z, deren reeller Teil gréBer als a ausfillt, 
regular analytisch; 

II. sie besitzt Randwerte’®) lings der Geraden #i(z)=a, die eine 
solche Funktion g(a--it) der Ordinate ¢ bestimmen, deren Betrag in 
jedem endlichen Intervall von ¢ beschrinkt und die bei ¢ = + oo fiir hin- 
reichend groBe Werte von z vom Fourierschen Charakter ist; 

III. die Integrale 


otto o—tw 


f e**p(z)dz und J et*p(z)dz 


a+io 6-iw 


streben (bei hinreichend groBen Werten von x) gegen Null, falls  iiber 
alle Grenzen wichst. 


Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt noch 


a+ia e 
f(z) = gre { et*o(2)de=& [ ettep (a+ it)ar. 


In der Tat, wendet man das Cauchysche Theorem auf das Rechteck 
mit den Ecken **) 


a—tw,, o—tw,, o+iw, a+ta, 


**) Der Begriff des Randwertes ist dabei wie folgt zu verstehen: Die Funktion  (z) 
besitzt an der Stelle z,=a+it, den Randwert A,, wenn man zu jeder positiven 
Zab] 6 eine GréBe « derart bestimmen kann, daf fiir jedes z, dessen reeller Teil 
gréBer als a ist, die Ungleichung 


| 4g—(2)|<d 


|2@—Z)|<e 


eine Folge der Ungleichung 
ist. 

%*) Die Anwendbarkeit des Cauchyschen Theorems im vorliegenden Falle ergibt 
sich aus folgender Uberlegung: Aus der Annahme, da8 die Randwerte eine beechrinkte 
Funktion bilden, folgt die Beschrinktheit der Funktion g(z) selbst in dem be- 
trachteten Rechteck. Wendet man daher den Cauchyschen Satz auf das Rechteck 
mit den Ecken 


a+e—ia,, o—io,, o+io,, a+et+ioa, (@>0) 
an (auf dessen Peripherie y(z) regular analytisch ist), so erhalt man durch den 
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an, so folgt — da innerhalb des Rechtecks y(z) regular analytisch ist — 
a+iw, o+ta, o-ia, a+iw, 
f e#*p(z)dz= f e*p(z)dze+ f e*p(z2)dze+ Jf e*@(z)dz, 
a—to, o—ta, a-ta, o+ta, 
woraus mit Riicksicht auf die Bedingung III durch den Grenziibergang 
@, = co und wm, = oo unsere Behauptung folgt. 
Erfiillt m(z) alle oben aufgezihiten Bedingungen, so gilt — nach der 
am Schlu8 von 2., 8.9 gemachten Bemerkung — 


lim f e*p(a+it)dt=0, 

d. h. es ist aie 

lim e~** f(z) = 0, 

z-@ 
und wir gelangen zu dem folgenden Satz, der die Grundlage unserer Unter- 
suchungen bildet: 

Es sei f(x) eine fiir alle positiven Werte von x definierte Funktion, 

die in jedem endlichen Intervall stetig und von beschrankter Schwankung 
ist. Wir nehmen ferner an, daB ihre Laplacesche Transformierte 


y(z)= fers f(z)dz 


die folgenden EHigenschajten**) besitzt: 

I. Ste ist fiir alle Werte von z=o-+-it, deren reeller Teil groéfer 
als a ist, reguldr analytisch, und es besitzt die Funktion y(o-+-t) der 
reellen Verdnderlichen t bet t= +o ftir hinreichend groBe Werte von x 
den Fourierschen Charakter. 

II. Sie besitet lings der Geraden R(z) =a Randwerte, die eine solche 
Funktion definieren, deren Betrag in jedem endlichen Intervall beschrankt 
ist und die bei t= +00 fiir hinreichend groBe x vom Fourierschen 
Charakter ist. 


III. Die Integrale 
o+iw o-iw 
f e*@(z)dz und JS et*@(z)dz 
a+ta a-ta 


streben bei hinreichend groBen Werten von x gegen Null, falls w tiber alle 
Grenzen wdchst. 


Grenziibergang «=0 die gewiinschte Formel, da wegen der Beschrinktheit der auf- 
tretenden Funktionen die Limesgleichungen 


a+et+ta, a+ oti oti 


ta, @ 
lim f e**@(z)dz= e**y(z)dz, lim ff e*p(z)de= f e®* (z)dz 
e=0 at+e—to, a—to, e=0 a+etio atio 


gelten. 
1°) Im folgenden werden diese Eigenschaften als Bedingungen I, II, III zitiert. 
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Unter diesen Bedingungen gilt die Limesgleichung: 


lim e~** f(z) =0. 


2-2 
4. Wir nehmen jetzt an, daB die Laplacesche Transformierte ¢ (z) 
von f(z) — auBer den in dem vorangehenden Satz aufgestellten Be- 


dingungen I, II, III — noch der weiteren Bedingung unterworfen ist, 
daB die Randjunktion p(a-+ it) n-mal differenzierbar ist, die so ge- 
wonnenen Funktionen: 
y(a+it), p’(a+it), p”(a+iet), ..., p® (a+ it) 
fiir t= +o den Grenzwert Null haben und yp” (a+ it) in jedem end- 
lichen Intervall der Variablen t integrabel, bei t = + oo aber fiir hinreichend 
groBe Werte von x vom Fourierschen Charakter ist **). 
Unter diesen Bedingungen gilt die schdrfere asymptotische Formel: 
lim z* e~*7 f(z) = 0, 
z—@a@ 


denn es ist bei den gemachten Annahmen 


et (a) = 2. [ etep(at ityat—— sh, [eteg'(aritnat 


= _—_ fet p"(a+it)at =.= cy { este pom(a ++ it) dt, 





woraus nach der am Schlu8 von 2. (S.77) gemachten Bemerkung unsere 
Behauptung unmittelbar folgt. 

Es sei noch bemerkt, daB die dargelegte Methode anwendbar bleibt, 
wenn die vorgelegte Funktion nicht fiir alle positiven Werte von z, son- 
dern nur fiir solche definiert ist, die gréBer als eine untere Grenze X 
sind. Wenn man namlich f(z) fiir e<X gleich Nuil setzt und das 
asymptotische Verhaltea der so erhaltenen Funktion nach der vorangehen- 
den Methode untersucht, so handelt es sich um das Studium der Funktion 
p(2) =f e-**f(z) dz. 


z 

Wir werden sogar sehen, da8 selbst in Fallen, wo die Funktion f(x) fiir 
alle positiven z definiert ist, hiufig zweckmaBig ist, statt des urspriing- 
lichen Integrals (1) auf dieses letzte Integral zuriickzugreifen, was ja da- 


**) Man beachte, daB aus dem Umstande, daB die n-te Ableitung yo” (a+it) 
bei ¢=-+ © den Fourierschen Charakter besitzt und die Ableitungen y(a+it), 
y'(a+it), ...,9"-(a+it) fir t=+ 0 gegen Null streben, der Fouriersche 
Charakter von »"~"(a+it), »"-"(a+it),...,~(a+it) bewiesen werden kann. 





———— 
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mit gleichbedeutend ist, statt des asymptotischen Verhaltens von f(x) das 
Verhalten derjenigen Funktion zu studieren, die fiir s< X verschwindet, 
fiir x > X aber mit f(z) iibereinstimmt. 


§ 2. 
Die einfachsten Singularitéten der Laplaceschen Transformierten. 


5. Die vorangehenden Untersuchungen zeigen den Zusammenhang 
zwischen dem asymptotischen Verhalten einer Funktion und den funktionen- 
theoretischen Eigenschaften ihrer Laplaceschen Transformierten in voller 
Analogie mit der sogenannten Darbouxschen Methode, die das asympto- 
tische Verhalten einer Zahlenfolge /,, f,,...,f,,--. mit den funktionen- 
theoretischen Eigenschaften ihrer erzeugenden Funktion fz" in Ver- 
bindung setzt. Wie bei der Anwendung der Darbouxschen Methode der 
erste Schritt die Bestimmung des Konvergenzkreises der erzeugenden 
Funktion ist, so wird im folgenden der erste Schritt die Bestimmung der 
unteren Grenze a derjenigen Abszissen sein, fiir die die Laplacesche Trans- 
formierte die Bedingungen I und III unseres Satzes S. 79 erfiillt. Obwohl 
auf dieser Grenzgeraden keine singuliren Stellen der Funktion g(z) liegen 
miissen, so werden in den folgenden Anwendungen dennoch hauptsichlich 
solche Fille auftreten, wo das Verhalten der Laplaceschen Transformierten 
im Unendlichen keine wesentlichen Schwierigkeiten bietet und die Grenz- 
gerade {t(z) =a einfach dadurch bestimmt ist, da8 auf ihr singulére Punkte 
von g(z) von einfachem Charakter liegen. Dies fiihrt auf die Frage, das 
asymptotische Verhalten von f(z) zu bestimmen, falls y(z) auf der er- 
wahnten Grenzgeraden singulaire Stellen vom algebraischen Charakter (in 
endlicher Anzahl) aufweist, im Unendlichen aber alle aufgestellten Forde- 
rungen erfiillt. Dieses Vorgehen entspricht genau dem, was Darboux in 
seiner berihmten Abhandlung unternommen hat, und wir gelangen zu dem 
folgenden Satz: 

Die Funktion 


9 (z) = fers f(x)dx 


erfiille fiir R(z)>a die Bedingungen I und III wnseres Satzes S. 79; 
auf der Geraden fi(z)=a selbst gestatte die Funktion p(z) bzw. thre 
Randwerte die folgende Zerlegung: 





¢(2) = +y(z) (z=a+%t), 


(2—2)° 
wobei z,=a-+it, ein Punkt der Geraden ist, die Funktion y(a-+- it) 
aber eine n-mal differenzierbare Funktion von t bedeutet von der Be- 
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schaffenheit, daB |y(a+-it)| in jedem endlichen Intervall von t be- 
schrankt ist; die Ableitungen 

y(a+si), p’(a+st), ..., p®-(a+ it) 
moégen fiir t== +co den Grenzwert Null haben, und schlieBlich besitze 


g™(a+it) bei t= +00 fiir hinreichend grofe x den Fourierschen 
Charakter. 


Unter diesen Bedingungen gilt die asymptotische Formel: 





, “A ee 
a ing in(z) Te) 
o bedeutet hierbei eine beliebige reelle oder komplexe Grofe, die weder 
Null noch eine negative ganze Zahl ist. 
Wir beweisen diesen Satz, indem wir zeigen werden, daB die Laplace- 
sche Transformierte ®(z) der Funktion 


e%o8 ze-1| =0; 


F(z) == rayne? 
fiir R(z)> a die erwahnten Bedingungen I und III erfiillt, daB sie eine 
Zerlegung von der Form 


@(z)= a + P(z) 

gestattet, wo '(z) eine ganze transzendente Funktion ist, und schlieBlich 
daB ®(z) und alle Ableitungen ®”(z) auf der Geraden R(z)—=a bei 
t = + co den Fourierschen Charakter besitzen und gegen Null streben, wenn 
t iiber alle Grenzen wichst. 


Auf Grund dieser Tatsache ergibt sich nimlich die obige Behauptung, 
wenn man den Satz 8S. 80 auf die Funktion 


1 
f(x) - Tie)? ** 


anwendet, deren Laplacesche Transformierte 
p(z) — P(z) = p(z)— P(z) 
alle Bedingungen jenes Theorems erfiillt. 


Wenn der reelle Teil von 0 positiv ist, so ist unsere Behauptung 
eine unmittelbare Folge der fundamentalen Formel der Theorie der 
I’- Funktionen 





1 
(e) 


(z —%)° 


(7) @(2)— pty [e-tentaridz = : 
0 


‘ 
y 
- 


ek ae 
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Die Funktion Y(z) ist also identisch Null und der Fouriersche Charakter 
von @(z) und ihrer Ableitungen ist eine Folge (nach einer S. 76 ge- 
machten Bemerkung) des Umstandes, daB die Integrale 


atia a-ia 
f |@™(z)|dz bew. f |G" (z)dz (n—1,2,3,...) 
a+io a-ia 
absolut konvergieren, wenn — w < t, < ist. 
Eine etwas umstandlichere Diskussion erfordert der Fall, wo R(o)< 0 
ausfallt. 
In diesem Falle betrachten wir die Laplacesche Transformierte der 


Funktion riya zwischen den Grenzen 1 und oo, also 


1 


(8) (2) = ra) e-e-wexe-tdx = R(z) > R(z) =a. 
i 





Auch dieses Integral wird in der Theorie der I"-Funktionen vielfach be- 
handelt. Durch zweimalige Produktintegration ergibt sich zunichst 








—(z—2z,) —(z—2,) 
- {: + (oe [7 1)* ) 
(z—29) 


+ (e— )(e- 2) e-uueae-tdal, 
(2— 2) 

woraus man unmittelbar erkennt, da8 die Bedingungen I und III erfiillt 
sind, da fir z—o+it, o>a=(z,) das erste Glied in dieser Summe 
nach der Bemerkung 8. 77 bei ¢ = +o den Fourierschen Charakter be- 
sitzt, die beiden andern Glieder aber absolut integrable Funktionen von t 
(im Intervall — co < t< oo) darstellen. 

Man iiberzeugt sich ferner durch eine einfache Uberlegung, da8 fir 
jeden Wert von z,, der von z verschieden ist 


1 


@(z) = — : fertzetae + fe-rartaa} 


I'(@)(z—£9)® o<m 





ist, wobei das erste Integral lings eines Weges zu nehmen ist, der die 
negative reelle Achse nicht trifft. Fiir reelle positive Werte von z— z, 
folgt diese Relation aus der Definition von ®(z), wenn man in dem 
Integral (8) die neue Integrationsvariable (z — z,)x einfiihrt; fiir andere 
Werte von (z—z,) aus dem Umstande, daB in der lings der zeellen 
6* 
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negativen Achse aufgeschnittenen Ebene e~*z¢~! eine regulare analytische 
Funktion darstellt*”). Beachtet man noch, da8 


1 1 


_ = = \ bs ¥ es eS — ae * 1—(z—2,)"*¢ 
fe *ze-'dz = [ > i) ———é Px 1) =F 





2-25 t—Z, 


ist, so ergibt sich in Anbetracht der bekannten Formel *°) 


ee, ee eae 
r(e)= 2 (-1) vite) +fe xe-'dz 
(o keine negative ganze Zahl) die Relation 


(9) O(s) = —— — 2 Si (-1)" £8), = 1 + W(s), 


(z—2,)° r(o)— v! (yv+o) (z—£,)¢ 





in der die unendliche Summe tatsichlich eine ganze Funktion von z 
darstellt. 

Um schlieBlich das Verhalten von ®(z) auf der Geraden R(z)=a 
zu untersuchen, bemerke man, daB das Integral (8) wegen R(e) <0 auch 
noch fiir die Werte z = a + ¢t absolut konvergiert; daraus folgt nach einem 
bekannten Satze, der die Ubertragung des Abelschen Satzes iiber Potenz- 
reihen auf die Laplaceschen Integrale ist, die Relation 
f e~tt—t)2 go-1 dz, 


i 


. 1 
P(a+tt)=F) 


aus der man durch wiederholte Produktintegration die folgende Formel 
gewinnt: 


I'(0) ®(a+i = en 
(e) P(a+ st) = | FG=ay + (e— DE Goe 
ON eee Ne ee 


+ (e-} rer m—1) | 6-il-te go-n-8 dz, 
+t —_— 


Bilden wir nun die n-te Ableitung "(a+ it), so erkennt man, daB 


2°) Die rechte Seite der letzten Gleichung stellt nimlich eine solche Funktion 
dar, die eindeutig regulir analytisch ist, falls z—z, nicht gleich einer negativen 
reellen Zahl oder Null ist und die mit der ebenfalls analytischen Funktion ®(z) iiber- 
einstimmt, falls z—z, gleich einer positiven reellen Zahl ist; daraus folgt die Uber- 
einstimmung beider Funktionen. 

*°) Vgl. etwa N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktionen, 8. 143. 
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die eckige Klammer in der obigen Darstellung durch n-malige Differen- 


tiation in eine Summe von der Form 


2n+1 5 
e ~tt—%) 


a 
v=1 (t—,)” 





iibergeht, wobei die a,,«,,...,@,,,, Konstante bedeuten; dieser Aus- 

druck hat nach der S. 76 und 77 gemachten Bemerkung bei t = + oo (fiir 

hinreichend groBe zx) den Fourierschen Charakter. Die n-te Ableitung des 

zweiten Gliedes in der obigen Darstellung von ®(a-+-¢t) hat die Form 
n+1 


“x 
Po 


v=1 1 


da die Ableitungen des Integrals wegen der gleichmaBigen Konvergenz 
simtlicher auftretenden Integrale durch Differentiation des Integranden 
gewonnen werden. Alle Integrale in diesem Ausdruck sind dem Betrage 
nach unterhalb einer von ¢ unabhiingigen Grenze; daraus folgt die absolute 
Integrabilitét im Unendlichen der durch diese Summe dargestellten Funk- 
tion, also ihr Fourierscher Charakter bei t = +00. 

Es zeigen auch die entwickelten Formeln die Konvergenz der Ablei- 
tungen ®” (a+ it) gegen Null, falls ¢ iiber alle Grenzen wichst. Damit 
ist unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen. 

In derselben Weise ergibt sich der etwas allgemeinere Satz, daB wenn 
die Laplacesche Transformierte p(z) der betrachteten Funktion f(x) fiir 
R(z)>a die Bedingungen des vorangehenden Satzes erfiillt, auf der 
Geraden ¥i(z)=a aber in der folgenden Form darstellbar ist: 


ax 
p(z)= m (—m)e +y(z), 
wobei z,=a-+it, Punkte dieser Geraden, die Exponenten o, aber weder 
Null noch negative ganze Zahlen sind, wenn ferner die n-te Ablcitung 
y™(a-+ tt) in jedem endlichen Intervall von t vom beschrénkten Betrage 
ist, die Funktionen 


p(a+itt), p’(a+it), ..., p®™- (a+ it) 


fiir t= +o den Grenzwert Null haben und schlieBlich p™(a-+ it) bet 
t=+0co den Fourierschen Charakter besitzt, so besteht die folgende 
asymptotische Formel : 





lim 2* elfz) - on gt x On-! = 0. 


pe = Tier) 
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6. Der wesentliche Punkt der vorangehenden Untersuchungen ist die 
Diskussion des analytischen Charakters der Laplaceschen Transformierten 
der Funktion e**z¢-', falls o nicht Null und keine negative ganze Zahl 
ist. Wir wollen jetzt diese ausgeschlossenen Fille untersuchen und an- 
nehmen, daB 9 = —k eine negative ganze Zahl oder Null ist. Dies 
fiihrt zur Behandlung der Funktion: 


@(z) = | e-**#e**2-*-' dz (k= 0, 1, 2,...). 
i 


Durch wiederholte partielle Integration erhalt man — dhnlich wie im vor- 
angehenden Falle — die Formel: 
e7 @-%0) e 72-20) 


et) 
— (k +1), + (k+1)(k + 2) <— 


(2—%)° (z—2)° 


P(z)= 





Z—2% 
e7(t~%) 


s $e. +(=1)"(k+1)(k +2)... (+9) Oe 





_(- 9" FED +2).. etm tD) 
(z—2z,)**? 


fe —(z—Z,) x —-k-a—-32 dx . 

| 

aus der man, wie oben, erkennt, daB (z) alle Forderungen, die fiir das 
Verhalten im Unendlichen gestellt sind, erfiillt, sowohl fiir R(z) > R(z,) = a, 
wie auch lings der Geraden R(z)—a. Wiederum gilt die Darstellung 


1 2 
@(z) = (z— 2)*{ Sf e-#x-t-1dz + fe-ta-tahde 
‘E—2o 1 


(wobei der Integrationsweg wie oben zu wahlen ist), aus der man mit 
Riicksicht auf die Relation 
1 


, v—k k+1 
fe-t2-ttae =» (—1)” ine + c 2 log (z — 2), 





2-2 () 
in der die Summe auf alle ganzzahligen Werte von » mit Ausnahme von 
vy = k zu erstrecken ist, erkennt, daB ®(z) eine Zerlegung von der Form: 


@ (2) = (— 1)*** E=*)" Jog (z — x) + P(e) 


gestattet, in der (z) eine ganze transzendente Funktion ist. Durch eine 
wortliche Ubertragung des Beweisganges, der auf den Satz S. 81 dieses 
Abschnittes fiihrte, gelangt man aus dieser Zerlegung zu dem folgenden 
Resultat: 


Die Laplacesche Transformierte y(z) der Funktion f(x) erfiille die 
Bedingungen 1 und Ill (8.79) fiir R(z) >a; auf der Geraden R(z) =a 
gestatie p(z) bzw. thre Randwerte die. Zerlegung: 


(2) =(z—%)*log(z—z)+y(z) (%=a+it), 








ee RAE te 
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wobei k eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet und die Funktion 
y(a+it) von t so beschaffen ist, dap ihre n-te Ableitung y™ (a+ it) 
dem Betrage nach in jedem endlichen Intervall beschrankt bleibt; es mégen 
die Funktionen 

p(a+it), op (a+ét),..., p'"?(a+ it) 
fiir t= +co den Grenzwert Null haben und p™ (a+ it) bei t= +00 
den Fourierschen Charakter (fiir hinreichend groBe x) besitzen. Unter 
diesen Bedingungen gilt die asymptotische Formel: 

lim 2" e~** (f(z) +(—1)* kie**x2-*""] = 0. 

7. Durch diesen Satz erhaélt man den asymptotischen Charakter der 
Funktion f(z), falls ihre Laplacesche Transformierte in einem Punkte der 
kritischen Geraden eine logarithmische Singularitét aufweist, im Unend- 
lichen aber alle gestellten Forderungen erfiillt. Hs liegt nun nahe, noch 
den allgemeinen Fall zu untersuchen, daB y(z) langs der Geraden R(z) =a 
eine Zerlegung 


gestattet, wobei o keine negative ganze Zahl bedeutet, | y™ (a + it)! 
wiederum in jedem endlichen Intervall von ¢ beschrankt bleibt, und y(z) 
fiir R(z) >a die Bedingungen I und III, fiir R(z)—a aber — wie in 
den vorangehenden Fallen — die Bedingungen erfiillt, da8 


lim op” (a+it)=0 (»=1,2,...,m—1) 
t=+o 
ist und »™(a+it) bei t= +co den Fourierschen Charakter besitzt. 
Man zeigt unschwer, daB unter diesen Bedingungen: 
. mn -az ‘ mt Zot e-1 _ I" (e) -_ 
lms e M2) + ree x (log2 Te) | 0 
ist. 
In der Tat, ist der reelle Teil von g positiv, so erhailt man fiir 
R(z) > R(z,) =a durch Differentiation der Gleichung (7) nach 0: 


x 





ferttet* a" loge dz = ee... aa log (z — z,). 


: (2—%)® (#—2)* 


Wenn dagegen (eo) < 0, o aber keine negative ganze Zahl ist, so ergibt 
sich in ahnlicher Weise aus (9): 

fe" e** 2°" logadz 

1 


on Sos ns nls ~ S — 1)’ &=%)" 
(z-4%)® (2-%)° & Jt 2h eral 














88 A. Haar. 


da die Differentiation unter dem Integralzeichen wegen der gleichmaBigen 
Konvergenz der resultierenden Integrale gestattet ist. 
Man kann nun die Funktionen: 


®(z)= f e-t2 ene ze-1 log xdxz (R(e) > 0) 
0 


bzw. : @(z)= fe-z e** xe-1logrdzx (R(e) < 0) 
1 


einer ahnlichen Diskussion unterwerfen, wie es in 5. mit der dort mit ®(z) 
bezeichneten Funktion geschah. Man iiberzeugt sich, da8 diese Funktionen 
fir R(z)>a regular analytisch, fiir z—a-+it aber bei t= +o den 
Fourierschen Charakter besitzen. Daraus folgt aber, daB, wenn die La- 
placesche Transformierte y(z) von f(x) langs der Geraden Ri(z)=a die 
Zerlegung: 

(e) _ _F(e) 
(z—4,)° (z—%)® 
gestattet (0 +0, —1, —2,...), wober |w™ (a+ it)| in jedem endlichen 
Intervall von t beschrankt bleibt, p(z) aber die Bedingungen I und III 
(8.79) fiir R(z)>a erfillt, fir z=—a-+it aber so beschaffen ist, dag 

lim g”(a+it)=0 (v=0,1,2,...,.n—1) 
t=To@ 
ist, und »™ (a+ it) bei t= +o den Fourierschen Charakter besitzt, die 
asymptotische Formel: 


p(z)= 





log(z — 29) + w(2) 


lim 2* e~** (f(x) — e%* ze-" logz] = 0 
richtig ist. ise 

Durch Kombination dieses Ergebnisses mit dem in 5. gewonnenen 
Resultat erhalt man die zu Beginn von 7. aufgestellte Behauptung. 

8. Dieser letzte Satz ergibt sich aus den beiden vorangehenden 
(vgl. 5. und 6.) durch ein Verfahren, das vielfach mit Vorteil angewandt 
werden kann; es besteht in der Anwendung der folgenden Formel, die 
das Multiplikationsgesetz der Laplaceschen Transformation angibt™). Ist 


wle—fe-*n(z)de, — 9(2)—fe-h(2)de, 
so ist 


(2) = 9 (2) va(2)— Sets (2) de, 


*t) Diese leicht verifizierbare Formel tritt hiufig in allen Untersuchungen — 
beispielsweise in der Wahrscheinlichkeitsrechnung — auf, bei denen die Laplacesche 





Transformation eine Rolle spielt; vgl. Horn: Journal fir die reine und angewandte 
Mathematik 144, 8, 170. 


. 
; 
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wobei 
2-a 


(10) f(x) = J f.(8)fa(2 — &) dé 


gesetzt ist, falls die auftretenden Integrale absolut konvergieren. Nehmen 
wir an, daB y,(z) im Punkte z=, eine algebraische Singularitat (wie 
in 5.), @,(z) aber eine logarithmische (wie in 6.) besitzt, so hat p(z) 
die Singularitét der in 7. behandelten Art und das asymptotische Ver- 
halten von f(z) — das unschwer diskutierbar ist — liefert den letzten 
Satz. Uberhaupt lehrt die Formel (10) das asymptotische Verhalten einer 
Funktion, deren Laplacesche Transformierte als ein Produkt dargestellt 
ist, wenn man das asymptotische Verhalten der zu den einzelnen Faktoren 
gehérigen Funktionen kennt. 

Das Ergebnis unserer Untersuchungen besteht in der Erkenntnis, 
daB — falls die Laplacesche Transformierte g(z) einer Funktion f(z) die 
erwahnten Bedingungen im Unendlichen erfiillt — der funktionentheoretische 
Charakter dieser Transformierten bzw. ihre singuliren Stellen und zwar 
diejenigen, deren reeller Teil méglichst groB ist, ausschlaggebend fiir das 
asymptotische Verhalten der zugehérigen Funktion f(z) ist. Die behan- 
delten Fille betreffen Singularitéten von algebraisch-logarithmischem 
Charakter; es lieBe sich auch der Fall behandeln, in dem die Laplacesche 


4 
Transformierte eine exponentielle Singularitat a der Form e— :) aufweist. 
Man hat zu diesem Ende die Formel: 


— «A 
-22 cosh Va 2 4 4z 
fe see ae) 4 
0 


heranzuziehen; in der Tat ist das asymptotische Verhalten der Funk 
aE 


tion “**!* eine total verschiedene von den bisher betrachteten. Es wire 
z 
auch des Interesses wert, zu untersuchen, welches asymptotische Ver- 


halten einer Singularitét von der Form esr. entspricht. 
Z—£y 
Wir wollen auf diese Fragen hier nicht weiter eingehen, sondern an 
einigen klassischen Beispielen zeigen, wie einfach die dargelegte Methode 
zur Bestimmung asymptotischer Ausdriicke zum Ziele fiihrt. 


§ 3. 
Beispiele und Anwendungen (Potenzreihen). 


9. Wir werden uns zunichst mit dem asymptotischen Verhalten einiger 
bestaindig konvergenten) Potenzreihen 
gen 


f(z) =a, +a,2+a,2*+...+4,2"+... 
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beschiftigen, wenn z lings eines vom Nullpunkte ausgehenden Strahles 
ins Unendliche riickt. Wenn die unendliche Reihe 


l! 
(11) Go(2) = 2+ Hh 4 Si teeth Ste. 


fiir hinreichend groBe | z| ee so stellt sie die Laplacesche Trans- 


formierte der Funktion f (2x) (fiir positive reelle Werte der Verinderlichen) 
dar, d.h. es ist 


Go(2) = f e-**f(x)de 
Dies folgt, mit Riicksicht auf die Relation: 


festa-taz =o 


nm+1? 
Zz : 
0 


unmittelbar aus einem bekannten Satz**) iiber die Integration von unend- 
lichen Reihen. 

Wir machen nun die Annahme, da8 die Reihe (11) fiir |z| > R kon- 
vergent ist; die Funktion g,(z) ist alsdann im Unendlichen regular und 
gleich Null; ihre Ableitungen verschwinden von mindestens zweiter Ord- 
nung. Folglich sind alle Bedingungen, die wir in den Sitzen des voran- 
gehenden Abschnittes fiir das Verhalten im Unendlichen gestellt haben, 
erfiillt; namentlich ist die Funktion y,(z) und alle ihre Ableitungen auf 
jeder Geraden vom Fourierschen Charakter, und es ist auch die Bedin- 
gung III (S. 79) fiir jedes a und o erfiillt. Es kommen daher bei der 
Behandlung des asymptotischen Verhaltens von f(x) nur die im Endlichen 
gelegenen singularen Punkte von y,(z) in Betracht, und zwar in erster 
Reihe diejenigen, deren reeller Teil méglichst groB ist. 

Wenn die unabhangige Verinderliche lings eines von. Nullpunkte aus- 
gehenden Strahles ins Unendliche riickt, der mit der positiven reellen Achse 
den Winkel @ bildet, d.h. wenn 


xz = |2| et 
ist, so handelt es sich um das asymptotische Verhalten der Funktion 
a, +a, |zle** +a,|2|"e%? +... +a, |2|*e"?+..., 


deren Laplacesche Transformierte — nach dem Obigen — die Funktion 


2 n! a, e"*® 
n+l 


Po (2) = = 40 y(e-F0z) 


ist. Da sich g,(z) im Unendlichen wie y,(z) verhilt, so sind fiir das 
asymptotische Verhalten von f(x) lings des betrachteten Strahles die- 


*) Vgl. etwa Bromwich, An Introduction to the Theorie of infinite series, S. 453. 
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jenigen singularen Stellen von y,(2) ausschlaggebend, deren reeller Teil 
méglichst groB ist. Nach der letzten Gleichung sind diese Stellen die- 
jenigen singularen Punkte unserer Funktion g,(z), die man durch die 
folgende Konstruktion gewinnt: Man betrachte denjenigen vom Nullpunkte 
ausgehenden Strahl, der den Winkel (— 6) mit der positiven reellen Achse 
bildet (d. h. das Spiegelbild des betrachteten Strahles in bezug auf die 
reelle Achse), und bewege eine Gerade senkrecht auf diesen Strahl (bzw. 
auf seine Verlingerung) vom Unendlichweiten ausgehend, bis man auf eine 
singulare Stelle von y,(z) stéBt. Die auf dieser Geraden gelegenen 
singuléren Punkte von y,(z) entsprechen den singuléren Punkten von 
%_(2) mit gréBtmiglichem Realteil. 

In dem ziemlich allgemeinen Falle, daB ¢y,(z) nur Singularitéten von 
der im §2 behandelten algebraisch-logarithmischen Art besitzt, und auf 
jeder Geraden nur endlich viele singulire Punkte dieser Funktion liegen, 
beherrscht man — nach den vorangehenden Entwicklungen — das asympto- 
tische Verhalten von f(z) lings jedes Strahles. 

Die soeben erwahnte Konstruktion, die die Lage der ,,ausschlaggebenden“ 
singulaéren Stelle von g,(z) angibt, falls die unabhangige Verinderliche 
langs eines Strahles ins Unendliche riickt, liefert bereits verschiedene Sitze, 
die Phragmén und Lindeléf in ihrer grundlegenden Arbeit ,Sur une exten- 
sion d’un principe classique de |’Analyse ...“ (Acta math. 31) abgeleitet 
haben. Unsere Resultate gestatten aber in bestimmter Hinsicht ein tieferes 
Eindringen in das asymptotische Verhalten der analytischen Funktionen, 
da sie nicht nur die Lage, sondern auch den Charakter der Singularitaten 
der Laplaceschen Transformierten beriicksichtigen. Auf Anwendungen dieser 
Art hoffe ich in einer spaiteren Mitteilung zuriickzukommen. 


10. Ein Beispiel fiir den soeben behandelten Fall liefert die Bessel- 


sche Funktion 
1(= 1)" 


deren Laplacesche poealee” von Lipschitz berechnet wurde. Man 
verifiziert leicht die Relation 


vals) = fe e~** J (x) Jae = 3-1 (2k)! 1 


92k; ni\® ' Sakti 
3 2 (k!)* Zz 





me (- 2) — 

* f=0 k ” 9 lize" 

mit deren Hilfe man die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funk- 
tion ohne Mithe, wie folgt, auswerten kann: Die singuliren Stellen der 
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Funktion y,(z) sind die Punkte z= +7, die algebraische Singularitaten 
— })-ter Ordnung sind. Subtrahiert man daher von y,(z) den Ausdruck 
irk 3- . ..(2k—-1) 1 /e-i 
in A+ dt 23...5 4 (e¢)] 
, ree >) 


-aede (2—8)", 


k=0 














x die n-te Teilsumme der Taylorschen Ent- 


in dem der Faktor von 








wicklung der Funktion a ist, so verschwindet die Differenz an der 
zZ+t 


Stelle zi von der (n-+ })-ten Ordnung, daher ist die n-te Ableitung 
dieser Differenz bei z=7 stetig. Subtrahiert man in analoger Weise 
1 
ae Seat +E) 
yz+i \-2ice 2* ki ; 
so findet dasselbe an der Stelle z= —i statt. Folglich gestattet die 
Laplacesche Transformierte p,(z) eine Zerlegung von der folgenden Form: 








gel (k+5) 
Non Te Fee (2-4-4 
1 
eT \k+ 
ap Pa ge | +8 Loy + w(2), 





)-—2i275 2" 
wobei die n-te Ableitung von w(z) iiberall, auch an den Stellen z= + i, 
stetig bleibt. Da im Unendlichen y,(z) regular und gleich Null ist, so 
sind wiederum alle Bedingungen, die wir im vorangehenden Abschnitt fiir 
das Verhalten der Laplaceschen Transformierten im Unendlichen aufgestellt 
haben, erfiillt, und der Satz (8. 85) liefert das Resultat: 


1 
1 i* r(k+5) e*® 

















lim 2" [J (2) — Pin = 2 Ei r(t—a) g*-t 
ia - r(k+5) te e]a0 


:- a —_ gt k! 1 
. +* 2-0 r(5—k) 
oder, indem man e? an der rt von ¢ schreibt, die Formel: 


lim 2" (1) -ES- eS 





x 
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und dies ist die bekannte asymptotische Darstellung der Besselschen Funk- 
tion, falls x lings der reellen Achse ins Unendliche riickt. 
Will man noch eine Abschitzung fiir die Differenz 


= iM ous a = heed 
r(e)=1(0)-E Se 1 ( a+) 


r(f-3) 


gewinnen, so setze man in der letzten Formel n-+-2 an Stelle von n; 
aus der so gewonnenen Gleichung 








1 1 1 
lim 2*+* | F, (2) — ay G+: 
= bontnater(5—B) ! zx 





erhellt unmittelbar, daB 
1 
#,(2)=0 (54) 


Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung, wenn die unabhingige 
Verinderliche lings eines Strahles, der den Winkel @ mit der positiven 
reellen Achse bildet, ins Unendliche riickt: z= |z|e*®. Man findet als 
Laplacesche Transformierte in diesem Falle die Funktion 


ist. 


1 


= e~t0 —t05) — =e 
Po (2) e Po (€ z) Ve24 280° 


deren singulare Stellen 
z= tie? = F sind + i cos8 
sind. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann 0 < 6 < 2 angenommen 


werden; alsdann ist z, = —¢e*@ = sin@ —icos@ die ,,ausschlaggebende“ 
singulire Stelle, und eine leichte Rechnung zeigt, daB die Differenz 
1 
1 1 ort), 





sa - ¢6\k-4 
Ver402@ = Vidinet py 2*k: (ie8?)* wexkeails 
an der Stelle z =z, von der (m-+ })-ten Ordnung verschwindet. Da auf 
der Geraden R(z) = R(— ¢e*@) — sinO keine weiteren Singularitéten von 
e(z) liegen, so folgt, daB auf dieser Geraden gg(z) in eine Summe von 
der Form 


1 
ts Wes or(s+t) 
Vs%+e% = =ioixet®? Sy 2%: (ie*?)* 





Po (2) 





(2+ie%)** + w(z) 
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zerlegbar ist, wobei noch die n-te Ableitung von y(z) stetig bleibt. Unser 
Satz (S. 85) liefert unmittelbar den Ausdruck 


1 
1 = r(3+8) 1 1 7 #eFO ja! 
V—2inxe*® t= r(5-t) 2* ks (ic*?)* ia [ttt 








als asymptotische Annaherung der Besselschen Funktion, wenn die unab- 
hingige Variable z lings des Strahles z= |2|e* ins Unendliche riickt. 
Fiihrt man z an Stelle von | z| e*® ein, so ergibt sich der bekannte Ausdruck 


pr). teed 
Wenz r(1_ ) ates rs: 








und eine einfache Betrachtung, die wértlich wie in dem obigen Falle ge- 
fiihrt werden kann, lehbrt, daB der Fehler wiederum von der Ordnung 
az~™t® ist, 

Die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktionen héherer 


Ordnung 
(—1)* A+ak 
ii(z)= S artery rasrsh ) 


ist in derselben Weise durchfiihrbar; man hat nur auf die von Heine **) 
herriihrende Formel 


x ——. 2 

(2) = Jer (e) dz — Ve 
Bezug zu nehmen, die die Laplacesche Transformierte dieser Funktionen 
angibt. Diese Funktion g,(z) ist wiederum regular analytisch, mit Aus- 
nahme der Stellen z= +1, wo sie algebraische Singularitéten aufweist. 
Durch Reihenentwicklungen in der Umgebung dieser singuliren Stellen 

kann man wiederum eine endliche Summe von der Form 


a,(2)= 3 (a,(e— 8) + eta h 


bestimmen von der Beschaffenheit, daB die Differenz y,(z)— s,(z) fiir 
z= +4 von der (n+ })-ten Ordnung verschwindet. Die Anwendung des 
Satzes (S. 85) liefert dann unmittelbar die bekannte asymptotische Ent- 
wicklung, und man sieht, daB ihre Berechnung nichts als die Bestimmung 
der Koeffizienten von gewissen Potenzentwicklungen elementarer Art er- 
fordert. 


*) Theorie der Kugelfunktionen 1, 8. 243, 2. Aufl. Berlin 1878. 
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11. Wir wollen zweitens ein Beispiel behandeln, in dem die Laplace- 
sche Transformierte keine elementare Funktion ist, und betrachten zu 
diesem Zwecke die Potenzreihe 

2. 
z 
f (a) = 2 kL ’ 
in der s eine beliebige komplexe GréBe (die nicht gleich einer positiven 
ganzen Zahl ist) sein kann. Die asymptotische Entwicklung dieser Funktion 
wurde von Herrn Hardy in Angriff genommen; in seiner in der Einleitung 
angefiihrten Abhandlung zeigt er, daB, falls x lings eines vom Nullpunkte 
ausgehenden Strahles ins Unendliche riickt, der im ersten oder vierten 
Quadranten liegt, die Formel 
e* a a 
f(z) = (1 +¢,) (— = < argz < 3) 
gilt, wobei e, gegen Null strebt, und entwickelt sodann die entsprechende 
Formel fiir den Fall, daB der fragliche Strahl im zweiten oder dritten 
Quadranten liegt. Wir werden mit Hilfe unserer Methode nicht nur die 
obige Formel von Herrn Hardy ableiten, sondern die volle asymptotische 
Entwicklung der Funktion f(z) gewinnen. 


Als Laplacesche Transformierte findet man namlich im vorliegenden 
Falle 


71 1 
Po(2) — few f(x)dz= an Bi? 
0 k=1 5 

da diese Reihe fiir |z| > 1 konvergiert, so handelt es sich bei der Be- 
stimmung der fraglichen asymptotischen Entwicklung nur um die Diskussion 
der im Endlichen gelegenen Singularitéten der Funktion y,(z). Die Funktion 
xy? 

tan * 

wurde in der Literatur vielfach untersucht; eine ausfiihrliche Behandlung 
ihrer Singularitéten findet man in dem trefflichen Buche E. Lindeléfs: 
Sur le calcul des résidus (8. 138), wo gezeigt wird, daB die einzige im 
Endlichen gelegene singulare Stelle dieser Funktion der Punkt z= 1 ist; 


in der Umgebung dieser Stelle gestattet die betrachtete Funktion eine 
Zerlegung von der Form: 


. e. r(ia- s) (log +)" "+ Y (2), 


k=1 ke 


wobei Y(z) an der Stelle z= 1 regulir analytisch ist. Daher sind die 
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singularen Stellen unserer Funktion g,(z) die Punkte z=0 und z= 1, 
und in der Umgebung des letzteren gilt eine Darstellung 


T=" (logz)'"* + v(2), 


wobei y(z) an der Stelle z= 1 regular analytiech ist. Daraus erkennt 
man, daB, wenn z lings eines Strahles ins Unendliche riickt, der im 
ersten oder vierten Quadranten liegt, d. h. wenn 


Po (2) = 


2 =|2|et?, —7<0<5 
ist, so ist — nach der in 9. angegebenen Konstruktion — die ,,ausschlag- 
gebende“ Singularitét der entsprechenden Laplaceschen Transformierten 
P_(2) diejenige, die aus der singularen Stelle z= 1 von g(z) entspringt. 
Da ¢,(z) an dieser Stelle eine Singularitat von der im § 2 behandelten Art 
besitzt, so liefern unsere dort entwickelten Formeln (8.85) die volle 
asymptotische Entwicklung. Um dies ins Einzelne zu verfolgen, bemerken 
wir, daB die Laplacesche Transformierte 


Pq (z) = e=*8 yy (e-*0 2) 


die beiden singuliren Stellen z= 0 und z= e*® besitzt, und in der Um- 
gebung der letzteren eine Darstellung von der Form 


99 (2) = A=" (logs — £8)'-* + y, (2) 


giiltig ist, wobei ¥; (2) regular analytisch an der Stelle z = e*® ist. Daher 
ist die Funktion Po (2 z) fir R(z)>cos@ regulir analytisch, erfiillt im 
Unendlichen — da sie dort ebenfalls regular analytisch ist — samt ihren 
simtlichen Ableitungen alle gestellten Forderungen, und besitzt an der 
Stelle z = e*@ eine Singularitét von der beschriebenen Art. 

Um daher Jie fragliche asymptotische Entwicklung zu gewinnen, ent- 
wickeln wir die Funktion 


= in (O=*) (og 2 — 16)? 
in der Umgebung der Stelle z = e*®; eine leichte Rechnung ergibt 


oc") (logz — +0)*~* 


- —y(—1)* -1 
= 59 3-1 * e/g — of)F./(g — of Pires e- * (g— o60)#)’ 
=0 





— rU-s) _ ave my —ik@ = ie\* 
i90 (z—e) ae (z— ef@)", 
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wobei man die Koeffizienten c,,¢,,...,¢,,... durch Multiplikation der 
obigen Potenzreihen berechnen kann. In geschlossener Form erhilt man 
fiir c, den Ausdruck 


a=holt ~ ‘ fir z=1. 


Wenn nun (8) zwischen den ganzen Zahlen g und g-+1 gelegen ist 
9<R(s)<g+1, 
so verschwindet die Differenz 
i=9 


®) (logz — 10)*"* SCT POs — ef0)*-* Se, e-stO (2 — ef0)* 
k=0 

an der Stelle z= ef von der (n+ )-ten Ordnung, d.h. es ist — falls 

n so groB gewahlt ist, daB n-+g> 0 avsfallt — die (n + g)-te Ableitung 

dieser Differenz an der betrachteten Stelle noch stetig. Unsere Funktion 

~,(2) gestattet daher in der Umgebung der Stelle z = e*® (also insbeson- 

dere lings der Geraden §(z) = cos@) eine Zerlegung von der Form: 


%9(2)—= ros) y 0, 6-180 (2 — e60)**#-2-4. wy, (2), 


wobei noch die (n -+-g)-te Ableitung von y,(z) eine stetige Funktion ist. 
Unser Satz (8. 85) liefert daher die ee Gleichung 


lim arto e—le\cono | ( f(|x| et) — ae 7 








if) 
Ce tke e? ed 


z= 4 (lbs) | 2 Pte : 
d.h. es ist — wenn man 2 statt tae einfiihrt 
‘ r-se* ym 
= *|f(e 2) — OS Sra=aal =? 


Diese Beziehung gilt fiir solche Werte von z 
a 4 
— 37 <O=amgr<-z. 


Fiir ganzzahlige Werte von s kann man ebenfalls die entsprechenden 


© ok 
Formeln entwickeln, da das Verhalten der Reihe a= an der Stellex = 1 


k=1 
fiir diesen Fall bereits aus Resultaten von Kummer entnommen werden 


kanr, Es wiirde auch keine Schwierigkeiten bieten, in analoger Weise das 
asymptotische VerLalten der allgemeineren Funktionen 
i (k+a)*kt’ 


Mathematische Annalen. 96. 


~ 











98 A. Haar. 


mit denen sich Herr Hardy in der erwahnten Arbeit beschaftigt, zu be- 
stimmen, da man — wie Herr Lindeléf in den letzten Zeilen seines er- 
wahnten Werkes bemerkt — die Singularitaéten der Funktion 


+ -* 
poi (+2) 
mit analogen Mitteln diskutieren kann, wie im Falle a= 0. 

Hingegen versagen unsere Entwicklungen, falls x lings eines im 
zweiten oder dritten Quadranten verlaufenden Strables ins Unendliche 
riickt, dain diesem Falle die ,,ausschlaggebende“ Singularitét der Laplace- 
schen Transformierten die Stelle z= 0 ist. Diese Singularitét ist nicht 
mehr vom algebraischen Charakter und — obwohl sich aus den Lindeléf- 
schen Untersuchungen verschiedene Schliisse auf das Verhalten von ¢,(z) 
in der Umgebung des Nullpunktes ergeben — so scheinen mir diese noch 
nicht auszureichen, um die volle asymptotische Entwicklung der obigen 
Funktion zu liefern. 


g 4. 
Beispiele und Anwendungen. (Bestimmte Integrale.) 


12. Fiir das bekannte Laplacesche Problem der ,,Funktionen groBer 
Zahlen“ gewinnt man mit unserer Methode recht durchsichtige Formeln. 
Hier handelt es sich bekanntlich um die Funktion 


f(x) = fee? G(t)ds 


wobei wir der Einfachheit halber die Strecke 0 <¢<1 als Integrations- 
intervall genommen haben. Die Laplacesche Transformierte ist in diesem 
Falle 


Git 
(12) o(s)=fe*r(2 = {2 He as. 
0 
Wir kénnen annehmen — ohne die Allgemeinheit einzuschrinken —, daB 


F(t) an der Stelle ¢ == 0 verschwindet, und daB fiir alle andern im Inte- 
grationsintervall gelegenen Werte von ¢ diese Funktion einen negativen 
reellen Teil besitzt: 


F(0)=0, (F(t) <0 fir 0<t<1, 


da der allgemeine Fall auf diesen zuriickfiihrbar ist. Wir machen noch 
die Annahme, da8 die Funktionen F(t) und G(t) im Integrationsinter- 
vall (einschlieBlich der Grenzen) regulire analytische Funktionen sind, 
und kénnen leicht erkennen, wo die singulairen Stellen der Funktion ¢(z) 
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liegen. Fiir unsere Zwecke ist iibrigens schon die triviale Bemerkung aus- 
reichend, daB die Funktion g(z) mit Ausnahme der Stelle z= 0 fiir alle 
Werte der unabhingigen Verinderlichen, deren reeller Teil gréBer oder 
gleich Null ist, regular analytisch ist, da etwaige singulare Stellen offenbar 
nur dort liegen kénnen, wo der Nenner des Integranden von (12) ver- 
schwindet. Da ferner y(z) fiir z =o regular und gleich Null ist, so er- 
kennt man — wie im vorangehenden Abschnitte —, daB fiir das asympto- 
tische Verhalten von f(x) der Charakter der singularen Stelle z= 0 der 
Funktion y(z) ausschlaggebend ist. Da das Integral 


ff G(t) 
z—F(h % 
fiir jedes positive «(< 1) eine bei z= 0 regulire analytische Funktion 


darstellt, so kann man sich bei der Untersuchung des Verhaltens von 
¢(z) im Nullpunkt auf die Funktion 


G(t) 
ot 
0 
beschrinken, wobei « beliebig klein gewahlt werden kann. 


Um nun diese Untersuchung in voller Allgemeinheit durchzufiihren, 
nehmen wir an, daB F(t) fiir t= 0 von der p-ten Ordnung verschwindet: 


F(t)= 0? (y+ 1t+ rt +--+) (%9 +0) 
und fiihren als neue Integrationsverinderliche 








t= VF) =tVy, +y,t+ yt +... 
ein. Da sich aus diesem Zusammenhang ¢ als eine fiir hinreichend kleine 


Werte von t konvergente Potenzreihe ergibt, so geht — fiir hinreichend 
kleine « — das Integral 


G (t) 
io dt 


in einen Ausdruck von der Form: 


A 





fatartartetebt.. g, 
: z—t? 
iiber, wobei 
n d Git 
Cotet+et*+...f et +... = O(t) f= 7 SO 
an (VFO) 


7* 
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gesetzt ist, und als Integrationsweg der Kurvenbogen zu nehmen ist, der 
vermége der Abbildung t(¢#) = + der reellen Strecke 0 < ¢ < 1 entspricht®). 
Der sog. Biirmannsche Lehrsatz*®) liefert iibrigens den folgenden expli- 
ziten Ausdruck fiir die Koeffizienten c,: 


(18) “= map? Olt — a 


Wir zeigen zunichst, daB wenn §§(r) irgendeine fiir die in Betracht 
kommenden Werte von t konvergente Potenzreihe bedeutet, das Integral 








, Paty 
fz —> B(e)de (n =0, 1, 2,...) 


eine solche Funktion der komplexen Verinderlichen z darstellt, deren 
n-te Ableitung an der singularen Stelle z= 0 noch stetig bleibt. Diese 
Behauptung ist mit der Tatsache identisch, daB die Funktion 


A 


f(y" sear 


an der Stelle z= 0 stetig ist. Die durch Produktintegration gewonnene 
Formel 


oof (22,)"" Bere 


— Sa 8O-f (Fa) 














) ((pn + 1) P(r) + cP’ (t)) de 


lehrt die Richtigkeit der Behauptung fiir jedes ganzzahlige n, falls sie fiir 


“) Wir nehmen « so klein, daB dieser Integrationsweg ein doppelpunktloser 
offener analytischer Kurvenzug ist. 

%) Es kommt die folgende Form des fraglichen Satzes zur Anwendung: Die an 
der Stelle ¢=0 regulir analytische Funktion w(t) mége bei ¢=0 von der ersten 
Ordnung verschwinden; ist Q(t) eine beliebige bei t=0 regulire Funktion, so gilt 
fii: hinreichend kleine | @(t)| die Darstellung 


at) . 
a) = ay S(t) , 


=0 
wobei zur Abkiirzung P 


ath 


or (8 (StH) Jeno 


gesetzt ist. (Q(t)=G(t), w(t)=VFit) =). 











Asymptotische Entwicklungen. 101 


n= bewiesen werden kann; in diesem Falle aber erkennt man die 
Stetigkeit unmittelbar auf Grund der Relation: 


A 





a 
+ 7) BO + ©’ (r))log (2 — +)dr. 


Wir schlieBen aus diesem Umstande, daB8 die Laplecesche Transformierte 
y(z) die folgende Zerlegung gestattet: 


patp-1 4, 
(14) g(z)= > o {ae +y(2), 
v=0 rif —_ 
4 > es” 
wobei y(z) = a — dt eine solche Funktion bedeutet, deren n-te 


Ableitung an der Stelle z= 0 stetig ist, und es handelt sich nun darum, 
den singularen Charakter der Funktionen 





(» =0,1,2,...) 


an der Stelle z= 0 zu untersuchen. 
Fiir » = p — 1 erhalt man unmittelbar: 
Jpn3(2) = > (log 2 — log (2 — 4?)); 
in Verbindung mit der Gleichung 


-1 
Jism =f 7? ae—fe p-12*—rt? —r* 


g—rt? z—rt? 





k 
= 2* Jp_-1(z) — [2 s**t +o i ght att +...+ =| 
erkennt man daraus sofort, da8 die Differenz 


k 
Jp-1+ 2» — = loge (k=0,1,2,...) 
in der Umgebung der Stelle z=0 eine regulare analytische Funktion 
darstellt. 
Ist aber 
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so kann man, um die fragliche Singularitaét zu untersuchen, folgendermaBen 
verfahren: Man bestimme zunachst denjenigen Winkel 


2(x-+1)5 <@< 2x7, 


in dem der Integrationsweg der bhai J,(z) (fiir hinreichend kleine e) 
verlauft**) und fiihre sodann eine neue Integrationsvariable § vermége 


9 — 

t=VE 
ein, wobei derjenige Wert der Wurzel zu nehmen ist, dessen Argument 
in demselben Winkel liegt. Fiir J,(z) ergibt sich sodann der Ausdruck: 


4? vti 


J,(2)= rt tees 


und der Integrationsweg ist wiederum ein doppelpunktloser analytischer 
Kurvenzug, falls « hinreichend klein gewahlt war. Erstreckt man aber 
dieses Integral lings einer Schleife (C), die vom Punkte 4” ausgehend und 
den Nullpunkt einmal im positiven Sinne umkreisend den friiheren Inte- 
grationsweg einschlieSt und zum Punkt 4” zuriickfiihrt, so erhalt man — 
nach einer hiufig angewandten SchluBweise — falls z auBerhalb dieser 
Schleife liegt : 


—e Six (v¥+1) 
aed? ite’ P ~1) 3,(2). 


Nun stellt aber jenes Integral, falls z innerhalb jener Schleife (C) 
liegt, eine daselbst regulare analytische Funktion .v(z) dar und die Diffe- 
renz u(z)—v(z) ist leicht auszuwerten, wenn man eine Schleife (C’) zur 
Hilfe heranzieht, die ahnlich wie (C) gelegen, aber innerhalb (C) verlauft. 
Es ergibt sich nimlich, falls z zwischen beidea Schleifen liegt: 


v+1 v+1 


v(@)—4(2)= 5 | * pate 


woraus man, in Anbetracht dessen, daB  ? — * in dem durch beide Schleifen 
begrenzten Gebiete regular analytisch ist, die Relation 














**) Man beachte, daB die Abbildungsfunktion 


= VF(t) 


und ihre Umkehrung in der Umgebung des Nullpunktes regular analytisch ist. 
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entnimmt, d. h. es ist: 


v+1 at 


way — 1) J,(2)— 2s > +0(3), 


u(z)= (e 
wo v(z) eine im Nullpunkte regulare analytische Funktion bedeutet. 
Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat: Ist 


v==(p — 1) (mod p), 
so ist die Differenz 











Lijo te 1s wh — Sat 
P sin (+1) = 


eine in der Umgebung der Stelle z= 0 regulire, analytische Funktion, 

wobei fiir die p-te Wurzel der oben festgesetzte Wert zu nehmen ist, ist aber 
¥=(p—1)(modp), 

so ist 


1 1 
J.(z)— > ? log z 


an der Stelle z= 0 regular analytisch. In Verbindung mit der Formel (14 ) 
ergibt sich hieraus, daB8 unsere Laplacesche Transformierte in die folgende 
Summe zerlegbar ist: 


+1 





pnt poi -—tx Py v+1 A 1 n 
a e —- 
p(z)= P Ps oN Rie ? + > Dd, Cepsp-12* logz+ Y(z), 
=0 sin (vy +1) — k=0 
v= (p—1) (mod p) P 


wobei die erste Summe nur auf solche Werte von » zu er.trecken ist, die 
nicht kongruent (p — 1) modulo p sind, und Y(z) eine solche Funktion 
bezeichnet, deren n-te Ableitung an der Stelle z= 0 stetig bleibt. Die 
Formeln, die wir im § 2 entwickelt haben, liefern daher die asymptotische 
Gleichung: 








pnt pri ~in , . 
lime*|f2)-2 JS” «+ 4+ 
zs=@ v=0 sin (» + 1)— r(i- )} 3 

+= (p—1) (mod p) P Pp z 


i= k k! 
+2 2m Ckp+p-1 eri =0, 


k=0 


wobei die auftretenden Koeffizienten c, durch die Gleichung (13) in 
expliziter Form gegeben sind. 
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Es scheint mir, daB diese Lésung des Laplaceschen Problems der 
Funktionen groBer Zahlen an Ubersichtlichkeit und Einfachheit nichts zu 
wiinschen iibrig 148t; es sei noch bemerkt, daB in dem Falle, daB die 
oben mit G(t) bezeichnete Funktion an der Stelle ¢=0 nicht regular, 
sondern von der Form 


G(t) = t"g(t) 
ist, wobei g(t) eine fiir #0 regulire analytische Funktion bedeutet, 
nach demselben Verfahren ahnliche asymptotische Formeln erhiltlich sind. 
13. Wie in der Theorie der Fourierschen Reihen die Integrale 


2x 


f F(t) cosxtdt baw. f F(t) sinztdt, 


so spielen in der Theorie der Besselschen Reihen die Integrale 
1 

(15) f F(t)J(at)dt 
i) 


eine wichtige Rolle und es ist daher des Interesses wert, ihr asymptoti- 
sches Verhalten zu studieren. Mit Hilfe der Formel von Lipschitz (8. 91) 
erhalt man als Laplacesche Transformierte des obigen Ausdruckes die 
Funktion: 





f Ft) ay. 
F Ve*+¢° 


die im Unendlichen wiederum regular analytisch und gleich Null ist, so 
daB die im Endlichen gelegenen singularen Stellen dieser Funktion den 
asymptotischen Charakter des Ausdruckes (15) bestimmen. Wir be- 
schrinken uns auf den Fall, daB F(t) ein Polynom ist, d. h. wir wollen 
uns mit dem asymptotischen Verhalten der Ausdriicke 


f,(#) = fr a(xt)at 


beschaftigen, was — nach der vorangehenden Bemerkung — mit dem 
Studium der Singularitéten der Funktionen 





i 
t™ 
nn (2 -{- dt 
wel se 
aquivalent ist. Nun kann man diese Integrale ohne Schwierigkeiten aus- 


werten; es ergeben sich verschiedenartige Resultate, je nachdem m eine 
gerade oder ungerade Zahl ist. Fiir ein ungerades m 


m=2k+1 
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ergibt sich 
) = (a, (2k+1) z** 4 gi (9k+1) 2**-* 


+ ghttn ,08-6 a fete) Y+1i- afore ghhtt 


wobei zur Abkiirzung: 


@k+y) att? —(— 1) 2k(2k—2)(2k—4)...(2k—2p+2) 
Me ~FEF1? t-te = (2k+1)(2k—1)(2k—8)...(2k—2p+l) 


(p=1,2,...,&) 
gesetzt ist. Ist aber m eine gerade Zahl 
m=2k, 


Poe+i(Z 





so erhalt man 
22 (2) = (af” ,**-* +a” 22-4 +ae” ztt-6 bs +aSP)~+ + T 


— af” 2** (log (1 + V2" + 1) — logz), 
wobei zur Abkiirzung 


. ee at” at 1) (22 1)8- 5)G5—5)...03—9a+2) 
ak = gE? Wk-sp 2k(2Qk—2)(2k—4)...(2k—2p) 


(p=1,2,...,4—1) 





gesetzt ist*’). 

Mit Hilfe dieser Formeln kénnen wir die asymptotische Entwicklung 
der Ausdriicke f, (2) auf Grund der im § 2 entwickelten Sitze sofort an- 
geben. Man kann zunichst. an der Hand dieser Formeln nochmals veri- 
fizieren, daB g,(z) im Unendlichen regular analytisch ist, und man sieht, 
da8 fiir ein ungerades m die Stellen z= +14 —, fiir ein gerades m aber 
z-= +¢ und z=0 die singularen Stellen dieser Funktion sind. Ist 
m=2k-+-1, so entwickle man  4:(z) in der Umgebung der Stellen 
z= +14; man erhalt Potenzreihen von der Form: 


Pore41 (2) = Ve—¢ Salt, —i)"=Vze+s Sal ag +3)", 


v=0 v=0 


deren Koeffizienten «®**” bzw. a"**” sich als einfache Ausdriicke der 


aftt) g@ttn  qaktn ergeben. Danach ist z4:(z) in die Summe 


P2e+1(2)= T= Px PRD (2 — i)" + Vata Daft? (2 +4)" + y(z) 


»v=0 v=0 


*") Diese Formeln ergeben sich aus den beiden leicht verifizierbaren Relationen: 
t?* +1 


Ver+i 





dt =(a@#+! 4 q@e+ t+... + atbtn eth) 12%4 1, 








2B) 4 g(t gy, + aft 28-2) Ve" es a2 log (t+ Vt*+1 +1). 








Versi 
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zerlegbar, in der w(z) eine solche Funktion bezeichnet, deren (nm + 1)-ter 
Differentialquotient an den Stellen z= +7 stetig bleibt (an jeder anderen 
Stelle ist diese Funktion regulér analytisch). Wir erhalten folglich auf 
Grund der im § 2 gewonnenen Siatze fiir f:,,:(2) die folgende An- 
naherung: 
ght ef 4 gltktD gs 3 
a” CIs) 

und eine Uberlegung, die wértlich wie im Falle der Besselschen Funktion 
(8.93) gefiihrt werden kann, zeigt, daB der Fehler von der Ordnung 
ro ist. 

Ist aber m eine gerade Zahl: m= 2k, so hat mo,(z) auBer z= +7 
noch z= 0 als singulare Stelle. Der Beitrag, den diese letzte Singularitat 
in der asymptotischen Entwicklung von f2;(zx) liefert, ist nach dem Satz 
8.18 

— age? k)! 


geht" 


Um die volle asymptotische Entwicklung zu gewinnen, entwickle man in 
der Umgebung der Stellen z= +i den daselbst singuliren Bestandteil 
von @24(z). Da 


log (1+ VP $1) — S1(— 1) WFD 


ist, so hat man zu diesem Ende nur die Funktion 


2 +1 (as (2k) Pl el ee ee af”) (14445 + Seer rs 


nach Potenzen von z—i bzw. z+-7 zu entwickeln; sind die so erhaltenen 
Reihen 


Vz—i De: GH)” bew. Vz+i Ps a2” (2 + 
v=0 
so lautet die asymptotieche Naherung fiir f2, (a) wie folgt: 
S 2k) et® (2k) ,-ta 
agh (2k)! +6, : 
* gp th+1 + Pe r(-4 ad ) att 
oe y 


und der Fehler ist wiederum von der Ordnung 








n+2° 


Ich habe mich, bei dieser ersten Anwendung des dargelegten Ver- 
fahrens, auf die in den letzten beiden Abschnitten behandelten Beispiele 
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beschrankt, da diese — wie mir scheint — geeignet sind, auf die Trag- 
weite der Methode Licht zu werfen. Beispiele dieser Art kénnte man in 
groBer Menge angeben; es fiihren z. B. der Integralsinus und die ver- 
wandten Funktionen die Mittag-Lefflerschen Z-Funktionen durch Laplace- 
sche Transformation auf elementare Funktionen, woraus man ihre asym- 
ptotischen Entwicklungen unmittelbar entnehmen kann. Die in der Theorie 
der Gammafunktionen aufiretenden asymptotischen Entwicklungen sind 
Spezialfalle der in 12. behandelten Aufgabe. Ich glaube mich nicht mit 
diesen bekannten Aufgaben weiter beschaftigen zu sollen und werde in 
folgenden Arbeiten solche Anwendungen des dargelegten Verfahrens ent- 
wickeln, die zu wesentlich neuen Resultaten fiihren. 


(Eingegangen am 6. 8. 1925.) 


[Anmerkung wahrend der Korrektur.] Herr Carathéodory macht 
mich in freundlicher Weise darauf aufmerksam, daB sich die letzte Formel 
auf 8. 103, die bei der Behandlung des Laplaceschen Problems der Funk- 
tionen groBer Zahlen mittels der dargelegten Methode resultiert, auf die 
folgende einfache Form bringen laBt: 


PRt+P-1 _ vt 
lim 2" | r(2)—5 yee r()eta]—0. 








v=0 a? 


Diese Formel wurde — wie ich aus derselben Mitteilung entnehme — 
von Herrn Woldemar Jacobi gefunden, und befindet sich in seiner (nicht 
gedruckten) Dissertation: ,,.Uber die naherungsweise Berechnung von Funk- 
tionen groBer Zahlen“. Heidelberg 1922. 


(29. 1. 1926.) 











Uber das Ma® der Bestimmtheit des Wachstums einer 
ganzen transzendenten Funktion durch die absoluten 
Betriige der Koeffizienten ihrer Potenzreihe’). 

Von 
Heinrich Brinkmeier in Kiel. 


—____ 


Einleitung. 


Wenn 
f(2)— 3,2” 
eine ganze transzendente Funktion ist, also 
lim VJe,| =0 
n=@ 


ist, und wenn M(r) das Maximum ihres absoluten Betrages auf dem 
Kreise mit dem Radius r um den Nullpunkt bezeichnet, also 


M(r) = Max | (2)| 
ist, so ist bekanntlich die Wachstumsordnung » der Funktion definiert als 
p= lim ‘ele M(r). 


; r=@ —!~«C 
es ist also: 


(1a) 


M(r) <e***™ fir rjt,(¢,), 
M(r)jer*" = fiir r=—r,,1%,,...—- 00. 


*) Die vorliegende Arbeit ist ein Auszug aus einer Abbandlung, die im Juni 1924 
der Philosophischen Fakultét der Universitat zu Kiel als Inauguraldissertation zur Er- 
langung der Doktorwiirde vorgelegen hat. Die Beantwortung der darin aufgeworfenen 
Frage wurde mir von Herrn Prof. Dr. Toeplitz giitigst iiberlassen, der mir auch wert. 
volle Hinweise zur Durchfiihrung der Aufgabe gegeben hat. Ich benutze gern diese 
Gelegenheit, ihm hierfiir meinen Dank auszusprechen. 
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Anderseits 148+ sich auch eine Ordnung der Koeffizientenfolge de- 
finieren : 


(2) y= lim “Ell 
es ist daher 





Viegi<——, fir n2m(4), 





(2a) 


y+ 


Viele fiir n= n,,M,...— 00. 
H. Poincaré und J. Hadamard haben nun gezeigt*), daB 
1 
(3) ms 


ist. Da y nur von den Betrdgen der c, abhangt, zeigt dieses Resultat 
implizite — was direkt wohl nicht leicht zu erkennen wire —, daB auch 
m nur von den Betragen der c, abhiangt. 

E. Lindeléf hat das Wachstum einer Funktion noch scharfer umgrenzt, 
als es durch die Ungleichungen (1a) geschieht, namlich durch die Un- 
gleichungen : 

(4) M(r) < elites) Mir) fiir r => Ts (€); 


M(r)je%-oMe = fiir r=—1,,7,,...—- 00, 
wo 


M(r) = mr". (Igr)"- (lg, r)"* ... (Ig. r)**, *) 
und entsprechend die Abnahme der Koeffizienten durch die Ungleichungen 


Viel Sit fiir n>n,(e,), 














I(n) 
(5) * l—e« & 
Vie|=> Tin) fir n=1n,,%,...—> OO, 
wo 
I'(n) =c-n’"-(Ign)’- (lg, n)”*... (Ig.n)”™. 
Lindeléf hat alsdann bewiesen, daB 
1 

1 Ms = ~ pit\e 

(6) red ene oe nen, om 


ist. Auch hier erweist sich also, daB die genaueren Exponenten ,, My, ---) Mx 
und ebenso m nur von den Betrdgen der c, abhiangen. 


*) Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie gibt u. a. die Arbeit von 
E. Lindeléf: Mémoire sur les fonctions entiéres de genre fini, Acta soc. scient. 
Fennicae 31 (1902), S.1, wo auch die Originalarbeiten Poincarés und Hadamards 
angegeben sind. Vgl. auch Enz. d. math. Wiss. II 8,1 Nr. 4 (Bieberbach), S.425—445. 
*) Ig. x bedeutet den x-fach genommenen Logarithmus von r. 











110 H. Brinkmeier. 


Diese Tatsachen legen die Frage nahe, inwieweit man iiberhaupt M(r) 
unter Festhaltung der Betrage der c, durch Veranderung allein ihrer Arcus 
beeinflussen kann. Unter allen Funktionen, die sich nur in den Arcus der 
c, unterscheiden, hat 


f(z) = Sle,|2" 
das gréBte Wachstum: 





(7) M(r) <M(r) = She,| 1". 
In der vorliegenden Arbeit wird nun im §1 gezeigt, dap stets 
e+e 
(8) Mase | fir r>%(4) 
gilt. Da 
Pg 2 aa 


ist, so sieht man, daB dieser ganze EinfluB, der sich als additiver Loga- 
rithmus in den Exponenten stellt, winzig ist selbst neben den multi- 
plikativen Logarithmen des Lindeléfschen Satzes. 

Vor allem aber wird in dieser Arbeit im §2 dargetan, daB dieses 
Ergebnis keiner irgendwelchen weiteren Verschdrfung fahig ist. E. Landau 
hat in einer Arbeit (Bemerkungen zu einer Arbeit des Herrn Carlemann, 
Math. Zeitschr. 5, 8.147) sich die Aufgabe gestellt, ein Polynom (k — 1)-ten 


Grades zu finden, bei dem wi der Grenze Vk, die es nie tibersteigen 
kann, méglichst nahe kommt. Er beweist mit elementaren Mitteln und 
sehr kurz die Ungleichung 

| kot 


Sux(n)2"|<4Vklgk fir |z| <1, 


| 
Pr 


(9) 


wo x(n) irgendein eigentlicher Nicht-Hauptcharakter modk ist, und hat 
damit ein Polynom konstruiert, bei dem I(1)—k, M(1)<S4Vklgk 


ist, also ah = i j: Mit Hilfe dieser selben Ungleichung la6t sich fiir 


unseren ganz anderen Zweck eine ganze Funktion F(z) der Wachstums- 
ordnung « herstellen, bei der 
= 
2 


, M (1) 
(10) Mir? ot 





fir r=71,,f,,...—> Co 


ist, wo C beliebig groB vorgegeben sein’ darf. 
Wenn man die genaueren Exponenten heranzieht, durch die Lindeléf 
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das Wachstum charakterisiert, so erhilt man mit den gleichen Hilfsmitteln 
folgende Verscharfung der aufgefiihrten Ergebnisse. Es ist stets 

M “ 
(88) Mp site)le-u-M(r)]? fir r>% (a), 
und es lassen sich mit Hilfe der Landauschen Ungleichung (9) Funktionen 
konstruieren, fiir die 
M (vr) 


————= 1— o- 
Mi > ange ew M(r)]* fir r= ry, 1)... 00 





(10a) 
ist. 
Dieses letztere Ergebnis la8t sich noch weiter verschirfen. 
Mit sehr schwierigen Betrachtungen hatten Hardy und Littlewood 
fiir die erwahnte Landausche Aufgabe eine noch scharfere Lésung gefunden, 
indem sie die Ungleichung, die Landau in derselben Arbeit erwahnt, bewiesen : 


(11) J etatat| <AVn fir |z|<1, 





wo =V2 oder irgendeine sonstige feste reelle Irrationalzah] mit be- 
schrinkten Kettenbruchnennern ist. A ist eine nur von ¢ abhiangige, von 
nm und z freie Konstante. Verwendet man diese Ungleichung statt der 
Landauschen, so erhalt man 


(10b) Ma? ale: “pe -M(r)]* fir r—r,,7,,...—+ 0. 


Die Konstante A= A(é) ist jedenfalls iiber Y2 gelegen; ihr genauerer 
Mindestwert ergibt sich aus dem Hardyschen Zusammenhang. 

Um die Resultate absolut in dieser schirferen Form zu erhalten, ist 
der Arbeit durchweg die Hardy-Littlewoodsche Ungleichung zugrunde gelegt. 
Die Verwendung der Landauschen wiirde gewisse Abinderungen notwendig 
machen. 

Da die mit (8a) und (10b) gegebenen Verscharfungen in den hier 
vorzunehmenden Entwicklungen keinerlei neue Gedanken erfordern, werden 
die Beweise nur fiir (8) und (10) gegeben, wo sie weit durchsichtiger 
sind. Die wenigen fiir die Verscharfung notwendigen Modifikationen werden 
am Schlusse genau angegeben werden. 


1, 

Satz. Wenn fiir eine ganze ea Funktion 
(18) M(r)<er*™ = fiir r >, (€;) 
tst, so ist 
(8) M(r) = far 12% (4). 


wate 
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Beweis, Wenn Uberstreichen den Ubergang zu den konjugiert kom- 
plexen GréBen bedeutet, ist 





Firtre'*) Map —=f Se » apt. PA! r’ ‘ “AH dy 


= Destsr ot FOr ag — an Sle,|" . 


a, B=0 


Da nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung 


ay J iftre'*) lap <M (r)]* 
ist, so folgt : 
(12) Sloat s S lealte'* <M. 


Ferner ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 


(18) Seale <5 lol's 741. 


Zerteilt man also M(r), ahnlich wie es Lindeléf in seinem Beweise tut, 
folgendermaBen : 
Mir) = ST le,|r" + Ss lc, |r", 
n=0 n=r+1 
so folgt aus (12) und (13) 
(14) M(r) SV¥+1M(r )+ Sle, |r”. 


n=v+1 
Bisher war der Index » véllig willkiirlich. Verfiigt man iiber ihn jetzt 
so, daB 
(15) Vie,|-r<0<1 fir n>v+1, 
was wegen Lem Ve, = 0 bei gegebenem r gewi8 méglich ist, so wird die 
zweite Summe auf der rechten Seite von (14) unter 

grti 


+1 v+2 
etter eo 


gelegen sein, also unter einer vorgebbaren Konstante K. Es bleibt nur 
die Frage, wie groB man bei vorgegebenem K und dadurch bestimmtem 
# <1 den Index » wahlen muB8, damit (15) gilt. Nun ist nach dem in 
(3) der Einleitung angegebenen Satze: 


(16) Viei< 
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Damit (15) gilt, geniigt es also jedenfalls, » so zu wiahlen, da 
<¢<1 und vSn,(e,) 


(v+1)" 
ist. Dazu muB 
J. 
(»+1)" 23; 

d. h. 

pm 

l—ue, 
(17) yt+1>(4) "und v>n,(c,) 


sein. Wahlt man » gleich der kleinsten ganzen Zahl, die (17) geniigt, 
so wird daher 


= = 

l—mes 
(18) ty (e,) <* +1 (4) war 
und daher wegen (14) 


mi<|/(g 41 meee, 


wo r gem&B (18) einen von e, abhiangenden Anfangswert r,(2,) iiber- 
schritten haben muB. Dies gilt bei beliebig vorgegebenem «,. Es ist klar, 
daB man dieses so wahlen kann, daB 





Lew 
(8) M(r) < M(r)-r* fir rt, (4) 
wird. 

§ 2. 
Von der folgenden Funktion mit der Wachstumsordnung « 
= » ek =e 
(19) re) = 3 + gbyth 
v=0 k=1 ii x 

wird die Behauptung ee 
(10) Bi > our? fiir r= 1,, 1%)... +00, 


wo C beliebig groB vorgegeben sein darf. In (19) bedeutet u irgendeine 
positive, D eine ganze positive Zahl. ¢ ist die Irrationalzahl der Un- 
gleichung (11). Die }, bilden eine monotone Folge von ganzen positiven 
Mathematische Annalen. 96. 8 
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Zahlen. Damit in F(z) keine Potenz von z mehrfach auftritt, mu8 diese 
Folge die Bedingung 


(20) b,-1 + Db,_; <= b, 


fiir jedes » erfiillen; im Laufe des Beweises werden sich noch einige 
schirfere Anforderungen an die b, als notwendig herausstellen, deren Er- 
fiillbarkeit klar sein wird, und am Schlu8 wird D in passender GréBe 
gewahlt werden miissen. Die Folge r,, fiir die die Behauptung (10) als- 
dann bewiesen werden wird, ist 
3 a a 

(21) r= bY; r= be, ..., rm be, 

Fiir z wird also in (19) rs-e** eingesetzt, wo rs aus der Folge (21) 
herausgegriffen ist. 

Zunichst wird fiir M(rs) eine wntere Schranke gefunden: 

















P ee. A. 
a pene 
mmo B= (4 yt 
s—-1 Db, vi r Db, ri je reer 
-y y- +4 7 + ee Py y 
v=0 k=1 (b, rs ye k=1 (b,1)* - v=6+1 k=1 outa 
Dby ee , Dds > 
> 2 “2 “ 
™ ‘ayn Ps *=3 (b 41)" 
bs 
(22) Mr») > D dbs 
(bg!) 


Sodann ergibt sich eine obere Schranke fiir M(rs) folgendermafen. 
Die Funktion wird dazu in dieselben drei Teile zerlegt, wie bei der Be- 
stimmung der unteren Schranke fiir (rs). 


é-; Dd, Dbs 4 
ek bi 2b, +k eb rst a = Baxi ,b, +k 
= FS ees Fe 2 x pies 
v=0 k=1 k=1 Ts, k=1 ea 
as? db, ayn (b,1)"- 0! 


Das Maximum des absoluten Betrages auf dem Kreise mit dem Radius 
rs um den Nullpunkt sei fiir den ersten Teil M,(rs), fiir den zweiten 
Teil M,(rs), fiir den dritten Teil M, (rs). Dann gilt offenbar die Un- 
gleichung 


(23) M(rs) < M, (1s) + Ma (15) + Ms (rr). 
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Fiir die drei Teile der rechten Seite von (23) werden nun nacheinander 
obere Schranken gefunden. 
I. M,(rs) ist der wichtigste Teil. 
bs Dbz 














r 
M, (rs) = — ; Max eM x6 5): 
(bre I ams "3 
Setzt man hier <=, so ist |¢|=1 
3 
res Dbz 
Ge atom & Batt gk], 
Ms (rs) z Mex >? t | 
(b,!)* _ 
Nach (11) folgt daraus 
ian 
(24) M, (rs) < AVD bs re 
(b,!)* 


3. 
Il. Da r,= 5} ist, hat man 


b +1 db +2 
r $+1 raet? 


M,(nn) $ —2-—— +$ — a tt 


(b543!)" Boas (b54.41)" +054, 
d 


r;° Tr; ry? T; \2 
5 t+ (=) + 




















3 = \"s+1 
(b,!)* (b,!)” 
Wegen (20) ist — <s<1, wo s fir alle » konstant gewahlt werden 
rl 
kann. Setzt man auBerdem 
ates os 
— — ? 
so folgt 
res 
M,(rs) S$ — (8 + 8* + 8° +...) 
(b,!)" 
7? 
(25) Ms (rs) << —=-E. 
(b,!)* 


III. Wenn die bisher den }, lediglich auferlegte Bedingung (20) ver- 
scharft wird zu der folgenden 


(26) (b-1+D b,-1)° <b, 
8* 
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so ist die Anzahl aller Glieder des ersten Teiles kleiner als Vos. Wird 
auBerdem noch verlangt, daB 


(27) b>H 


ist, wo H gleich einer festen ganzen Zahl oberhalb einer bestimmten 
Grenze, z. B. gleich 9 gesetzt werden kann, so ist der absolute Betrag 
jedes Gliedes des ersten Teiles fiir |z|—= 15 kleiner als der absolute Betrag 
jedes Gliedes des zweiten Teiles, der gleich 








ay 
1 
(b51)" 
ist*). Folglich ist 
— bs 
(28) M,, (15) < Vos 2. 
(b,!)* 


*) Zum Beweise fiir diese Behauptung sei aus den Gliedern des ersten Teils 
ein beliebiges herausgegriffen, dessen absoluter Betrag fiir |z|= 1, gleich 
ryt +k 


as: 
1\*# Be 
(b,:)"*-! 


sei. Das Verhiltnis w des absoluten Betrages dieses Gliedes zu dem absoluten Be- 
trage eines Gliedes des zweiten Teiles ist 


bj +k 
if 


3 
-(b,!)" 
, 
(1) or? 

Da b, +k nach (25) kleiner als Vo, ist, hat man 
3 i s— a 
ry (b,!)" (" *. ns)? 
w< 5 = ; 


b;? 





"5 
Aus der Stirlingschen Formel 


pi~ p?-e~?-Y2ap 
folgt weiter 


3 1 
ig w < (Vb, Ig b, +b, log b, —b, + 0(b4) — by lg b,)-—— 


1 
Igw<—— dst o(b;) 


1 
Ig w <by(— = + #(b,)), 
(Fortsetzung der FuCnote *) auf der nichsten Seite.) 
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Aus (23), (24), (25), < folgt 

















(29) M(ro) < —°— (AVDbs + B+ Vos). 
(41) 
Nach (22) folgt 
ry? 
~ D-b, 
M (15) oy 
M(r,)~ —,% mea 
7 (AYDb,+E+yb;) 
(b,!)* 
D 
— 
AyD+— + 
Vos yo, 
> Vbs 





D 
AVD(1+4, (by) ’ 
wo lim «,(b3)=0. Es ist klar, daB man die ganze Zahl D so wihlen 


b3>@ 


kann, da8 der letzte Bruch gréBer als eine vorbestimmte Konstante C 
wird. Setzt man dann noch bs = rf‘, so wird aus der letzten Ungleichung 


M (rs) + 
M(r;) >O-" 


Die Behauptung (10) ist damit fiir die ganze Folge (21) bewiesen und 
damit zugleich gezeigt worden, daB (8) sich nicht weiter verscharfen laBt. 





SchluSbemerkung. 

Will man in der gleichen Weise die schirferen Ungleichungen (9a) 
und (10b) beweisen, so mu8 man im § 1 fiir die Ungleichung (16) statt 
des durch die Gleichung (3) dargestellten Satzes, den durch die Glei- 
chungen (6) dargestellten verschirften Satz Lindeléfs benutzen. Im § 2 
hat man statt der Funktion (19) die Funktion 

~ (gb,)) 


F@- > Y “ait! a by +k 


a (1: ar 
wo lim «(b,;)=0. 
b3>@ 


Wenn man also, wie es Bedingung (27) fordert, b, gréBer als eine bestimmte Zahl H 
nimmt, und somit jedes 6, gréBer als H hat, wird «(b;) <1, log w also negativ, 
w selbst ein echter Bruch. Die angemerkte Behauptung ist also richtig. Eine ein- 
fache Rechnung zeigt, daB man nicht nétig hat, H gréBer als 9 zu nehmen. 
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zu nehmen, wo 





9 (b+) = Ba b, (lg b,) .. (1g. 5)" 


ist, und wo [g(b,)] die gréBte ganze Zahl unter g(b,) bedeutet. Von 
dieser Funktion la8t sich dann zeigen, daB sie den Ungleichungen (4) und 
(10b) geniigt. Fiir die Bedingung (26) ist zu setzen| 

(b,-1 +9 (b,-1))" <b. 


In (27) ist H mindestens so groB zu nehmen, daB lg, b, positiv ist. Im 
iibrigen bleibt der Gang des Reweises genau der gleiche. 


Kiel, 9. Juli 1925. 


(Eingegangen am 14. 7. 1925.) 


Bemerkung zu vorstehender Arbeit. 


Fiir den Zweck dieser Arbeit geniigt es, wie ich nachtriglich bemerke, anstatt 
der schwierigen Uberlegungen von Herrn Hardy die elementare Untersuchung des 
Herrn Szasz, Math. Zeitschr. 8, 8. 235 heranzuziehen. 


Kiel, 6. Mai 1926. 
Toeplitz. 








zt 
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Beitrige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 
I. Teil. Funktionen einer Variablen. 


Von 


8S. Bochner in Berlin. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit?) beschiftigen wir uns mit einigen Fragen 
aus der Theorie der fastperiodischen Funktionen von H. Bohr, welche von 
diesem Verfasser nach Vorausschickung von drei C.-R.-Noten, Bohr (1, 2, 3), 
in drei Abhandlungen, Bohr [4, 5,6], und einer kleinen Note, Bohr [7], 
entwickelt worden ist*), und im vorliegenden ersten Teil werden wir es 
nur mit den fp. Funktionen (wir gebrauchen die Abkiirzung ,,fp.“ fiir das 
Wort ,,fastperiodisch‘‘) einer reellen Variablen aus Abh. I und II zu tun 
haben. 

Fiir das Folgerde brauchen wir nur die Einzelheiten aus Abh. I, 
Kap. I und einiges aus Abh. II vorauszusetzen, und werden das Wichtigste 
hiervon, mit verschiedenen Bemerkungen versehen, im § 1 resiimieren; 
iiberdies werden wir den Fundamentalsatz heranziehen. 

Den Beweis des Approximationssatzes, d. h. des Satzes, da8 man jede 
fp. Funktion durch endliche trigonometrische Summen gleichmaBig approxi- 
mieren kann, fihren wir mit Hilfe einer Summation der Fourierreihe, 
welche darin besteht, daB — in Verallgemeinerung der Fejérschen Mittel- 
wertbildung bei reinperiodischen Funktionen — aus der Fourierreihe formal 
trigoncmetrische Polynome gebildet werden, von denen mit Hilfe des 
Fundamentalsatzes gezeigt wird, daB sie gegen die durch die Fourierreihe 
dargestellte Funktion gleichmaBig konvergieren. 

In Abh. II wurde beim Beweis des Approximationssatzes zuerst zu 
einer mit der gegebenen fp. Funktion eng zusammenhingenden Funktion 


*) Eine Voranzeige erschien in einer C.-R.-Note, Bochner [1]. 
*) Wir werden die ersten zwei Abhbandlungen, [4) und (5), in der angegeberen 
Reihenfolge als Abh. I und Abh. II zitieren. 
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unendlich vieler Variablen iibergegangen (vgl. § 2,7.) und dann von dieser 
Funktion die Approximierbarkeit durch trigonometrische Polynome nach- 
gewiesen, wozu im Anhang II Fejérpolynome herangezogen wurden, wih- 
rend wir in §2 zum Approximationssatz in einem Schritt, nimlich durch 
direkte Summation der fp. Funktion selbst gelangen werden*). 

Die §§ 2 und 3 enthalten das Summationsverfahren und einige Neben- 
ergebnisse; und in den §$4 und 5 wird sich auf dem Wege iiber die 
Verschiebungsfunktion (§ 4, 1.) eine Auffassung der fp. Funktionen als 
,»,Normalfunktionen“ (§ 5, 1.) herausbilden, die wir auch im zweiten Teil 
dieser Arbeit, in welcher wir die Definition und die charakteristischen 
Eigenschaften der Fastperiodizitét auf Funktionen mehrerer Variablen aus- 
dehnen werden, vertreten werden. 


§ 1. 
Referat und Bemerkungen. 


1. Definition. Hine (fiir —co<x< +o definierte und) stetige 
Funktion f(z)=u(x)+¢v(x) soll fastperiodisch heiBen, wenn es zu 
jedem « > 0 eine Lange l=I1‘e)>0 derart gibt, dap jedes Intervall «<1 < B 
der Lange B —a =I mindestens eine Verschiebungszahl t= 1(f,«) ent- 
halt. Unter einer Verschiebungszahl «(f,2) ist jede Zahl des Intervalls 
—c<1t<-+co zu verstehen, welche der Ungleichung 

lf(e+r)—f(x)| Se (—w<2< +00) 
genigt. 

Bemerkung. Die Verschiebungszahlen liegen ,,relativ dicht auf der 
t-Achse“, d. h. fiir jedes «, ist die Gesamtheit der rt(f,«,) auf der 
t-Achse in jedem Intervall einer angebbaren Linge /(¢,) mit mindestens 
einer Zahl t(¢,) vertreten. 

Mit f(x) ist auch |f(x)| fastperiodisch. 

2. Jede fp. Funktion ist beschrankt und gleichmafig stetig. 

Bemerkung. Die Bezeichnungen ,,beschrinkt“, ,,gleichmaBig stetig‘‘, 
»gleichmaBig konvergent‘* usw. ohne Zusatz, beziehen sich immer auf 
das gesamte Definitionsgebiet der betrachteten Funktion (also in der Regel 
auf: —coo<4< +00). 

3. Summe und Produkt von fp. Funktionen sind fp. Funktionen. 

Bemerkung. Diese Erhaltungssitze beruhen darauf, daB zu zwei 
irgendwelchen fp. Funktionen f(z) und g(x) relativ dicht gelegene 


*) Es sei hier die Bemerkung gestattet, .da8 Verfasser das Summationsverfahren 
ohne Kenntnis der Abh. II — nur die Voranzeige in Bohr [2] war vorhanden — 
gefunden hat. 


‘ 
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gemeinsame Verschiebungszahlen, d.h. Zahlen, die sowohl mit +(f, ¢) als 
auch t(g,¢) zu bezeichnen sind, gehéren. 


Jedes Exponentialpolynom 


N 
>» 4,, et4ne 

ist eine fp. Funktion. ot 

Die Grenzfunktion einer gleichmapfig konvergenten Folge von fp. 
Funktionen ist eine fp. Funktion. 

Bemerkung. In einem Ausdruck der Form ae** ist immer 4 als 
reell vorausgesetzt, hingegen a keiner Realitaétsbedingung unterworfen. 

4. Fiir jede fp. Funktion existiert der Mittelwert 


T e+T 


lim 7 f(t) dt( (= lim ag | rian ye «4 reell) 
T+@ a5 
den wir mit M{f(t)} bezeichnen. 

Bemerkung. Bei allen Mittelwertbildungen werden wir innerhalb 
der geschweiften Klammer { } diejenige(n) Veriable(n), iiber welche integriert 
werden soll, mit ¢ (bzw. t,,¢,,...) bezeichnen, also z. B. 


> 
M{H(t, x, 8,¢)}— tim 3 f H(t, 2, 8, 0)48. 


5. Zu jeder fp. Funktion f(x) gibt es nur abzdhibar viele Werte 4, 
fiir welche der Mittelwert 


a(4)= M{f(t)e-**4 
von Null verschieden ist. 
Mit den so herausspringenden Di, onenten i, die wir in irgendeiner 
Anordnung mit A,, A,, A,,... bezeichnen (den Fourierexponenten) und 
den dazugehérigen Mittelwerten 


Ay,=a(A,), As,=a(A,), Aa, =a(A,), ... 


(den Fourierkoeffizienten) bilden wir formal die zu f(x) gehdrige 
Fourterrethe 
f(z) ~ S Aa, e84*. 

Bemerkung. Abweichend von H. Bohr bezeichnen wir den zu A, 
gehérigen Exponenten mit A,, und nicht mit A,; mit A, ist einzuA=—n 
gehériger Koeffizient gemeint. — Man kann in die Exponentenfolge zu 
denjenigen A,, fiir welche 44, + 0, noch beliebig viele andere Exponenten 4 
in (héchstens) abzihlbarer Anzahl hinzunehmen, wenn man ihnen die 
Fourierkoeffizienten A, = a(A) = 0 zuordnet. Derartige formalen Erweite- 
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rungen der Exponentenfolge werden wir als ,,2rgdnzwng“ bezeichnen, und 
die ,,unwesentlichen“ Terme von den ,,wesentichen“ unterscheiden. Die 
Menge der wesentlichen Exponenten einer Funktion f(z) heiBe ihre 
(charakteristische) Zahlenmenge L (bzw. L,, L,, ...). 

6. Bei festgehaltenen i,,4,,...,4, fallt der Mittelwert 


M{| f(t) — 3a, e%**|*} 


am kleinsten aus fiir 
a, = a(d,) = A, (»=1,2,...,%). 


Es besteht die Besselache Ungleichung 
> |Aa,|* S M{\f(#)|*}- 


Bemerkung. Eine Folge von fp. Funktionen 


(1) P: (2), (2), --- 
heiBe im Mittel konvergent gegen f(x), wenn die Limesgleichung 
(2) ~~ M{| 9, (t) — f(#)|*} =0 


besteht. Auf Grund von 11. ergibt sich leicht, daB es zu einer Folge (1) 
nur eine einzige fp. Funktion f(z) geben kann, welche (2) befriedigt. 
Die Relation (2) zieht die (leicht verstandliche) Limesgleichung 

(3) lim = M{\¢,,(t) — 9, (t)|*} =0 


nach sich. Wenn eine Folge (1) der Limesgleichung (3) geniigt, heiBe sie 
tm Mittel konvergent. 
7. Hine Folge von jp. Funktionen 
(2) ~ SAM et dns 
n=1 
konvergiere gleichmaBig gegen 
f(z) ~~ Aa, ef4n* 
(die Exponentenfolgen sind beliebig ,,erginzt*). Dann bestehen die 
Relationen 
lim AS” = Ag, (n =1, 2, 8,...). 


8. Eine Menge A von fp. Funktionen g(x) ist eine ,,ausgezeichnete 
Menge“, falls 

a) die Funktionen ,,gleichartig gleichmafig stetig“ sind, d.h. falls 
bei jedem e fiir ein geeignetes 6=—d(«) (das Stetigkeits-d(e)) fiir alle 
Funktionen g(x) und alle Punktepaare |z, — z,|< 46 die Ungleichung 


|p(2,) —%(%)| Se 
besteht; 





eS 
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b) die Funktionen ,,gleichartig fastperiodisch“ sind, d. h. zu jedem e 

relativ dicht gelegene gemeinsame Verschiebungszahlen + = 1(e) besitzen: 

|\p(z)—p(x+r)|<e fiir alle p(x) aus A. 
Bemerkung. Wenn fiir zwei fp. Funktionen f(x) und g(x) die 
Relation 

Ob. Gr. |g(a+1)—g(z)i< Ob. Gr. | f(2+1)—f(z)| (—vo<t<+00) 

—-e<s<t+o -e<s<+e 


besteht, nennen wir f(z) eine Majorante von g(x) und g(x) durch f(z) 
majorisierbar. Offenbar ist eine majorisierbare Menge, d. h. eine solche, 
zu der es eine gemeinsame (fp.) Majorante gibt, eine ausgezeichnete, weil 
die Stetigkeits-6 und die Verschiebungszahlen der Majorante gemeinsame 
Stetigkeits-d und Verschiebungszahlen fiir die ganze Menge liefern. 


9. Hine ausgezeichnete Folge von Funktionen 
Pi(X)s Py (X), «+05 
die im Mittel konvergent sind, ist gleichmafig konvergent. 


Insbesondere, damit die Folge p,(x) gegen die vorgegebene fp. Funk- 
tion f(x) gleichmafig konvergiert, ist (notwendig und) hinreichend, dag 
sie gegen f(x) im Mittel konvergiert (vgl. 6. Bemerkung). 


Erweitert man eine ausgezeichnete Menge A um ihre (durch gleich- 
maBige Approximation entstehenden) Hdaufungsfunktionen, so ist die so 
entstandene abgeschlossene Hiille H(A) wiederum eine ausgezeichnete 
Menge (und zwar mit denselben Stetigkeits-6 und Verschiebungszahlen ). 


10. Fundamentalsatz. Fiir eine fp. Funktion f(x) ~ 5S Au, e*4=* 
bestehen die Relationen 


| Aa,|* = M{|f(t)|"} 
sim MX f(t) — 3 Ay, ef4nt|*} = 0. 
>a n=1 
11. Es sei f(x) eine fp. Funktion. Aus M{/\f(t)|*}=0 folgt 
f(z) =0. 

12. Aus 10. und 11. folgt der 
Eindeutigkeitssatz. Hine fp. Funktion f(x) ohne wesentliche Terme, 

f(z)~ 0, 

f(z) =0. 
13. Die fp. Funktion f(x) habe die wesentlichen Exponenten 

hha, Any hay «02 


tat identisch Null, 
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Zu jedem N und 5(< 2) gibt es ein e, so dap jede Verschiebungs- 
zahl «(f, 2) den Kongruenzungleichungen 
(4) | A,t| <6 (mod 22) (n= 1,2,..., W) 
geniigen muB. Umgekehrt gibt es zu jedem « ein N und 34, so da jede 
Zahl t, welche den Ungleichungen (4) geniigt, eine Verschiebungszahl t(f, e) 
ist (Abh. II, 8.105 und 115). 


Bemerkung. Dieser ,,Zusammenhang* ergibt sich auf Grund des 
Fundamentalsatzes. 


14. Als Zahlenmenge bezeichnen wir eine endliche oder abzihlbare 
Menge von untereinander verschiedenen reellen Zahlen. Eine Zahlenmenge 
(@,, @,...) heiBe reduztert, wenn keine linearen Beziehungen 

7,0, +10 +...+7,0¢,=0 ([7,|+]r3|+---+]7,| > 0) 
mit rationalen r, vorkommen., 

15. Unter einer Basis einer Zahlenmenge Z=(¢,,¢,,...) ist eine 
reduzierte Zahlenmenge (a,,@,,...) zu verstehen, mit Hilfe welcher jede 
Zahl ¢ in der Gestalt 

1,0, +7,0 +... +97,0, 
(eindeutig) dargestellt werden kann. 
16. Von einer Zerlegung einer (beliebigen) Zahlenmenge Z (in linear 
unabhangige Bestandteile ) 
Z=Z,+2Z,+... 
sprechen wir dann, wenn keine lineare Gleichung 
7.0, +e, t--- +70, =0 
mit Elementen {£ aus verschiedenen Z, vorkommen kann. — Jede Zu- 
sammenfassung solcher Teilmengen 
Z, = 2DZ,, 
Z=Z.+2Z,4+... 
fiihrt offenbar wieder zu einer Zerlegung. 


17. Ein Modul M ist eine Zahlenmenge, die mit « und # auch a — £ 
enthalt; er heiBe endlich, wenn er eine endliche Basis besitzt. Unter M(Z) 
verstehen wir den kleinsten Modul, der die (beliebige) Zahlenmenge Z 
enthalt; demnach ist der Vereinigungsmodul M(M,, M,,...) der kleinste 
Modul, der alle Moduln M, enthilt. 

Bemerkung. Aus 13. folgt durch dieselbe SchluBweise wie in Abh. II 
Seite 115 (d. h. unter Heranziehuny des dortigen ,,Satzes B“ iiber diophan- 
tische Approximationen), da8 falls g(x) durch f(x) majorisiert wird, der 
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Modul M,= M(L,) der Zahlenmenge L, der Funktion f(x) den (ent- 
sprechenden ) Modul M, umfa8t, und allgemeiner, da8 fiir eine Majorante f(z) 
der (beliebig vielen) Funktionen g(x), h(x),... der Modul M, den Mo- 
dul M(M,, M,, ..-) umfaBt. 

18. Wenn ein Modul M eine solche Basis B =(f,, f,,...) besitzt, 
da8 er sich als Vereinigungsmodul von eindimensionalen Moduln mit je- 
weils einem Element £, als Basiselement auffassen la8t, dann nennen 
wir B eine echte Basis von M. Es gibt schon zweidimensionale Moduln, 
die keine echte Basis besitzen. 

19. Bildet man mit einer reduzierten Zahlenmenge («,, «,,...) alle 
ganzzahligen Verbindungen 


91 % Ya hg tH e+ + FI Mys 
so entsteht der ganze Modul G(a,,a,,...) mit der ganzen Basis 
A==(@,,@,,...). Ein rationalzahliger Modul R ist entweder ein G(g) 
(o@ rational) oder durch solche Moduln beliebig gut approximierbar 
R=limG(e,) 0,-+0. 


an-?>2 


Daraus kann leicht gefolgert werden, da8 jeder beliebige Modul durch 
ganze endliche Moduln approximiert werden kann. 


§ 2. 
Ein Summationsverfahren. 


1. SatzI. Approximationssatz. Jede fp. Funktion f(x) gestattet 
eine gleichmafige Approximation durch Exponentialpolynome, d. h. end- 
liche Summen der Gestalt ? 

(1) Sa,etas, 

n=1 
sogar derart, daB die Exponenten i, ausschl eBlich der Folge der wesent- 
lichen Exponenten von f(x) entnommen sind. 

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz liefern die Abschnitte der 
Fourierreihe Polynome, p, (2), welche im Mittel gegen f(x) konvergieren 


(2) M{\ q(t) —f(t)|"} +0. 


Aber schon bei reinperiodischen Funktionen sind die Abschnitte der Fourier- 
reihe fiir gleichmaBige Konvergenz nicht ausreichend. Um zu Approxi- 
mationspolynomen zu gelangen, geniigt es (irgend)eine Folge von Poly- 
nomen zu haben, die im Mittel gegen f(a) konvergieren und eine aus- 
gezeichnete Menge bilden (§ 1, 8.9). Solche Folgen von Polynomen wollen 
wir aufweisen. 
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(3) 


Approximationspolynome, wenn man von den Partialsummen 


die Mittelwerte bildet 


(4) 
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Nach Herrn Fejér erhalt man fiir eine reinperiodische Funktion 
+@ 
f(z)~ By Ana e**** 





8, (x)= S An etras } 


v7=—"n 


8 tet... +0g_, L 





8, (2) = = [ 
+n 


S3(2)— 3) (1— 4!) 4, etree, 


=f 


Fiihrt man den ,,Kern“ 


(5) 


(6) 


ein, 


die bekannte Darstellung 


,(t)= 2 (14 Seg Seory ig F ee) | 


v=-1 v=—-92 v=—a+1 
+n ' 

IT, (t) = Ss (i- Lol) ¢-evt 
v=-—n"n t 


dann erhalt man als unmittelbare Folge der Formel 


Qn 

Ave etreten tL [p(t)e-tree-nds — M{f(t)e-*re¢-#)} 
0 

—_ M{f(t+ x)e-***} 


(7) 8, (x) = M{f(x-+ t) II, (at)}. 
, t 

1 mans 2 5) 
An II,(t)=—-|—;-] ist abzulesen, daB 

n sin 5 
(8) IT, (@t) > 0 
und an (6), daB . 
(9) M{II,(at)} =1, 
weil ja I7,(at) das konstante Glied 1 hat. Diese beiden Eigenschaften 
des Kernes sind bekanntlich die wahren Griinde fiir die Konvergenz der 6) 
Folge (7). 


beliebiges « die Funktionen M{f(z + 1)J7,(at)}, so besteht auch dann 
die Identitat 


(10) 


Bildet man fiir eine beliebige fp. Funktion f(z) ~ 5 Au,e*4=* und 


+n 


8i(2)— 5’ (1-2!) deere = ME fe +1), (at)}, 


’=<=-—f 








Se ese 








Fastperiodische Funktionen. I. 127 
was an den Darstellungen 
(11) A, = M{f(t)e-*4*}, 
(12) Agett# — M{f(t)e-*4¢-9} — M{f(t+ x) e-*4*} 


zu erkennen ist. Auch in diesem Falle sind die Funktionen (7) gleich- 
maBig konvergent, da sie offenbar im Mittel konvergent sind und weiter- 
hin eine durch f(z) majorisierbare (§ 1,8), also ausgezeichnete Menge 
bilden, was sich wegen (8) und (9) folgendermaBen ergibt: 


(13) | 8n(@ +1) — Sa(x) |S M{| f(z ++ t) — f(e+#)| IT, (at)} 
S_Ob. Ge. Ale +) — f(€)|--M{ TT, («t)}, 


(14) Ob. Gr. | Se(2 ++) —Se(2)| << Ob. Gr. [fe +*)—f(2)|- 


Die Limesfunktion ist offenbar, ebenso wie jedes der Polynome, rein- 
periodisch, mit der (aus Fouriertermen von f(x) gebildeten) Fourierreihe 


+@ 
ps y etnas 


Mit dieser Funktion ist uns aber (im allgemeinen) nicht gedient, wir 
miissen die ganze Fourierreihe  A,,e*4»* heraus,summieren“. Das er- 
reichen wir folgendermaBen : 

Es seien (irgendwelche) linear unabhangigen Zahlen («,, «,, ...) gegeben. 
Der Ausdruck n,«,-+n,a,-+...-+-m,@, mit ganzen Koeffizienten n, kann 
dann die Relation n{a,-+ nga +... + npoy = nia, + njag+... + nf a 
nur fiir n}=ny (»=1, 2,...) erfiillen. Wir setzen die Polynome 


+n, 


Se-s= 2 .. Se Jal). . Lvl) ] eT 


4=—-h, MERE 


an, welche durch die Substitution 
Monit ntte etl a+... +7Ran) @ — M{f(x + t) e-tiat...+reaut} 


iibergehen in 


Seucrat—= MU f(x +t): S(- al) e-snat,, . 3 (i- Lal ¢—trnenty, 


(17) Spec gt = M{ f(x + t)- Tg, (at)... Ty, (@,1)}. 


Der Kern (a,t) IT,,(c,t)...1T,,(@,¢) hat aber fiir linear unabhingige 
ss Sr divoctbes zwei Rigenschaften wie IJ, (at). Offenbar ist 


(18) T]q, (0,1)... LH ny, (@,t) 2 0, 











128 8. Bochner. 


andererseits hat die Fourierreihe von J],,(a,t)...II,,(«,¢) das konstante 
Glied 1, also 


(19) M {II ,, (@,t).. - Ty, (%,t)} =1. 
Ganz analog zu (14) erhalt man daher die Relation 
(20) Ob. Gr. | Syrc ak (a+ 1) — Serica (z) |< _&%. Ge. fle+t) — f(2)|, 


—-eis<+oe 
welche besagt, daB die Gesamtheit aller méglichen niall ~~ 
(mit den beliebigen Basen (a,,a,,...,@,)) eine majorisierbare 7" 


bildet (mit f(z) als Majorante). Jede im Mittel konvergente Folge von 
Fejérpolynomen einer und derselben Funktion f(z) ist also gleichmaBig 
konvergent, und jede gegen f(x) mittelkonvergente Folge konvergiert 
gleichmaBig gegen f(x). 

DaB man aber f(x) beliebig gut durch Fejérpolynome im Mittel 
approximieren kann, ist leicht einzusehen. Man braucht nur nach Wahl 
einer Basis (f,, 8,, ...) fiir die Exponenten 4, fiir ein geniigend groBes k, 
a mags m und geniigend groBe n,,n,,...,”, die Polynome 
Be. oe. ae far a, = & (»=1,2,...,%) zu bilden (vgl. die explizit hin- 
geschriebenen Polynome in 3), w. z. b. w. 

2. Wir formulieren fiirs weitere einen Hilfssatz 


Satz Il. Es sei eine fp. Funktion 


(21) f(a) ~ S Aa, ef 4** (alle Ay, + 0) 

und eine Folge von fp. Funktionen der Gestalt 

(22) Pu(%)~ S pm Ag, efnz (m =1,2,...) 
mit 

(23) |p™| <1 (m,n =1, 2,...) 
gegeben. 


Damit die Folge (22) mittelkonvergent ist (bzw. gegen f(x) im Mitiel 
konvergiert), ist notwendig und hinreichend, daf fiir jedes n der Limes 


(24) limp bzw. lim pi) =1 
aero Mee 
vorhanden ist. 
Beweis. Fiir die Mittelkonvergenz ist das Vorhandensein des Limes 
(25) lim M{\ P(t) — »(#) |} = 


to eo, >@ 


(25) Jim M{| p«(#)—f(4)\*} =0, 
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| sh. der Limites (vgl. Fundamentalsatz) 


(26) lima | PR p? |"|Aa, 
bzw. 
(26) lim 3p) —1|"|44q|" = 0 


maBgebend. Wegen Ay, +0, (23), und tim S| 44," = 0 bedingen sich 
on=N 

aber die Limites (24) und (26) ouuiae 

8. Wir formulieren jetzt eine gewisse Verschairfung von Satz I. 


Satz II]. Summationssatz. Hs sei irgendeine Zahlenmenge 


(27) L=(A,, A,, A,, ..-) 
gegeben. Man kann ein Schema rationaler Koeffizienten 
(28) re (m,n =1, 2, 8,...) 


angeben, in welchem bei festem m nur endlich viele von Null verschieden 
sind, so daB fiir jede fp. Funktion f(x) der Form 


(29) » Aa, e849 


(deren wesentliche Exponenten also ausschlieBlich der Menge L ent- 
nommen sind) die mit thren Fourierkoeffizienten gebildeten Exponential- 


polynome 
(30) S,,() = Sr? Aa, ef 4n2 
eine Folge von Fejérpolynomen bilden, die gleichmafig gegen f(x) kon- 
vergteren. 
Beweis. Nach Wahl einer Basis (f,, 8,,...) fiir die Menge L kann 
man setzen 
A oe 


n(%) aa py 3 wml? 





=> pe A, etnz, 


Um der Mittelkonvergenz der so gewahlten Fejérpolynome gegen f(z) 
sicher zu sein, geniigt es nachzuweisen 


lim p™ =1 (n =1, 2, 8,...). 


m> © 
9 
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+(miP +(m!)? ,, 
a _ |] _ 1m), (rs ee 
4 ag alt mm) (i (m !) ) 4 nite. i rman @ 
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Jeder festgehaltene Exponent A, ist durch endlich viele Elemente 
aus (f,, 6,,...) darstellbar, la8t also eine Darstellung 


4,= A+ wife t -: +h, 


mit ganzen Zahlen m, und mw zu. Jeder Zahl m> m, entspricht eine 
Darstellung 


A,= = - By + By t-- += 
mit = Ma, (ISkSm,), »,=0(k>m,). Aus 
tm (y— eal) (y_ deel) (y — Smol 
~~ (2 ims) (2 a) ( om) 


folgt wegen a = acts : 





lim pf = 1. 

4. Wir wollen jetzt kurz die Bedeutung des Fundamentalsatzes fiir 
unsere bisherigen Beweise besprechen. Die in § 1, 1.—9. resiimierten 
Eigenschaften der fp. Funktionen sind vom Fundamentalsatz unabhangig. 
Es sei eine fp. Funktion f(x) gegeben. Fir ihre Fourierreihe  A4, e*4»* 
kénnen wir gem&8 Satz III summatorische Polynome S, (x), S,(z),... 
angeben, von denen ohne Fundamentalsatz nachgewiesen werden kann, 
daB sie ausgezeichnet und mittelkonvergent sind (weil ja die Giiltigkeit 
des Parsevalschen Satzes fiir Exponentialpolynome unmittelbar klar ist), 
also gleichmaSig gegen eine Funktion konvergiert, deren Fourierreihe mit 
der Reihe Ay, e*4** iibereinstimmt. Damit ist aber der Fundamental- 
satz nicht umgangen, sondern nur auf den Eindeutigkeitssatz zuriickge- 
fiihrt, weil man von vornherein nicht zur Annahme berechtigt ist, daB die 
so erhaltene Limesfunktion mit der Ausgangsfunktion f(2) iibereinstimmt. 
Wir bemerken noch, da8 die Entwicklungen in § 5 vom Fundamentalsatz 
unabhiangig sind. 


5. Der folgende Satz wird (in unwesentlich geringerem Umfange) in 


Abh. II, 8.207 unter Hinzunahme einer einschrinkenden Voraussetzung 
iiber die Fourierkoeffizienten bewiesen. 


Satz IV. Satz iiber gleichartige Summation. Zs sei eine aus- 
gezeichnete Menge A von Funktionen p(x) gegeben, welche eine gemeinsame 
Exponentenfolge besitzen. Jede Folge von gleichzeitig approximierenden 
Fejérpolynomen ; 

(31) 8, (z), 8,(z), 8, (x), ... 





ae 
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der Gestalt (30) liefert eine gleichartig gleichmafige Approximation 
der Funktionen p(x), d.h. zu jedem « gibt es ein N(e), 80 daB 


(32) | p(z)— Sy 2\<e 


fiir alle p(x) und alle n> N(e). 

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit*) kénnen wir vor- 
aussetzen, daB die Menge A eine beschrinkte (§ 5, 2.) ist. 

Wir benutzen (vgl. § 5, 3.), daB jede solche ausgezeichnete Menge eine 
gleichmaBig konvergente Teilfolge enthilt. 

Wir behandeln zuerst den Fall einer abgeschlossenen (vgl. § 1, 9.) 
Menge A. Gesetzt, unser Satz (IV) wire fiir die Menge A und die 
Folge (31) nicht richtig. Dann gabe es eine Folge 


(33) p™ (x), p(x), p™(z),..., 

eine GroBe «, und Indizes 

(34) N, < N,< N, <<... +o, 

derart, daB 

(35) _ 0b. Ge. |p® — Sz |> e (k= 1,2,...). 


Wegen der eingangs erwahnten Auswahlbarkeit kénnen wir die Folge (33) 
als gleichmaBig konvergent annehmen. Die Limesfunktion p(z)= lim agy™ (x) 


ist wegen der Abgeschlossenheit von A durch die Folge (31) approxi- 
mierbar, also 


(36) |p — Sy| <% fir ND M. 
Weiterhin geniigt p(2) einer Approximation 


(37) lp—p®|<% fir kak. 


Jedes Polynom Sy — S¥’ ist ein Fejérpolynom von y — py), daher 
(38) | Sy — Sy’'| <2, fiir k>k, und alle N. 


*) Denn fiir jede ausgezeichnete Menge ist der Ausdruck | p (z,)— 9 (z,)| gleich- 
artig beschrinkt fir alle Funktionen der Menge und alle Punkte z, und z, (etwa 
nach Satz XIX). Wenn man nun alle Funktionen der Menge derart ,normiert“, daB 
die konstanten Glieder ihrer Fourierreihen verschwinden, dann ist die so entstandene 
(ausgezeichnete) Menge von selbst beschrinkt, weil ja dann Realteil und Imaginérteil 
einer jeden Funktion sowohl positive als auch negative Werte annehmen muB. Und 
die Voraussetzung der gleichzeitigen Approximierbarkeit bleibt erhalten, wenn man 
auch die Polynome (31) in derselben Weise normiert. 

9* 
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Aus (36), (37) und (38) folgt 
ip — sj < 5% (k>k, N2N,), 


was aber mit (34) und (35) in Widerspruch steht. 


Der Fall einer nicht abgeschlossenen Menge A erledigt sich durch 
die Bemerkung, da8 die Polynome (31) auch fiir die abgeschlossene Hiille 
H(A) gleichzeitige Approximation liefern. Wenn namlich g(x) durch 
Funktionen y,(z) aus A beliebig approximierbar ist, dann ist jeder wesent- 
liche Exponent-A, der Funktion g(x) auch fiir eine der Funktionen 9, (2) 
wesentlich, also ist 

lim p} =1, 

Noo 
woraus nach oft angewandter SchluBweise die gleichmaBige Konvergenz 
von S¥’(x) gegen (x) folgt. 

6. Der vorausgehende Satz legt die Frage nahe, ob nicht jede aus- 
gezeichnete Menge eine gemeinsame Exponentenfolge haben mu8. Diese 
Frage ist zu bejahen. 


Satz V. Jede ausgezeichnete Menge besitzt eine gemeinsame Expo- 
nentenfolge und daher eine gemeinsame gleichartig approximierende Folge 
von Polynomen. 

Den Beweis bringen wir in § 4, 9. 

7. Zum Schlu8 wollen wir zeigen, wie man auf Grund des Approxi- 
mationssatzes fiir die (beliebige) fp. Funktion f(z) ~ 5 Au,e*4=* die in 
Abh. II, Seite 125 ff. betrachtete zur (beliebigen) Basis (f,,8,,...) ge- 
hérige mehrvariablige grenzperiodische Funktion 


(39) F(z;,, Zq>-- -) ~ > Ag €* nr Pitt hy gPotat «0+ +n, ¢,Fo,%aq) 
= SB, (2, %)---) 
. ‘ 2x 2x : 
mit der Grenzperiode (F. A’ oy welche der Relation 
(40) f(x) = F(z, z,...) 


geniigt, erhalten kann. 
Man approximiere die Funktion f(z) durch eine Folge von zur Basis 
(B,, By, .--) gehérenden Fejérpolynomen 
f(z) = 5 pl Aa, e*4a8 (» = 1,2,8,...). 
Die entsprechenden durch die Formeln (39) und (40) gelieferten ,,raéum- 
lichen“ Exponentialpolynome 
A (y= 1,2,8,...) 


er or ee = 
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sind nunmebr im Raume (z,,2,,...) gleichmaBig konvergent; das folgt 
daraus, daB fiir jedes Polynom 


(41) Fi, (a2 Bqs »--) — Fy (Bq, Ms - o>) 


die obere Grenze der absoluten Betrige nicht gréBer ist als die obere 
Grenze der absoluten Betrige von /,(2)—/f,(z), weil auf Grund des 
Kroneckerschen Satzes die Menge der Funktionswerte /,, (2) — f,(z) in der 
Wertemenge von (41) iiberall dicht liegt (Abh. II, 8. 136). 

Die Limesfunktion F(2,,z,,...) ist offenbar grenzperiodisch mit der 


*=, 22, ...) und erfiillt die Relation (40). 


Grenzperiode (>. 7 ae 


§ 3. 
Einige Nebenergebnisse. 

Wir erinnern an § 1, 14.—19. 

1. Unter einer zur Menge Z gehérigen Unterfunktion fg(x) von f(z) 
verstehen wir diejenige fp. Funktion, sofern sie existiert, deren Fourier- 
terme aus genau denjenigen Termen von f(z) bestehen, deren Exponenten 
in Z enthalten sind. Eine Unterfunktion von f(z), die sich durch irgend- 
eine Folge aus der Gesamtheit aller (d.h. zu allen Basen von f(x) ge- 
hérigen) Fejérpolynome von f(z) approximieren lat, nennen wir eine 
Partialjunktion von f(z). Eine fp. Funktion, fiir welche der Modul M(L) 
eine endliche ganze Basis hat, heiBe eine Bohlsche Funktion (vgl. Abh. II, 
S. 124). 

Aus dem Beweisgang zu Satz I entnimmt man sehr leicht den 

Satz VI. Ee sei eine fp. Funktion f(x) gegeben. Zu jedem be- 
liebigen Modul M gehért eine mit fy zu bezeichnende Partialfunktion 
von f(x). Hine Folge von Partialfunktionen, die im Mittel gegen f (zx) 
konvergiert, konvergiert gleichmapig gegen f(x). Man kann f(x) durch 
Bohlsche Funktionen approximieren, deren Basen in M(L) enthalten sind. 

2. Satz VII ‘von H. Bohr [7]). Falls die Fourierexrponenten A, der 
Funktion f(x)~ 3) Au, e*4=* eine reduzierte Zahlenmenge bilden, so kon- 
vergiert die Rethe S| A,, und thr Wert stimmt mit der oberen Grenze 

r= Ob. Gr. |f(z)| 


; -ecec+oe 
tiberein. 


Beweis. Man bilde die Ausdriicke 
II, (A, t) = Fen tet 1+ Fetdyt 
W(t) = IT, (A, t) 7, (A,t)... 1,(A,#). 
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Auf Grund der Reduziertheit findet man sofort 


J ,(2)= 4 3) Aa, ef? = MEF (2 +1) Y(t} 
und daraus ro 
| %(2)| ST ML, (#)} = 2. 


Auf Grund des Kroneckerschen Satzes kann man durch passende Wahl 
von x die Terme A, e*4>* in 8,(x) zugleich beliebig nahe an | A, | heran- 
bringen, woraus dann folgt 


314s) $20, 


also ist .|A,,| konvergent®). Die Gleichheit .Y|A,4,|=—I" ergibt sich 
leicht durch nochmalige Anwendung des Kroneckerschen Satzes auf die 
nunmehr als gleichmaSig konvergent erkannte Reihe S’ Ay, e*4=*. 

Satz VIII (Verallgemeinerung des voraufgehenden). Zs se 
eine {p. Funktion und irgendeine Zerlegung (§1, 16.) threr Menge L 
gegeben 

L=L,+L,+.... 
Jeder Zahlenmenge L, entspricht dann eine Partialfunktion f,, und die 
Summe 


(1) f(z) = fi, (2) 

ist absolut und gleichmafig konvergent. — Es gibt sogar eine von x un- 
abhangige Konstante K, so daB 

(2) » | fi,(z)| SK. 

Beweis. DaB jeder Zahlenmenge L, eine Partialfunktion entspricht, 
folgt daraus, daB L, der Durchschnitt von L mit einem Modul, namlich 
dem Modul M(L,) ist; desgleichen ist jede Summe fy, + fz,+ .-.+ fx 
eine Partialfunktion. Da aber die letzteren Funktionen, wie leicht zu 
sehen, im Mittel gegen f(z) konvergieren, konvergieren sie gleichmabig. 
Da nun die Reihe (1) im jeder Anordnung der Terme konvergiert, kon- 
vergiert sie absolut. —- Den Nachweis der Schranke K deuten wir nur 


®) Diese Beweisvariante stammt von Herrn H. Bohr. Der Beweis des Verfassers 
war wie der zu Satz VIII. — Bemerkenswert ist, wie wenig bei diesem Beweis zum 
Nachweis von 2 |A,_|SI die Fastperiodizitét von f(x) herangezogen wird. Es 
geniigt vorauszusetzen, da8 |f(z)|< 7, und daB fiir die (beliebig gegebene) ase 
zierte Zahlenmenge (A,, A,, -. ee ee ee 


die Mittelwerte A, = = Jim oF f f (t)e~*4© dt existieren und fiir A + A,, A,,.. 
verschwinden. 
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an. Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Menger L, 
durchlaufen die einzelnen Summanden f;, auf Grund des Kroneckerschen 
Satzes ihre Wertemengen unabhangig voneinander. Priziser: macht man 
die (unwesentliche) Annahme, daB f(z) reell und ohne konstantes Glied 
ist und bezeichnet man obere und untere Grenze von f(x) bzw. fz, (x) 
mit M und —m, bzw. M, und —m,, dann ist 


S| fi, (2)| SSM + Sm= M+m=K. 
Aus der Approximierbarkeit durch Fejérpolynome, namlich aus der 
Fejérsummierbarkeit im Punkte x = 0, ist evident der (vgl. Bohr [7]) 
Satz IX. Fiir eine Fourierreihe 5 Ax,e*4* mit nur positiven 
Koeffizienten Ay, ist S’A,, konvergent. 
8. Wir kniipfen an 1. an. In § 2,1. haben wir gesehen, daB sich f(x) 
durch solche Fejérpolynome S;”:*";; beliebig gut approximieren la8t, in 


denen jedes «, ein rationales Multiplum des Elementes f, aus einer fest- 
gewahlten Basis (f,,8,,...) von f(x) ist. Bei einer Partialfunktion der 
Gestalt fy kann dies aber unméglich werden, wenn M ein Modul ohne 
echte Basis ist; es gibt (nachweislich) Partialfunktionen fy, bei denen man 
es zulassen mu8, daB in den Approximationspolynomen S,"53':\"5; die 
Elemente «, lineare Verbindungen aus mehreren f, sind, wie man auch 
die Basis (f,,8,,...) gewahlt haben mag. — In dieser Richtung liegt 
noch der folgende 

Satz X. Jede Partialjunktion fy (x) von f(x) gehért zu einem Modul, 
d.h. ist ein fy, mit einem passenden Modul M. 

Beweis. Es geniigt nachzuweisen: wenn die Exponenten A,, A,,..., A, 
wesentlich in fg vorkommen, so kommt der Exponent 


A = 9, 4A, + 9y4q +++» +94 4s 
(mit beliebigen ganzen Zahhlen g,) entweder wesentlich in fy oder gar 
nicht in f(z) vor. Nun, wenn die Exponenten A,, A,,..., A, wesentlich 
in fo vorkommen, so miissen sie fiir n >m, wesentlich in den Approxi- 
mationspolynomen S, vorkommen. In einem beliebigen der Polynome S,, 
mégen o Basiselemente (o ist mit n variabel) vorkommen, und die Fejér- 
koeffizienten p, der Terme Ay e*4e* (90 =1,2,...,&) die Gestalt 


In| ly | Ios? | 
pe = (1- “2—-) (1-2)... (1--) (e= 1,2...) 
haben. Dann hat, fiir geniigend groBes n der Fejérkoeffizient p von A, e*4* 


im selben Polynom S, die Gestalt 


p=(1 











19.7 + gg r+... +9n7™ ) (a— larg) tare t--.+mre'l) 
- 0s “ ; 
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Da die Zahlen k,g,,9,,.--, 9, feste Zahlen sind, so muB bei wachsen- 


dem n mit den Koeffizienten p, auch p gegen 1 konvergieren*), was eigent- 
lich zu beweisen war. 


§ 4. 
Verschiebungsfunktionen. 

1. Definition. Zs set irgendeine beschrankte Funktion f(x) im 
Intervall —co<2<-+co gegeben. Unter der Verschiebungsfunktion 
v,(t) von f(x) verstehen wir eine in —co<t<-+ 00 definierte reelle 
Funktion, welche in jedem Punkte t durch den Grenzwert 
(1) v,(t)= Ob. Gr. |f(z+1)—f(z)| 

—-e<et<c+o@ 
gegeben ist. 


Wir werden es im wesentlichen nur mit Verschiebungsfunktionen von 
fp. Funktionen zu tun haben (die gelegentlich schon in Abh. I, vgl. S. 87, 
genannt werden), und sie dann immer mit dem Buchstaben e, also e,(t), 
bezeichnen. Der Wert e,(r) gibt fiir jedes + das kleinste «, zu welchem t 
als Verschiebungszahl gehért. 


Die Verschiebungsfunktion v,(r) einer beliebigen Funktion f(x) er- 
fillt die Bedingungen 


a) v(r)>0, v(0)=0, 
b) v(t) = v(—r1), 


ec) v(t, +%) Sv(t,) + 0(t,); 
die letzte folgt aus 


- S. f(z +4 +1) — f(z)| = _ Ob. =. \f(e@+1,+1,)—f(2+1,)| 
+ Ob.Gr. |f(a+1,)—f(zx)|. 
—-a2<t<+o 
Aus den Eigenschaften a), b), c) folgt 
e*) |o(t, +1) — v(t,)| S(t,). 


Denn ersetzt man in 
ce) v(t, +1.) — (1%) S0(z,) 
*) Etwa nach dem. Hilfssatz: Aus den Voraussetzwngen 
OSases>, %SbuS055 (201.9 -0¢ 


W(1—a,)21—-2, 1(1-b,)Z1—, 
s=1 e=1 
folgt 


[1 (1—a,—b,)>1—e-9. 
s=1 








TS eT 


aur See 





= ae 
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den Buchstaben +, durch —1, — 1, und beriicksichtigt b), so erhilt man 
— v(t,)So(t, + 1,)—0(r,). 

Umgekehrt folgt aus c*) die Bed. c). Die Eigenschaften a) b) c*), 
demnach auch a) b) c), sind aber fiir eine Verschiebungsfunktion nicht 


nur notwendig, sondern auch hinreichend. Denn besitzt eine Funktion h (r) 
diese Eigenschaften, dann ist 
v,(t)= Ob. Gr. |h(x2+1)—A(x)| Sh(z), 
—-2<z<I+o 
und da fiir «= 0 das Gleichheitszeichen steht, 
v,(t) = h(t), 
d.h. die Funktion A(t) ist eine Verschiebungsfunktion, nimlich von der 
Funktion h(x). — Zugleich erkennen wir, da8 eine Funktion v(t) dann 
und nur dann eine Verschiebungsfunktion, d. h. ein v,(r) ist, wenn sie die 
Verschiebungsfunktion von sich selbst ist: 
Ob. Gr. |v(x+1)—v(x)| = 0(r). 
—-e2<z<ct+e 
An der Relation 
_Ob. Gr. _|oy(2-+2)—o(z)|=_ Ob. Gr. |f(e+#)—1(2)| 
ist unmittelbar abzulesen, daB die Funktionen v,(x) und f(x) zugleich 
gleichmaBig stetig (mit denselben Stetigkeits-5) sind, und daS zu jedem « 
jede Verschiebungszahl 1(f,¢) ein t(v,,¢) ist und umgekehrt. Demnach 
ist die Verschiebungsfunktion v,(t) dann und nur dann fastperiodisch, 
wenn f(x) fastperiodisch ist, d.h. wenn sie ein é,(t) ist. — Aus 
| e,(% +t) — e,(x)| Se,(t) 
ist weiterhin zu ersehen: damit die Funktion f(z) fastperiodisch ist, ist 
hinreichend, da8 ihre Verschiebungsfunktion fiir den Punkt r= 0 stetig 
ist und daB fiir jedes e diejenigen Punkte r, fiir welche 
e,(t)Se 

ist, relativ dicht auf der t-Achse liegen (§ 1,1.) Wir haben also den 

Satz XI. Damit eine Funktion e(t) eine (fp.) Verschiebungsfunktion 
ist, ist notwendig und hinreichend, dap sie die nachfolgenden Bedingungen 
a) b) c) d) oder a) b) c)d*) erfiillt. — Die Verschiebungsfunktion von e(t) 
ist wiederum e(t). 

a)e(r)>0, e(0)=0, 

b) e(t) = e(—1), 

c) e(t%, +%)Se(t,)+e(t) dew. |e(t, +1) —e(t,)| Se(t,). 

d) e(t) tst fastperiodisch. 
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d*) e(t) ist stetig im Punkte t = 0, und fiir jedes ¢ Wegen die Punkte t, 
fiir welche e(t)<«, relativ dicht auf der t-Achse —co<t<+oo. 

2. DaB eine fp. Funktion und ihre Verschiebungsfunktion nicht nur 
denselben ,,Verschiebungs“-, sondern auch den gleichen Stetigkeitscharakter 
haben, liegt daran, daB die gleichmaBige Stetigkeit eine Verschiebbarkeit 
mit ,unendlich kleinen“ Verschiebungszahlen ist. Aus 

je(z-+ 1) — e(z)| Se(t) 
ist zu ersehen, daB die Funktion e(1) gewissermaBen im Mittelpunkt t = 0 
am steilsten ist. Fiir geniigend kleine ¢ erscheint das beste Stetigkeits- 4 (e) 
als das kleinste positive rt fiir welches e(t) = «. 


8. Zwei verschiedene fp. Funktionen kénnen dieselbe Verschiebungs- 
funktion haben, z. B. f(z) und f(z+), wenn & irgendeine reelle Zahl 
bedeutet, f(z) und + f(z)-+a@ usw. Zwei solche Funktionen nennen wir 
Ghnlich. Es kénnen iibrigens auch wesentlich verschiedene Funktionen 
ahnlich sein. 

Satz XII. Die Limesfunktion einer gleichmapig konvergenten Folge 
von fp. Verschiebungsfunktionen ist wieder eine fp. Verschiebungsfunktion. 

Beweis. Man verifiziert sofort die Bedingungen a) b) c) d). 

Satz XIII. Die Verschiebungsfunktionen 

ert), e7,(t), adits 
einer gleichmafig konvergenten Folge von Funktionen 
f,(@), f(#),-.- — f(z) 
konvergieren gleichmapig gegen die Verschiebungsfunktion e,(t). 
Beweis. Aus 


\fa(#) — f(2)| Se 
folgt 


|| fa (@ + #) — fa (#)| — | f(# +) — #(z)|| S2e, 
und daraus durch eine leichte Uberlegung 
| a(t) — e(t)| S 2e. 
5. Satz XIV. Die lineare Verbindung 
(2) ae(r)+be(1)  (a>0,b>0) 
zweier Verschiebungsfunktionen e,(t) und e,(t) ist wieder eine Verschie- 
bungsfunktion. 


Beweis. Es ist klar, daB a) b) c) erfiillt sind, und nach § 1, 8. ist 
(2) wieder fastperiodisch, also auch d) erfiillt. 


2 wR 
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Fiir die Funktionen e***, cosdz, sindz ist die Verschiebungsfunktion 
= |1— ef4*| = 2| sin a5}. Demnach ist jede Summe 5 |a,||1— e*="| 
mit konvergenter Summe 5’ a, | eine Verschiebungsfunktion. Fiir reduzierte A, 
ist .)|a,||1—e*s*| die Verschiebungsfunktion von f (x)= Sa, es", 
wie man durch Anwendung des Satzes VII auf 

f(z) — f(a2+1) = Sa, (1— eta") ettne 
erhalt. Bei Gelegenheit bemerken wir, da8 ein Exponentialpolynom nie 
eine Verschiebungsfunktion sein kann. 

6. Satz XV. Die mit zwei Verschiebungsfunktionen e,(t) und e,(r) 
gebildete Funktion 

e(t) = Max(e, (rt), €,(t)), 
die also in jeden Punkte « dem grdBeren der Werte e,(t) und e,(t) 
gleicht, ist eine Verschiebungsfunktion. 

Beweis. Offenbar ist a) und b) erfiillt. Bedingung c) ergibt sich 
folgendermaBen. Aus 

€,(t, + %) Se, (4) + & (4) 
€,(t, + t%) Se, (t,) + €(t) 
é,(t, + %) Se(t,) + e(t,) 
€,(t, +t) Se(t,) + e(tq), 


e(t, +1.) Se(t,) + e(t,). 
Die Bedingung d) ergibt sich daraus, daB fiir irgend zwei reelle fp. Funk- 
tionen f(x) und g(x) die Funktion 


folgt 


also auch 





nach § 1,1. und 3. gleichfalls fastperiodisch ist. 

Wir nannten in § 1, 8. die fp. Funktion f(z) eine Majorante von g(z), 
wenn 

e,(t) 2 ¢,(t) (—co<1t< +00) 

bestand. In Abh. I wird bewiesen (vgl.§1,3.), daB je zwei fp. Funk- 
tionen relativ dicht gelegene gemeinsame Verschiebungszahlen haben, 
woraus dann folgt, daB die Summe zweier fp. Funktionen wieder fast- 
periodisch ist. Durch Anwendung dieses Satzes auf Verschiebungsfunk- 
tionen haben wir ihn dahin verschirfen kénnen, daB es zu je zwei Funk- 
tionen sogar eine gemeinsame Majorante gibt, was offenbar viel mehr 
aussagt. Die Existenz einer Majorante wird schon durch Satz XIV sicher- 
gestellt, aber Satz XV besagt schirfer, daS es sogar die von vornherein 
denkbar ,,kleinste“ Majorante gibt. 
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Satz XVI. Die mit (beliebigen) Verschiebungsjunktionen 
; €1(t)y ey (t)s «0s q(t) 
gebildete Funktion 
e(t) = Max (e, (1), @, (t), ..., &,(t)) 
ist wiederum eine Verschiebungsfunktion. Demnach besitzen fp. Funk- 
tionen in jeder endlichen Anzahl eine (sogar ,,kleinste“) Majorante, und 
um so mehr relativ dicht gelegene gemeinsame Verschiebungszahlen. 
Beweis. Da8 e(r) eine Verschiebungsfunktion ist, ergibt sich durch 
(m —1)-malige Anwendung des Satzes XV, unter Beriicksichtigung von 
Max (a, b, c) = Max(Max(a, b), c). 
Unter der Majorante (von fp. Funktionen) schlechthin werden wir 
in der Regel die kleinste (Verschiebungs-)Majorante verstehen. 
7. Satz XVII. Ahnliche Funktionen haben denselben Modul (also 
speziell jeweils f(z) und e,(x)). 
Beweis. Von zwei &hnlichen Funktionen g(z) und h(x) ist die 
eine Majorante der andern, also nach § 1, 17., M,<S M, und M< M,. 
Satz XVIII. Ls seien fp. Funktionen f,(x), f,(z), ..., f(x) und 
thre Verschiebungsfunktionen e,(t), €,(t),..., @,(t) und thre Moduln 
M,, M,,..-, M, gegeben. 
Der Modul M* der Majorante e(t) der Funktionen e,(r) stimmt 
genau mit dem Vereinigungsmodul M = M(M,, M,,..., M,) tiberein. 
Es sei irgendeine Funktion F(u,,u,,...,u,) gegeben, welche in 
einem Teile des n-dimensionalen Raumes 
(U,, Ug, +++, &,,) (u, = v,-+ ¢w,) 
definiert und gleichmafig stetig ist. Die Punktmenge 
u,=f,(z), -—-c<r<+oo, (v=—1, 2,3,...,n) 
mége ganz in U gelegen sein. Dann ist die Funktion 
F(x) = F(f, (x), fy(2), --+» f,(2)) 
eine fp. Funktion der Variablen x und thr Modul My ist im Modul 
M* (= M) enthalten. 
Beweis. Weil e(t) Majorante zu e,(t), ¢,(t),...,¢,(t) ist, ist 
M < M*; und weil e,(t)+.¢,(t) +...+.¢,(t) Majorante zu e(r) und 
aus Griinden der formalen Addition der Fourierreihen der Modul von 
e,(t)+...+¢,(t) in M enthalten ist, ist M* <M, also M* = M. 
Offenbar ist F(z) gleichmaBig stetig. Beziiglich der Fastperiodizitat 
kénnen wir bei gegebenem « ein 7 > 0 derart bestimmen, daS 
| F(us”, us”, ...5 un) — F(us”, us’, ...5 Un’) | Se 
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fiir 
ul! < =1,2,...,%); 
dh. dab eee lay (» ") 
|F(z+t)— F(z)|<e, 
wenn 
lf-(e+1)—f,(z)| Sn (» =1, 2,..., ), 


also wenn t eine zu » gehérige Verschiebungszahl von e(r) ist. Hieraus 
folgt aber sowohl, daB F(a) fastperiodisch ist, als auch (nach § 1, 18. 
unter Benutzung der SchluBweise in Abh. II, 8.115), da® My in 
M* (= M) enthalten ist. 

8. Die folgenden zwei Siatze werden wir in einem beweisen. 


Satz XIX. Jede ausgezeichnete Menge von Funktionen ist eine 
majorisierbare Menge, und umgekehrt ist jede majorisierbare Menge eine 
ausgezeichnete (§ 1, 8.). 

Satz XX. Jede majorisierbare Menge 


(3) e,(t)  (¢ durchlduft eine Indexmenge D) 
besitzt auch die kleinstmégliche Majorante. Dies ist die Funktion 
(4) e(t) = Ob. Gr. (e,(r)), 

‘|D 


die also in jedem Punkte « als die obere Grenze aller Werte e,(t) de- 
finiert ist. 

Beweis. Es sei eine ausgezeichnete Menge gegeben. Die Menge 
ihrer Verschiebungsfunktionen ist auch ausgezeichnet (mit denselben 
Stetigkeits-5 und Verschiebungszahlen). Es liege nun eine ausgezeichnete 
Menge der Gestalt (3) vor. Wenn wir zeigen, daB die Funktion (4) eine 
fp. Funktion ist, werden wir beide Sitze bewiesen haben. Die durch (4) 
definierte Funktion ist jedenfalls iiberall endlich, wie sich aus der gleich- 
artigen Stetigkeit in Verbindung mit e;(0)=—0 ergibt. Von dieser Funk- 
tion werden wir a)b)c)d*) nachweisen. Bed. a) b) sind unmittelbar 
verifizierbar. Aus 


e,(t, + %) Se; (t,) + €;,(t) 
folgt e,(t, +t) Se(t,) + e(t), 
also 

e(t, +1) Se(t,) + e(%), 


d. h. Bed. c) ist richtig. Aus der gleichartigen Stetigkeit der e,(r) folgt 
die Stetigkeit von e(t) im Punkte t= 0, und fiir jede der zu « gehdérigen 
relativ dichten gemeinsamen Verschiebungszahlen + ist e(t)< . Also ist 
d*) erfiillt. 
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9. Jetzt ist es sehr leicht, zu Satz V den Beweis nachzutragen, daB 
jede ausgezeichnete Menge eine gemeinsame Exponentenfolge besitzt. Das 
folgt einfach daraus, daB die Funktionen eine Majorante haben, und alle 
ihre Exponenten im Modul dieser Majorante enthalten sind (§ 1, 17. 
Bemerkung). 

Wir kénnen die Aussage noch prazisieren. 

Satz XXI. He sei eine ausgezeichnete Menge 

e,(t)  (¢ durchlduft eine Indexmenge D) 
von Verschiebungsfunktionen gegeben, thre Moduln seien M, und die 
(kleinste) Majorante der Menge und ihr Modul seien e(t) und M*. Der 
Vereinigungsmodul M(M,) aller Moduln M, geniigt der Gleichung 

é|D 
M(M,) = M*. 
é|D 

Beweis. Aus §1,17. ist zu ersehen, daB die Bildung des Vereini- 
gungsmoduls auch fiir nicht abzihlbare Mengen D sinnvoll ist und daB 
die Ungleichung 

M(M,) < M* 
besteht. Bleibt nur noch zu beweisen 

M(M,) => M". 


Wir wahlen eine iiberall auf der t-Achse dicht liegende abzahlbare Punkt- 
menge t, und eine Folge von Funktionen 


€ (ts €y(#)s (t)s «+s 


deren obere Grenze in jedem der Punkte 1, mit e(t,) iibereinstimmt. 
Die Funktionen 


(5) No(t) = Max(e,(t), @(t),..-,@(t))  (o=1,2,3,...) 
bilden dann eine (endliche oder unendliche) Folge von monoton wachsenden 
Funktionen, die alle von e(t) majorisiert werden, also 


No(t)—» y(t) Se(r), 


und in den Punkten 1, gegen e(t) konvergieren, 4(t,)=e(t,). Da die 
no(t) (wie leicht beweisbar) gleichartig gleichmaBig stetig sind und in 
iiberall dicht liegenden Punkten konvergieren, konvergieren sie gleichmaBig 
in jedem endlichen Intervall; also ist »(1) stetig und mit e(r) identisch. 
Der Modul einer jeden Funktion ,(t) ist wegen (5) in M(M,) enthalten, 
also wegen des Korollars zu dem (spiter folgenden) Satz XXIII und § 1, 7 
ist es auch der Modul M* der Limesfunktion (t) = e(r); d. h. 


M* < M(M). 


= oe eg 
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§ 5. 
Normalfunktionen und Normalklassen. 


Wir werden jetzt die fp. Funktionen von einer neuen Seite kennen 
lernen. 


1. Definition. Hine (fiir —co<2< +o definierte und) stetige 
Funktion f(x) soll eine Normalfunktion heiBen, wenn aus jeder Folge 
f(x+k,), (y=1,2,3,...), mét irgendwelchen reellen Zahlen k, eine 
gleichmaBig konvergente Teilfolge ausgewdhlt werden kann. 

Unter einer Normalklasse verstehen wir eine Menge von Normal- 
funktionen p(x), die in jeder unendlichen Teilfolge p, (x), 4(x),.-. 
eine gleichmaBig konvergierende Unterfolge enthdlt. 

Yon einer (beliebigen) Funktion g(z) bzw. von einer Menge von 
(beliebigen) Funktionen sagen wir, daB sie die Normaleigenschajt besitze, 
wenn aus jeder Teilmenge der Menge g(z+k) bzw. der gegebenen 
Funktionenmenge eine gleichmaBig konvergente Unterfolge ausgewiahlt 
werden kann. 


2. Unter einer beschrinkten ausgezeichneten Menge sei irgendeine 
ausgezeichnete Menge von gleichartig beschrankten Funktionen verstanden. 

Satz XXII. Jede fp. Funktion ist eine Normalfunktion und um- 
gekehrt ist sede Normalfunktion eine fp. Funktion. 

Jede beschrdnkte ausgezeichnete Menge ist eine Normalklasse und 
umgehrt ist jede Normalklasse eine beschrdnkte ausgezeichnete Menge. 

Zuerst werden wir in 3., bei gleichzeitiger Formulierung einiger 
Nebenergebnisse zeigen, daB jede beschrinkte ausgezeichnete Menge die 
Normaleigenschaft besitzt. Daraus folgt, daB jede fp. Funktion f(z) 
eine Normalfunktion ist, weil doch die Menge f(z+k), wo k alle 
reellen Zahlen durchlauft, gleichartig beschrinkt und die Funktion e,(r) 
zur gemeinsamen Majorante hat. Damit ist dann auch bewiesen, dab 
jede beschriankte ausgezeichnete Menge eine Normalklasse ist. In 4. wird 
bewiesen, daB jede Normalfunktion fastperiodisch ist; und endlich in 5., 
da jede Menge von fp. Funktionen, die die Normaleigenschaft besitzt, 
eine beschrankte ausgezeichnete Menge bildet. 


8. Es liege eine beschrinkte ausgezeichnete Folge 


f, (2), fy (%), «+ 


vor. Wegen der gleichartigen Beschranktheit und Stetigkeit kann man 
bekanntlich eine Teilfolge so auswahlen, daB sie auf jedem endlichen Teil- 
intervall von —co<2<-+oo gleichmaBig konvergiert. Diese Teilfolge 
ist dann aber schlechthin gleichmaBig konvergent, wie der folgende Satz lehrt. 
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Satz XXIII. Jede ausgezeichnete Folge von Funktionen f, (x), fy (x), «-- 
die in jedem endlichen Intervall gleichmaBig konvergieren, ist schlechthin 
gleichmaBig konvergent. 


Beweis. Bei vorgegebenem « bestimmen wir fiir die Majorante der 
Folge die Lange | = (*) derart, da® jedes Intervall dieser Linge eine 
Verschiebungszahl (+) der Majorante enthalt, Weiterhin bestimmen wir 


N so groB, daB in 0< x</ fiir je zwei Indizes m>N, n= WN die Un- 
gleichung 


lfa(2) —f,(2)| Sz 
besteht. Dann ist iiberall in —co<2x< +00 
(1) \fa(%) — f,(%)| Se. 


Denn zu jedem z kann man eine Verschiebungszahl (+) der Majorante 


so angeben, daB § = x — 1 (<) ins Intervall 0 < 2 < / hineinfallt. Dann ist 


| fa (2) — fa (1 SH 
lta(2) — fa (@)1 Sz 
fal) — (8) S 


und daraus folgt (1). 


Korollar za Satz XXIII. Jede majorisierbare Folge von monoton 
wachsenden Verschiebungsfunktionen ist gleichmafig konvergent, weil wegen 
der gleichartigen Beschrinktheit und Stetigkeit die Folge auf jedem end- 
lichen Intervall gleichmaBig konvergiert. 


Satz XXIV. Hs sei irgendeine fp. Funktion f(x) und irgendeine 
Folge reeller Zahlen c,,c,,... gegeben. Man kann dann aus dieser Folge 
eine Teilfolge ci, cy, ¢3,... 80 auswdahlen, daB zu jedem « ein N gehért, 
so daB fiir je zwei Indizes m=>N,n=>WN die Differenz cj, —c, eine zu 
e gehdrige Verschiebungszahl von f(x) ist, 

€; (Cm — Cn) Se m>N(e), n=N(e). 
Beweis. Man wihle aus der Folge 
f(a+e,), f(w@+ ey), f(%+e,), «-. 
irgendeine gleichmaBig konvergente Teilfolge 
(2) f(x + ¢;), f(2+ 03), f(@+ eg), ... 
aus. Die Zahlen cj, cj, cg,... der Folge (2) geniigen unserem Satze. 











——~= 
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4. Es liege eine Normalfunktion f(z) vor, wir werden zeigen, daB 
sie fastperiodisch ist. Aus der Auswahlbarkeit folgt leicht, daB f(z) 
beschriankt und gleichmaBig stetig ist. Die ,,Verschiebungsfunktion“ 
v(t), 

= Ob. Gr. - 
o(t)—=_ Ob. Ge. | f(z +2)—f(2)| 

ist stetig, geniigt den Bedingungen a) b) c) und besitzt, wie aus 
loy(e +k) — 04(t+be)| S o4r(ky— ky) = _ Ob, Gr. Itletky)—f (2+h)| 


folgt, zugleich mit f(z) die Normaleigenschaft. Dann miissen aber bei 
jedem «> 0 die Punkte r, fiir welche 


v,(t) Se, 


relativ dicht liegen. Sonst gibe es eine Konstante a >0 und eine Folge 
von Intervallen 


(3) a<t< p, (» = 1, 2,38,...), 
(4) b, — &,—+ 00, 
so daB in allen Intervallen (3) die Ungleichung 

v,(t) 2a 


bestiinde. Jede Funktion 
(5) v,(t) = ,(r —& te) 
ware daher im Intervall 
gréBer als a. Eine Teilfolge von (5) konvergiert gleichmaBig. Die Limes- 
funktion mu8 wegen (4) dberall >a sein, was aber damit nicht zu ver- 
einbaren ist, daB jede der Funktionen v,(r) einmal den Wert 0 annimmt. 
5. Es liege eine Normalklasse vor (von der wir nunmehr wissen, da8 
sie aus fp. Funktionen besteht), Wir werden zeigen, daB sie eine be- 
schrankte ausgezeichnete Menge ist, Die gleichartige Beschranktheit folgt 
sofort aus der Auswiahlbarkeit, Da nach Satz XIII die Verschiebungs- 
funktionen einer Normalklasse wieder eine Normalklasse bilden, nehmen 
wir an, daB eine Normalklasse von Verschiebungsfunktionen 


e,(t) (¢ durchlauft eine Indexmenge D) 
vorliegt. Wir haben nachzuweisen, da8 die (iiberall endliche) Funktion 
O(r) = Ob. Gr. (e,(t)) 
i|D 


eine Verschiebungsiunktion ist. Aus der Auswahlbarkeit kann leicht ge- 
folgert werden, daB diese Funktion in jedem Punkte + stetig ist. Wenn 


Mathematische Annalen, 96. 10 
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wir nun nachweisen, daB die Funktion O(r) in einer iiberall dicht liegen- 
den Punktmenge mit einer Verschiebungsfunktion iibereinstimmt, sind 
wir fertig. 
Wir wahlen, wie im Beweis zu Satz XXI aus der Menge e,(r) eine 
Fol 
ai €, (7), g(t), g(t), -- +s 
deren ,,obere Grenze“ e(r) 
e(t) = Ob. Gr. (e,(t)) 


v1,8,8,... 


in iiberall dicht liegenden Punkten mit O(r) iibereinstimmt. Die Funk- 
tion e(r) ist offenbar der Limes der monoton wachsenden Funktionen 
(6) ny (t) = Max (e, (t), €,(t),---,@(t)) (w»=1, 2, 3,...). 
Wenn wir nachgewiesen haben werden, daB diese Funktionen gleichmaSig 
konvergieren, dann sind wir mit dem Beweis zu Ende. 

Ware nun die Folge y,(t) nicht gleichmaBig konvergent, danr gibe 
es eine Zahl a>0, eine Folge von Punkten 1, (kK=1,2,3,...) und 
dazugehérigen Indexpaaren (yu,,¥,) der Anordnung 

By <p << Mg S%q eee Sy ye < My < My gy Seees 

so daB 

Ny (Tt) — Mux (T) > @ ( = 1,2,3,...) 
wire. Gehen wir auf die Definition (6) der Funktionen »,(1) zuriick, dann 
kénnte man auf die Existenz von Indizes z,, der GréBe 
(7) My < te Sr 
schlieBen, so daB 

ey, (T,) — €o(t,) > @, fiir oS4,, 

insbesondere also (vgl. (7)) 
(8) Cx, (T,) — ey, _(%) > a, fir nsk (k=1,2,8,...). 
Aus der Folge e, (t) (k= 1,2,3,...) lieBe sich nun nach Voraussetzung 
eine gleichmaBig konvergente Teilfolge ej(t) (k= 1,2,...) auswahlen. 
Wegen (8) giibe es dann aber eine Folge von Punkten 4%, so daB 

ex (ti) — ef-1(%) >a (k= 1, 2,3,...) 
gialte, was aber der gleichmaBigen Konvergenz der Folge ej (t) widerspriche. 

6. Wir schlieBen mit einer Bemerkung. Da die Summe zweier 
Normalfunktionen wieder eine Normalfunktion ist, ist nahezu evident. In 
den Punkten 1.—4. des vorliegenden Paragraphen haben wir von § 4 nur 
den Satz XI benutzt. Also liefern die Entwicklungen des gegenwartigen 


Paragraphen einen neuen Beweis fiir die Grundtatsache, da8 die Summe 
zweier fp. Funktionen wieder fastperiodisch ist. 


SITET 2 
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Uber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen. 
Von 
Stefan Kaczmarz in Lwéw (Lemberg). 


In seiner Arbeit ,,Hinige Sdtze iiber Reihen von allgemeinen Ortho- 
gonalfunktionen“*) beweist H. Rademacher folgenden Satz: 

Es sei: 

1. {~,(x)} ein normiertes Orthogonalsystem, 

2. die Rethe S'a? konvergent , 

3. y(n) eine monotone Folge von der Beschaffenheit, daB y(n)—+ +-co, 
Sai y(n) konvergiert, und n, eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen, so 
gewdhit, dap w(n,)=>k ist, 
dann konvergiert die Folge 


hac 
8n, (2) = 2/4 95(2) 
fast tiberall, 

In dieser Note gebe ich einen kurzen Beweis dieses Satzes, einen 
verallgemeinerten Satz und eine Anwendung auf die (C 1)-Summierbarkeit 
der Orthogonalreihen. 

Beweis des Satzes von H. Rademacher. 
Setzen wir r, = > a; und bestimmen die Teilfolge n, so, daS die 
j=p+i 
Reihe Pie konvergiert; dann konvergiert die Folge s,,(2) fast iiberall. 


In der “Pat: Bezeichnet man mit f(x) diejenige Funktion, fiir welche 
fir—s)" dzx—-0 fiir p—-co, so konvergiert die Reihe 
oe 
ae 
S f(f—sm)* de, 
Stas k=1la 7 


*) Math. Ann. 87 (1922), S. 112, 
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. 
weil J (f= nu)" dae = ty} daraus folgt die Konvergenz der Reihe 


Sur 8n,) fast iiberall, es konvergiert also s,,(2)—> f(x) fast iiberall. 


Es bleibt zu zeigen, daB die obige Folge n, und die Rademachersche 
Folge identisch sind. 


Es sei also m so gewahlt, da8 > f,, konvergiert; dann ist 
k=1 
Dt = Xe (Gnaes + mre + +++ Ones) 5 
setzen wir y(n)=&k fir nm <n < my1, dann ist Saiy(n) konvergent 
n=1 
und die Rademachersche Folge ist identisch mit der Folge n,. Umgekehrt, 
es sei y(n) eine monotone Folge, fiir welche y(n)— + co, Saty(n) 
konvergiert. Dann ist = 
aim —2t (Gng+1 + +++ + One...) S24 v(i); 

es konvergiert also 5 rp,. 

Satz I. Die Folge 8,,(x) tst fast diberall konvergent, wenn die Rethe 
» ¥ “4 konvergiert . 

Beweis. Es ist 


(f—sm)° —(f- Sues)” = (8m, — Sax) (2 — Say — Suz.) 
Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 





b 
Ay = J |(f— ne)” — (f—8nss)® [OS V (Fay =F css) nn = Faust AP mes)» 


also 





Ay S2V (ay — Taner) Fae 
Die Reihe ZV Gm —Tn,,,)Tn, konvergiert, es ist namlich 


Pa (ta, — Tus.) Tay <) SVE Pes.) 1% ae 


k=1 k=1 yk 


Die zweite Reihe rechts konvergiert laut Voraussetzung, auf die erste 
Reihe wenden wir Abels Transformation an: 


D> VE (tm —Tr,,,)= > tn, (Vk —Vk—-1) —VD-fa,., 


k=1 k=1 








r sie 
ae eS ——s 
2 Vea VRat ~ VP fae 
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Die Summe rechts konvergiert fiir poco, das zweite Glied 
Tnp.,Vp—+0, weil 


ne "mess Ta, ~ Tnx "mess (4 1 ) 
— — — = — ——— }>0, 
yk Yk+l yk +r. yk Yk+1 

Tay 


es sind also die Glieder der konvergenten Reihe YE monoton ab- 
r — 
nehmend, deshalb ba = Vkr,,—0. 
Die Reihe SA ist also konvergent. Daraus folgt, daB die Reihe 
1 
PxG — 8»,) —(f —8m,,) }, also auch die Folge (f— &q,)° fast iiberall 


konvergiert. Da aber for — 8n,)° dz-—+0, konvergiert (f — 8,)—+0 fast 
iiberall. 


Bemerkung. Ahnlich wie vorher kann man feststellen, daB die 
Bedingung Oe konvergiert aquivalent ist der Bedingung 
Vk < y(n,). 
Erweiterungen. 
Es ware interessant zu untersuchen, ob man den Satz I noch ver- 
schirfen kann. Die Konvergenz der Reihe es “ae geniigt jedoch nicht zur 


k=1 

Konvergenz der Folge s,,(2), wie im folgenden gezeigt wird. Nehmen 

wir eine Orthogonalreihe ’a, (x), welche iiberall divergiert, wahrend 
n 


die Reihe a; lgn konvergiert*). Es ist nun St konvergent, weil 
n 


PAG +5+-. + gaa) < Dian + e(n 2), 


und die Folge s,(x) divergiert. Ob die Bedingung ,, Ss “* konvergiert“‘, 


fir }<a@<1, geniigend ist, kann ich vor der Hand Nude entscheiden. 
Mit Hilfe des Satzes I kann man einen neuen Beweis des folgenden 
Satzes fiihren: 


Satz Il. Wenn die Reihe Sa vign konvergiert, dann ist die 
1 
Rethe Sa, (2) fast tberall (C1)-summierbar, d. h, “*%*--*% 


konvergiert fast iiberall*). 


4) Eine solche Reihe hat D. Menchoff Fund. Math. 4 (1923), 8.104 angegeben. 
®) Vgl. meine Note in Math. Zeitschr. 28 (1925), 8. 266 u. 268. 











SES a ee 
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Zu diesem Zwecke beweisen wir den folgenden 
Satz III. Damit die Orthogonalreihe S'a,y,(x), fiir welche 
1 


> az konvergiert, fast tiberall (C1)-summierbar sei, ist notwendig und 
1 
hinreichend, dap die Teilfolge s,,(x) fast iéberall konvergiere. 

Beweis. Die Notwendigkeit folgt aus einem Satze von A. Kolmogorow‘), 
der besagt, daB die Reihe 


xz 
D>, (G4 — 84)» wo o, = TAT TS 


fast iiberall konvergiert. 

Jetzt nehmen wir an, daB s,x(x) fast iiberall konvergiert. 

Nach dem Satz von Kolmogorow konvergiert dann fast iiberall die 
Folge o,x(z). Nehmen wir die Differenz o, —o,x, wenn P"<ier, 
Es ist: 

0, — Ox = (6; — O45) + (G4. — G;49) +++ + (Gga_y — Oe , 














also 
mat | 1 
|\0;—4 yt! SVilo,— slg t TFliaiee “+l at: ‘* 
V9?_} s ae 
+2 1 | Oge_, Ww 
die Schwarzsche Ungleichung liefert 
qk_1 —, 
jo,— a1 <]/ 3 w(o—enss)*- |) Od 
n=) n=j 
/ gk-1 ae 
‘ 
< / > n( (¢ 5s — Sn) Yd 3 
gt—1 eb=141” 
da aber P 
ak_1 
a7 Sa Ig(2*—1) —1g2*"* <lg2, 
gk- = A 


und die Reihe Sno, —o,,,)° fast iiberall konvergiert®), so konvergiert 


O; — Ogx—> 0. Die Reihe ist also fast iiberall (C 1)-summierbar. 

Beweis des Satzes II. Da Vk< Vig 2*, so ist die Folge s,x(z) 
nach dem Satz I (Bemerkung) fast iiberall konvergent. Aus dem Satz III 
folgt die (C 1)-Summierbarkeit der Orthogonalreihe fast iiberall. 

Auf Grund dieses Beweises erhailt man aus jeder Verschirfung des 
Satzes I eine entsprechende Verschirfung des Satzes IT. 


*) Fund, Math. 5 (1924), 8. 96. — 5) Siehe Anm. 4). 





(Eingegangen am 18, 5. 1925.) 











Uber das Gesetz der grofSen Zahlen. 


Von 


A. Khintchine in Moskau. 


§ 1. 
Problemstellung. 


Man denke sich eine unbegrenzte Reihe von Versuchen angestellt, die 
sich alle auf das Eintreten eines Ereignisses 2 beziehen und voneinander 
unabhangig gedacht sein mégen. Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens 
von Z im n-ten Versuch sei mit p, bezeichnet. ZH sei unter den n ersten 
Versuchen m(n)-mal eingetreten; man setze 


u(n) = m(n)— 3p,. 


Der beriihmte, von Poisson aufgestellte und von Tchebycheff zuerst streng 
bewiesene Satz, den man gewdhnlich als das Gesetz der grofen Zahlen 
bezeichnet, lautet: Sind die Zahlen «> 0 und y > 0 beliebig vorgegeben, 
so kann man fiir ein geniigend groBes n die Relation 

(1) |m(n)|<en 

mit einer Wahrscheinlichkeit > 1—  behawpten. 

Auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Relation (1) fiir alle n > N 
erfiillt wird, strebt bei unendlicher Zunahme von N gegen 1; diese wich- 
tige Tatsache ist, wie mir scheint, nicht geniigend hervorgehoben worden; 
sie bildet keine direkte Folgerung des Poissonschen Theorems und kann 
auch nicht durch seinen iiblichen, von Tchebycheff herriihrenden Beweis 
festgestellt werden; meines Wissens ist in der Literatur iiberhaupt kein 
allgemeiner Beweis dieses Satzes angefiihrt worden. Wichtige Spezialfille 
hat Herr Borel in seinen bekannten Untersuchungen iiber die Verteilung 
der Ziffern in systematischen Entwicklungen der Zahlen*) bewiesen; und 


1) Vgl. z. B. die Note V seiner Legons sur la théorie des fonctions, 2. Auflage, 1914. 
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die von ihm benutzte sinnreiche Methode reicht auch vollstaéndig aus, um 
den Satz allgemein zu beweisen. 

Ferner ist der Satz von anderen Autoren*), wieder in Spezialfallen, 
noch weiter verschirft worden: die Ungleichung (1) wurde durch scharfere 
Ungleichungen ersetzt, und die Behauptung blieb erhalten. 

Die Aufgabe, eine exakte obere Grenze fiir die GréBenordnung der 
Funktion u(n) aufzusuchen, habe ich vor kurzem fiir den Bernoullischen 
Fall (p, = p, =... =p) exakt formuliert und auch die Lésung derselben 
fiir diesen Fall gegeben*). Vorliegende Abhandlung enthalt die Lésung 
desselben Problems fiir eine viel umfassendere Klasse von Fallen. 

Die nachfolgende Definition der exakten oberen Grenze fiir us (7) ist, soviel 
ich sehe, die natiirlichste und, streng genommen, auch die einzig mégliche. 

Definition. Als eine exakte obere Grenze der Abweichung y(n) be- 
zeichnen wir im folgenden eine positive Funktion x(n), wenn sie folgen- 
der Bedingung Geniige leistet. 

Fiir jedes Paar positiver Zahlen 6 und n» gibt es eine solche ganze 
positive Zahl n,=%,(6,), dap mit einer Wahrscheinlichkett >1— 1 
zweierles behauptet werden darf, nadmlich: 

1. Fiir alle n>, tat Lm (m)| — 1+ 4; 


z(m) 
2. Fiir wenigstens ein n> ny iat HOD >1-4. 


Dabei kann n, beliebig groB gewdhit werden. 

Man ersieht leicht, daB, wenn eine dieser Forderung geniigende 
Funktion y(n) gefunden ist, auch jede Funktion der Form x(n) + 0(z(m)) 
eine Lésung des Problems liefert. Die Existenz einer Lésung x(n) kann 
natiirlich nicht a priori behauptet werden. 


In meinen bei *) zitierten Arbeiten habe ich gezeigt, daB im Bernoulli- 
schen Falle die Funktion 


x(n) =12p(1—p) niglgn 
die gesuchte Lésung liefert*). Es lag die Vermutung nahe, da8 man in 
einer Reihe allgemeinerer Fille 














(2) x(n) =J25n0 — p,)igign 


*) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre 1914, S, 421; Hardy und Littlewood, 
Some problems of diophantine approximation, Acta Mathematica $7 (1914), S. 185; 
Khintchine, Uber dyadische Briiche, Math. Zeitschr. 18 (1928), S. 109. 

*) Comptes Rendus 178 (1924), S.617—618; Fundamenta Mathematicae 6 (1924), 
8. 9—20. 

*) Ich habe in jenen Arbeiten fiir die beiden Zahlen 3 und y einen einzigen 
Buchstaben « geschrieben, da mir die gegenseitige Unabhingigkeit dieser Zahlen 
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setzen kénnen wird. Das Ziel der vorliegenden Abhandlung ist, die Be- 
stitigung dieser Vermutung fiir eine sehr umfassende Klasse von Fallen 
zu erbringen. Es gilt namlich der 

Satz. Die durch (2) definierte Funktion x(n) liefert eine exakte 
obere Grenze der Abweichung u(n), sobald alle Gréfen p, und 1 —p, 
oberhalb einer positiven Schranke a bleiben. 

Dem Beweise dieser Behauptung sind die beiden folgenden Paragraphen 
gewidmet. Hier méchte ich noch bemerken, da8 die Lésung 


——___—_-._—— 
x(n) = J23 Pi% lglg SP, 4%: 
‘= é= 
die unter den Voraussetzungen unseres Satzes mit der Lésung (2) asympto- 


tisch zusammenfallt, aller Wahrscheinlichkeit nach fiir noch allgemeinere 
Fille Geltung behilt. 


§ 2. 
Aufstellung der Hilfssitze. 


Im folgenden sollen L,, L,, ... absolute positive Konstanten bedeuten; 
L, (z,y,..-), D,(x,y,..-) sollen positive GréBen sein, die nur von 
2, Y,.-.. abhangen. 

Es sei y(n) eine positive Funktion des Argumentes n, und man setze 





q=1—>p, y=v(n)= 22 PG (Mm). 
P(n,¥) bedeute die Wahrscheinlichkeit der Relation 
|u(n)| >, 
und die Voraussetzung des Satzes in § 1 sei dauernd erfiillt gedacht. 


Hilfssatz 1. Hs ist fiir n> L,(a) und jedes ganze positive 
. Ign 
(3) ks gigs’ 
zt \* 
P(n,¥) <14() - 
auBer Zweifel schien. Dieser Umstand hat Herrn Borel (vgl. seine Bemerkungen zu 
meiner Note) die Veranlassung gegeben, das von mir geléste Problem als ein in ge- 
wissem Sinne willkiirliches zu betrachten und nach der Funktion zu fragen, die in 
den Ausdruck fiir 7 (m) an Stelle von Iglign tritt, wenn 5 und 7 statt der Relation 
6=~y durch eine andere einfache Relation 6=q@ (7) verbunden werden. Indem ich 
natiirlich fiir dieses argerliche MiBverstindnis mich allein verantwortlich fiihle, muB 
ich hervorheben, daB die beiden Zahlen 6 und 7 (also die beiden « in meiner friiheren 
Bezeichnung) vollstindig unabhingig vontinander oder auch irgendwie verbunden 
gedacht sein kiénnen, ohne da8 dadurch der Wortlaut der Behauptung irgendwie ge- 
andert wird, so da8 letztere eine in diesem Sinne vollstindig allgemeine Geltung hat. 


et ee 


EEE. |e Oe 
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Beweis®). Wir beginnen mit der Betrachtung des Ausdrucks 


(4) o=(Sn0)— st Hyg ae o> 


wo die Summation iiber das durch 

62 AS 0S ..c me; w+rt+...toeHk 
bestimmte Gebiet zu erstrecken ist und H, ,,...... die symmetrische Funktion 
der Produkte p,q, bedeutet, deren allgemeines Glied durch 


(P,, q,)" ( P,%,)" °e? (P,, %,) 
gegeben ist, wobei ¢,,7%,,...,%, voneinander verschiedene Zahlen der Reihe 


1,2,...,  bedeuten. 
Offenbar ist 


B20 < (3,0 )+( (pay) ---( 3(ra)”). 


é 


i 
- 


Daraus ergibt sich 














n n n 

H Z(mau)* D(pea)” Z (Pi G)” 

B22 @ — Ss _ f=! <n 
C a “ n y a w 

(3 Pas) (3 Pi a) ( =P a) 
t=1 t=1 t=1 
At: ee eet ee 
a?! int a2” sn” a2” .n®” aay nh—ite-1+ «+. t@—1 ° 


Ist wenigstens eine der Zahlen u,¥,...,@ gréBer als 1, so findet man 
daher 

Fv, 200, 7 

va ee 
Die Anzahl der Glieder rechts in (4) ist offenbar gleich der Anzahl der 
Zerlegungen der Zahl & in positive Summanden, wenn zwei Zerlegungen, 
die sich nur in der Ordnung der Summanden unterscheiden, als identisch 
aufgefaBt werden. Diese Anzahl ist jedenfalls kleiner als 2°, wie eine 
rohe Abschitzung leicht ergibt. Da ferner k! eine obere Grenze fiir die 
rechts in (4) auftretenden Polynomialkoeffizienten ist, so erhalt man 


|C—k!, , Pi be, @n72 L 
ep Aeeees ' — 
G <2°k! we k ( 


Wegen der getroffenen Voraussetzung (3) ergibt das fiir n > L, (a) 


C—kiH L, 
5 ; eden _e 
eee geaat <m 
5) Die Bausteine dieses Beweises kinnen in einer von Markoff ersonnenen Methode 
erblickt werden (vgl. sein Buch ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung", 4. russische Auflage, 
1924, insbes. S. 148--152). Ihre Verwendung muBte jedoch hier, dem gegenwirtigen 
Ziele entsprechend, wesentliche Modifikationen erfahren. 





k 2 
an __ Ly biekrble (=) +08 
a*e n 
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Andererseits betrachten wir jetzt die mathematische Erwartung B 
der GréBe 


{u(n)}?*. 
Bezeichnet man mit xz; eine GréBe, deren Wert gleich 1 oder 0 ist, 


je nachdem das Ereignis Z beim ¢-ten Versuche eintritt oder nicht, so ist 
offenbar 


B= 3{( 3 %— p,)*- I(.~%.+ 0 — z,)%:)} 


- S12 2 afta tie Tee r+(—a)a)}. 


Dabei ist die auBere Summation iiber alle méglichen Wertsysteme der z; 
zu erstrecken, wiahrend im letzten Ausdruck das Gebiet der inneren 
Summation durch 
O<asfs...S4, a@+f4+...4+1= 
festgelegt wird; S..s..., bedeutet die symmetrische Funktion der Diffe- 
renzen z;— p,, deren allgemeines Glied durch 
(24, — Bs,)* (24, — B4,)" «+ «(ee — Pas)” 

gegeben ist, wobei #,,%,,...,% 
Reihe 1, 2,..., » bedeuten. 

Indem man die Ordnung der Summation wechselt, erhalt man 


2k)! 
(6) Bm DS ap Toate 
Gy Py +o 


, voneinander verschiedene Zahlen der 


wo 
Ga, B,...3 = BS a6..0i TT (a7, +(1— ";)9q;)} 


die mathematische Erwartung der Funktion S,,,...., , darstellt. 
Unser Ziel ist zunachst, eine obere Abschitzung fiir B/C zu gewinnen. 
Zu dem Ende gehen wir von der leicht beweisbaren Identitit 


G2,2,....2= Ay y,...1 
aus. Wegen (5) erhalten wir fiir n > L, (a) 


Goes 1 


C —5< 2 





also fiir n > L, (a) 
G2....2 2 
Cc k!? 
(2k)! Gage | (2k)!-2 k\* 
2%8o gtk, ~~ s (3). 
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Betrefis der anderen Glieder der Summe (6) bemerken wir zunichst, 
da8 ihre Anzahl ganz wie diejenige fiir (4) abgeschitzt werden kann und 
sich kleiner als 2°* ergibt. Ist eine der Zahlen a, 8,...,4—=1, so ver- 
schwindet bekanntlich das betreffende G,,...,. Wir Lelie dumaeeh nur 
noch diejenigen Glieder zu betrachten, in welchen wenigstens eine der 
Zahlen a, B,...,4 gréBer als 2 ist. 

Offenbar ist allgemein 


Ga, Breen d 3, = (P66, + %, PE) (Pe OE + %, PL)> += (Pe Me + %, Pe)» 


wo die Summation iiber alle méglichen voneinander verschiedenen Zahlen 
t,,%,---,%, der Reihe 1, 2,..., zu erstrecken ist. Daraus folgt 


Brevn 1<( 39, (pe-* +9-*)) (37,4 pf-* + 9f-*)). (3 malPy +a )) 








und weiter 
° o~% — = -1 anil . Ink « And 
G LP, (Pg +a) HG (PE +) Zz PY (Bs + G) 
@, B,.+04 <= , =1 t=1 
Cc ia e in A as “ 4 
(p%)° (Spa)* (Zra)* 
é=1 é=1 i=1 
q72* , 
% OE SR. BM, 
a? ore ae 


ist wenigstens eine der Zahlen «, 8,...,4 gréBer als 2, so ergibt sich 
hieraus 
G ~2k 
G, By oeeyd a 

| Cc % “eo ? 
denn im Falle, wo nur eine von den Zahlen a, f,...,4 gréBer als 2 ist, 
mu8 sie wenigstens gleich 4 sein, da a+f/-+...+A4=—2k eine gerade 
Zahl ist. 


Somit findet man fiir n > L,(a) 





srg <44(5 y +22 (22)! 


<t,($) +2,4(52)*-4 


ze (HM at 1, ate ital 


was wegen (3) fiir n > L, (a) 
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zur Folge hat. Daraus ergibt sich 
B B s 4° 
vk 28 O(winy)* tae (Sm) 


Die linke Seite ist hier die mathematische Erwartung der GréBe 


(nim) 

Nun ist bekanntlich die mathematische Erwartung eines jeden posi- 
tiven Ausdrucks in allen Fallen gréBer als die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB der betreffende Ausdruck gréBer als 1 wird (die Anwendung dieser 
Tatsache bildet eine der Hauptideen der Methoden von Tchebycheff und 
Borel). Folglich erhailt man a fortiori fiir n > L,(a) und k< fetes 

k 
P(n,») <1 (=o) » 
womit Hilfssatz 1 bewiesen ist. 


Hilfssatz2. Fiir n> L,(a) und 1S y(n) < fe 





tat 
P(n,v) < L,e-¥™, 
Beweis. Die Anwendung von Hilfssatz 1 mit k = [w(n)] liefert 
P(n,v)< DL, e~v™+! = LD, e~¥™, 


w. z. b. w. 
Hilfssatz 3. Fiir n> L,(a) und y(n)=> isis tst 
P(n,v)<L,e isl 
Beweis. Die Anwendung von Hilfssatz 1 mit k = Ligon! liefert 


_ len 
Pin, vy)< DZ, e -leiesl < 1, e lglgn | 


woraus a fortiori 
Igy 


P(n,v)<L,e ‘ser 
folgt, denn fiir » >n ist offenbar P(n, v) =0. 
Hilfssatz 4. Fiir n> L,(a) und w(n)>1 iat 


lgr 


P(n, ¥) < L, {e-v¥™ + e igle> 
Beweis folgt unmittelbar aus den Hilfssitzen 2 und 3. 


Hilfssatz 5. Fiir n> L,(a) und v(m) 2 a8 ist 
lay 


“Ign ig lev 
P(n, r) <k, (— (n) lg ga) 








> ae 





. 
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Beweis. Die Anwendung von Hilfssatz 1 mit k= lietcs | liefert 


ign “it igy 


——— —— = 
Ign igign ign lglg 
P(n, *)< Le (Sigs) « Le (—Satigten) ' 
da wieder fir »>n P(n,»)=0O ist. 
Von hier an soll der Kiirze halber fiir jedes ganze positive n dauernd 





x(n) = 2 (3 7, 9%) lg lgn 
gesetzt werden. 
Hilissatz 6. Bedeutet A(n) die Wahrscheinlichkeit der Relation 


|w(m)| > (1+ )x(n) (e>0), 
so ist fiir n > L, (a) 
L, 
A(n) <= (ign)itiaw 
Beweis folgt aus Hilfssatz 2 mit 
y(n) = (1+ e)*Iglgn. 
Hilfssatz 7. Bezeichnet man mit B(n,,n,) die Wahrscheinlichkeit 
der Relation 
) 
(7) ares 


z(™) 
so ist fiir n, > L,(a,e), ny <n, < 2n,, 


n, lg lgn, ign, 
%—, +e *migiem} 





D,(a, #) 
B(n,, My) < L,, {e 
Beweis. In der Reihe der Versuche von (n, +1)-ten bis zum n,-ten 
moge das Ereignis  m(n,,n,)-mal eintreten. Setzt man 
Lic 


H(N,, 2) = m(n,n)— SY DM, 
t=n,+1 
so ist offenbar 
(My) = u(n,) + w(m,, My); 
so daB statt (7) auch 


JC) Zim) ~ rims) ~ “zeae (> * 


geschrieben werden kann. Daraus ersieht man, daB, wenn (7) erfiillt ist, 
notwendigerweise auch eine der beiden Relationen 


(8) |) {m3 — Tet |> 3 
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und 


u(m,, My) 
(9) | x (Mg) 


erfillt sein mu8. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Relationen seien mit 
B,(n,, ,) bzw. B,(n,,,) bezeichnet, so daB also 


(10) B(n,,,) SB, (m,, m,) + By(m,, m4) 
ist. 
Die Ungleichung (8) hat zur Folge 


a 
2 


s 2(%)z(m%) ~ # 2a*n, igign, 


(> oy (m)— 20m) > 2 zQm)— 20m)’ 


und da 
1(M,) — x(n,) < V2lgign, diay PG — Sra} 





Pid 


oe i= et ws, 


= —— —— < Viglgn, yeas 
"y VEno+) Fn 


ist, so erhalt man weiter 











ea*V2n, Yn, Ig lg n, 

n > —- = I, a,é 
| #(n,)| (m —*,) Viglen, ( iz 
Die Anwendung von Hilfssatz 4 mit n= n,, 


a Ym lglg n,. 





y= L,(a,2)—"— Vn, Iglgn,, y(n) = Ja(¢, ¢) at lelgm, | 
(My —m)"-22 pra 
ist fiir n, > L,(a,e) gestattet und ergibt wegen n, — n, < n, 


_ Aro. om le lan, _ tien 
(11) B, (n,, n,)< L,{e %—™ +e “Talen,) 


Andererseits folgt aus (9) a fortiori 
| u(m,, my)| > 52m); 
die Anwendung von Hilfssatz 4 mit n =n, — n,, 


m, 
(2 pw) Ig lg n, 





y= 5x(n,), y(n)=> =~ 
wees % 
ergibt fiir n, — n, > L,(a, ) 1 
— Ls( emilee, ih lgn, 
(12) B,(n,, nN, ) A L, {. 2 ee | +e iain 


um diese Relation fiir alle n,-- mn, giiltig zr machen, brauchen wir nur 





a 





a 
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n, > L,(a,e) zu wahlen; denn dann wird fir n=n, —n, < L, (a, e) 
auch n<», also B,(n,, n,)= 0 sein. 
Aus (10), (11) und (12) folgt, daB fiir n,>L,(a,e) und 
0<n,—n <n, 
{ — L,(a, «)- ola 
B(n,,m,) < L,, \e — +e 
wird, womit Hilfssatz 7 bewiesen ist. 
Hilfssatz 8. Fiir n, > L,,(a,¢), ny <n,g<2n, und 


m lela, len, 


(18) 2 Ign, < Ly (a, €) 
ist 
em 


; ie * Igig n, 
B(n,, %,) < Ly {L,; (a, 2) 3" Ign, 


m 
Beweis. Wir behalten die Bezeichnung des voranstehenden Be- 
weises bei. 


Fiir die Abschitzung von B, (n,,,) hatten wir 


. i 
y(n) > L, (a, e) ak Iglgn,, 
was jetzt wegen (13) reichlich 


y(n) > =e 


elg ign, 
liefert. 
Hilfssatz 5 ist also anwendbar und ergibt fiir n, > L,, (a, e) 


lgn, 


oe * glen, 
B, (n,, n,) < Lg { Lio (a5) —— Ign, } 


nm, 


Andererseits hatten wir fiir die Abschitzung von B,(n,,n,) m =n, — m, und 
y(n) > Ly.(a@, €) = om Igign,, 


was wegen (13) und n, — n, < n, wieder reichlich 


Ign, _ Ig(my—n,) 


y(n) > elgign,~ elgig(n2.—n,) 


ergibt*). Hilfssatz 5 ist also wieder anwendbar und liefert fiir n, > L,, (a, ¢) 


Eu we 
foe \ My — 2, \ ilem, 
B, (n,, N,) < L, {Ly (a, Sa a Ign 
*) n,—n, diirfen wir auch hier gréBer als eine passend gewiihite positive Kon- 
stante voraussetzen; denn fiir kleinere n,—mn, verschwindet die Wabrscheinlichkeit 
B, (m,,,), um deren Abschitzung es sich hier ja allein handelt. 
Mathematische Annalen. 96. 11 
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Wegen (10) erhalt man also fiir n, > L,,(a,¢), nm» —, <m,, und (13) 
vorausgesetzt, 

lu ™ 

\ iglgn, 





B(n,, m,) < Lig { Lis (a €) = Ign, 


n 
womit Hilfssetz 8 bewiesen ist. 
Hilfssatz 9. Man setze wieder voraus, dap 


Ly, (4, #) <n, <n, < 2n, 


ist und (13) erfiillt wird. C(n,,n,) bedeute die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
da fiir wenigstens ein b, n, < bn, 


w(0)_ a(m)| 
z(b6) x(m)i 
ausfallt; dann ist 
Ly, 28%- 
\ igign, 


J 





C(n,, Ms ) < (n, a n,) L,, {Zp (a, é) a= Ign, 


n 


Beweis. Folgt aus Hilfssatz 8 wegen 


O(n,, m.) < B(n,,n,+1)+ B(n,,n,+2)+...+B(n,, n,), 
denn die Voraussetzungen von Hilfssatz 8 sind offenbar fiir jedes Paar (n,, b) 
erfiillt. 


Hilfssatz 10. Bezeichnet man mit D(n) die Wahrscheinlichkeit 
der Relation 
a(n) >(L—e)z(n), 
so ist fiir n> L,,(a, e) ‘ 


D(n) ro (ign)! 


Beweis. Am schnellsten iiberzeugt man sich von der Richtigkeit der 
Behauptung, indem man einen Satz von Liapounoff’*) heranzieht, demzu- 
folge die Wahrscheinlichkeit der Relation 


w(n) >t) 2 Sq 


t=1 


fiir unendlich groBes n dem Grenzwert 


+@ 

| . 
— |e-*“dz 
yr; 


gleichmaBig in t zustrebt, wobei das Fehlerglied von der Form 


o(i) 


%) Mém. de PAcad, de St. Pétersb. (8) 12, Nr. 5. 
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ist. Fiir t=(1—e)}lglgn ergibt sich daraus 
+2 
D(n) >= f ods — SELES 
“a-ovislen 


(—e)yigign +1 
> a e- dz — Le(a)lam . 1 -{a-ovigtew+ 1} _ L,(a)ign 
|a = Yn l= yn 


(i—e)yigign 
also fiir n > L,, (a, €) 


Ly, 
P(m) > egy he" 
w. z. b. w. 
§ 3. 
Beweis des Hauptsatzes. 
1. 
Die positiven Zahlen »<1 und 6<1 seien beliebig gegeben. 
Man setze 
é Od 1 : 1 2,(a,¢)\, 
6 & Ze a=(7-|+2, t= Min {3, ae"; 


ferner setze man fiir jedes ganze positive m 
— [a+er(1 +<)|+ 1 (b=, 1,... 0%) 
m 
Dann ergibt erstens Hilfssatz 6 mit n=n,, , fiir m > L,, (a, e) 


L, "eae é) 
(I) A(n,, 9) < {mlg(1+1)} 2th Se the Un 


Ferner wollen wir Hilfssatz 7 mit n, = Tn or My = Mey p> k=1,2,...,m* 
anwenden; wegen 


k 
Mae — Mao <—S(1+4)"+1, t<1 





sind seine Voraussetzungen fiir m > L,,(a,«) erfiillt, und wir erhalten 





- Iya, pater (ig m + Igig(1+)) - wal 
* lem + gig) 
B(n,, o> Nn x) < | € r(i+ey"4+1 4 . 
—Za(e, 2) SM + ele+e) 
t+ 1 — Ly, ete) 
< D,, le ate” 4 te 
Wegen tS FG) | t fiir L 
wie ist fiir _m > Ls, (a, ) 


(6,0) >a+8, (a + 8) (Ig m + Iglg(1+1)) >(a+2)lgm 


+agge 





11* 
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und folglich 


™ 
f 1 ~ Dales) 


B(n,, Ne x) < Ly, lint? Te f . 


Daraus folgt weiter 


ST a. + a —Lelea+9 
(Tt) XB (%m.0% Mn, u) ° Lys {ga + me ao 


m* 


Endlich wollen wir Hilfssatz 9 anwenden; 
Ny = My peas K=0,1,2,...,m*—1. Fiir m> L,,(a,e) sind 
Bedingungen 

L,,(@, €)<n, <n, < 2n,, 
wie man leicht sieht, erfiillt. Ferner ist 


~(l4+r)™r , 1 
Ng — 1 <— a T id 


m 
also fiir m > L,, (a, e) 


%—* Lon _ (1+t)™ t+m* 


n, i< m*(1+1)™ 
_m+l f m* \ 

a + + , 
g (1 id le (l+2)™J 





(m + 1) lg(1 +1) 


< D,,(a, e), 


denn « ist gréBer als 1. 


; dabei setzen wir n, =n 


m,k? 


dann die 


Die Bedingung (13) ist also auch erfiillt; damit haben wir die An- 


wendbarkeit von Hilfssatz 9 festgestellt. 
Somit erhalten wir fiir m > L,, (a, e) 


C(n,,, xo ne +a) 


<{(l+e )” ~ + 1\ 1, { Aa e: e){(l+1)™r+m* } (m+ DeG+9\ 


J m* (1+4)™ 
mig(i+r) 
cL, +N" {Las(ae)my" 
—— ita § 
< L, .* R m lg(1+r)(1— (21h) + Lal ge 
m 


Nun ist nach der Definition von « 
1—(« —1)L,, < 0; 
daher wird fiir m > L,. (a, e) 


C(n,, k? ne ee (k=0,1,2 
; : par 
und folglich 


3 


(IIT) . C(n,,, een 7 7 Las(a,2)m — w,, 


Ra 
lgm 


yeeeym*—1), 
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Wir bemerken zunachst, da8 die Ausdriicke w,,, v,,, w,, allgemeine 
Glieder konvergenter Reihen in bezug auf m sind. Deshalb kénnen wir 
die Zahl m, = m,(a,6,) so groB wihlen, daB erstens fiir m > m, die 
Abschitzungen (I), (II) und (III) giiltig werden und zweitens 


Mw 8 


(14) ( ty + pq + Wy) < FZ 


” 
wird. 


Dann ist erstens die Walrscheinlichkeit dafiir, daB fiir wenigstens ein 
m=>m, die Relation 


(A) Le(Mmol yp 4 
Z (Mimo) 


erfiillt wird, nicht gréBer als 
Dy A(n,, 9) < s Uy 
m=m, m=m, 


Zweitens ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB fiir wenigstens ein 
Paar m,k (m=>m,,1<k<mz*) die Relation 


| #(%mo) __ (Mm, X) 
(B) | 2(%m0)  2(%ma)1 > ° 
besteht, nicht gréBer als 
SSB M0: Mur) <_ 3S %:- 
m=m, k=1 m=m, 


Drittens ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB fiir wenigstens ein 
n> Nm,,o, Wenn m und k durch 


(15) Nn NK My eta 
bestimmt werden, die Relation 


(C) |m(m) _ 4 (m,n) 


1z(") x (1m, &) 





besteht, nicht gréBer als 


o m*—1 2 


= =, C (My, 4s Men, e+2) <= Wn - 


Deswegen liefert uns die Ungleichung (14) folgendes: Mit einer Wahr- 
scheinlichkeit > 1 —7 diirfen wir behaupten, daB fiir kein n=>Mm,,0, 


wenn m und k durch (15) bestimmt werden, irgendeine der Ungleichungen 
(A), (B), (C) bestehen wird. 
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Wir kénnen demgemaf mit einer Wahrscheinlichkeit >1— 7 be- 
haupten, daB fir alle n= mm, 0 














#(m) (nm) — # (%an,x) # (Mme) — #4 (%m,0) # (%m,o) 
(16) eta] |Ste3 — Sees] + See Z (Mm.o) +|fs 
Set+e+(1+e)<1+6 
ist. 
2. 


Es bedeute A eine groBe, nur von a, 6 und » abhingende positive 
ganze Zahl, die spater naher bestimmt werden soll. Wir wollen mit P, 
die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Bestehen der Relationen 





| «(A*)| 
17 ——“|\>1-—2.e, 
a7) 2(A*)| ‘ 
uw (A*)| a ar bb, 
(18) v(at)| = 2e fir *=—1,2,...,k—1 


bezeichnen; SP, ist dann genau die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB fiir 
wenigsten ein b St (17) erfiillt ist. 
Wir betrachten die Versuche der Nummern 
A**+1 bis A’; 
das Ereignis Z mége dabei 


M = m(A*) — m(A*~’) 
mal eintreten. 


Die Wahrscheinlichkeit der Relation 








at 
Z- ZF & 
(19) — sn ad—*+8 >1—s 
at 
'E = mulgig(4*—A**) 
i=a*ml+y 
ist nach Hilfssatz 10 fiir geniigend groBes A gréBer als 
L 





{ lg (A* se A®})}}- a) ’ 


Nun mégen (19) fiir einen bestimmten Wert von k& und (18) fiir 
jedes ¢ < k erfiillt sein; wir wollen zeigen, da8 dann auch (17) notwendig 
erfiillt sein muB. 

Zu dem Ende bemerken wir, da8 

at 
M—- J »=4(4')—2(4*") 


: t=a*-141 
ist. 
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Aus (19) folgt daher 





k 
WA) >n( 4) +40) ) 2 5 pglglg(4*— 4°) 
t= 44-141 





a® 














k-1 aed 4h 
=p(A™) + (le) abies Ya 5 mailele(4— ). 
ZMH 
é=1 
Nun ist 
at at-1 
Pe ok | z= Mu a~t 
i=aP-141 gt 1 A ~~ 1 
at _ it 
Z PMU 2m % 
i=1 i=l 


Folglich wird 


mad > way + of targa PE 








Andererseits folgt aus (18) 
p(A*) > — (1 — 2e)2(A*’) 
—— 
2 Pi % , 
—(1—2e) zi -4(A*) 
= hu 





—(1—2e) 45 2(4"). 


Demgema8 erhalt man 


| k k 7.1 /lglg(4*—*-*) 
f u(A") > x(A°) {a-9 y/1- aa) oT, —(1— 2e) au}: 

Die Relation (17) folgt daraus a fortiori, wenn der Ausdruck in den 
geschweiften Klammern gréBer als 1—2e ist; und das wird, wie eine 
leichte Rechnung zeigt, tatsiachlich fiir jedes k der Fall sein, sobald nur A 
geniigend groB gewahlt ist. 

Es ist also (17) eine Folge von (18) und (19); folglich ist P, nicht 
kleiner als die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Bestehens von (18) 
und (19). Bezeichnet man mit 2, die Wahrscheinlichkeit der Relation (19) 
und bemerkt, da8 diejenige der Gesamtheit der Relationen (18) gleich 

1- SP, 


i=1 
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ist und daB (18) und (19) die Ergebnisse zweier voneinander unabhangigen 
Versuchsreihen darstellen, so hat man folglich nach dem Multiplikations- 
theorem der Wahrscheinlichkeiten 


k-1 
(20) P,>2,(1— SP). 
i=1 


Wegen 
~ L,, 
te tig (Ab — Abt) a? 
iiberzeugt man sich leicht, daB die Reihe 
Sa, 
k=1 


divergiert. Da nun die Reihe 


a 
»'P, 


k=1 


ihrer Definition gema8 konvergent sein muB, so folgt aus (20) 


; k-1 
lim (1— S P;)=0. 


k>o i=1 : 
Deshalb kann K so gewihlt werden, daB 
K | 
7 ” 
= P; >1— 2 / 


i=1 
wird. Mit einer Wahrscheinlichkeit > 1 — ; kénnen wir dann behaupten, 


daB fiir wenigstens ein k, 1< k< K, die Relation (17) erfiillt wird. 
Tragen wir noch Sorge dafiir, daB A> mp,o ist, und bemerken, daB 
1— 2e>1—6 sein muB, so kénnen wir, das letzterhaltene Resultat mit 
demjenigen des ersten Abschnitts dieses Paragraphen vereinigend, das 
Gesamtergebnis folgenderweise aussprechen. 

Sind 6 und » feste positive Zahlen, so laBt sich eine ganze positive 
und zwar beliebig groBe Zahl A derart finden, daB mit einer Wahrschein- 
lichkeit > 1— ny zweierlei behauptet werden darf, namlich 

1. Es ist u(n)| <(1+4)z(n) fir alle n=>.1; 

2. Es ist u(n), >(1—4)z(n) fiir wenigstens ein n> A. 

Damit ist aber unser Satz bewiesen. 


Moskau, den 24. 3. 1925. 


( Eingegangen am 2. 6. 1925.) 
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Uber die simultane Approximation von Irrationalzahlen. 
Von 


Ph. Furtwiangler in Wien. 


Die Theorie der Approximation einer einzelnen reellen Irrationalzahl 
ist durch den folgenden Doppelsatz zu einem gewissen Abschlu8 gekommen: 

Satz la. Ist « eine beliebige reelle Irrationalitat und k eine Kon- 
stante, die nicht kleiner als " ist, 80 hat die Ungleichung 





z k 
a~ <5 
stets unendlich viele Lésungen in (teilerfremden) ganzen rationalen 
Zahlen x, y. 
Satz 1b. Ist k eine positive Konstante, die kleiner als i tst, 80 


gibt es stets reelle Irrationalitdten « von solcher Beschaffenhett, daB die 
Ungleichung 





= al <5 
y y* 


nicht unendlich viele Lésungen in (teilerfremden) ganzen rationalen 
Zahlen x,y besitet. 

Fiir die simultane Approximation mehrerer rational unabhangiger 
Irrationalitéten ist ein abschlieBendes Resultat nicht bekannt. Unter- 
suchungen, die in der Richtung des Satzes 1a liegen, lassen sich nach 
Methoden von Dirichlet und Minkowski durchfiihren; eine Erweiterung 
des Satzes 1b ist von Herrn O. Perron’) angegeben. 


Im folgenden soll ein allgemeiner Satz iiber die gleichzeitige Approxi- 
mation von n —1 rational unabhangigen reellen Irrationalititen bewiesen 
werden, von dem der Satz 1b ein spezieller Fall ist und der wesentlich 


1) Uber Diophantische Approximationen, Math. Annalen 88 (1921), S. 77. 
Mathematische Annalen. 96. 12 
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schirfere Resultate liefert als die Entwicklungen des Herrn Perron, wie 
spater noch naher ausgefiihrt wird. Der Satz lautet: 
Satz 2. Ist k eine positive Konstante, die kleiner als 
1 





1 
ist, wo D die absolut kleinste Diskriminante eines reellen Zahlkérpers 
n-ten Grades bedeutet, so gibt es stets n—1 reelle rational unabhangige 
Irrationalitdten «,,%,,...,%,_, von solcher Beschaffenheit, daB dien —1 
Ungleichungen 





; (¢ =1, 2,...,n—1) 
\z| #1 


nicht unendlich viele Lésungen in (teilerfremden) ganzen Zahlen 
Z,, Ly, +++, 2, desitzen. 

Da 5 die kleinste Diskriminante eines reellen quadratischen Zahl- 
kérpers ist, geht offenbar Satz 1b aus Satz 2 fiir n= 2 hervor. Durch 
den Satz 2 scheint mir die Bedeutung der Konstanten + in Satz 1b 
vollstandig aufgeklart zu sein. - 

Die absolut kleinste Diskriminante eines (reellen) kubischen Kérpers 
ist — 23. Es folgt daher speziell aus Satz 2: 

Satz 3. Istk eine positive Konstante, die kleiner ist als ia (0,45668), 


so gibt es stets zwei reelle rational unabhdngige Irrationalitaten «,, «, 
von solcher Beschaffenheit, daB die Ungleichungen : 
x “ | u x 
ls—al<jim lena 





ris 


nicht unendlich viele Lésungen in ganzen teilerfremden Zahlen x, y, z haben. 

Aus den Untersuchungen des Herrn Perron ergibt sich ein dem Satz 3 
analoger Satz nur fiir k < 0,04269. 

Die geometrischen Methoden von Minkowski haben ergeben, daB bei 
der simultanen Approximation von zwei Irrationalitéten der ,,Naherungs- 
koeffizient* k= */, allgemein zulassig ist. Es wird dies Resultat erhalten, 
indem als ,,Eichkérper“ bei der Approximation Oktaeder benutzt werden, 
die in bestimmter Weise zum Koordinatensystem orientiert sind. Be- 
achtet man noch, was ebenfalls Minkowski festgestellt hat, daB gitter- 
férmig angeordnete kongruente Oktaeder héchstens **/,, des Raumes aus- 
fiillen kénnen, so ergibt sich, daB k= Y*/,, (0,64889) allgemein als 
eS hinabgedriickt 


7/23 


Naherungskoeffizient zulassig ist. Ob er noch weiter auf 
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werden kann, wie man in Analogie mit Satz la vermuten wiirde, habe 
ich bisher nicht festgestellt. Die Approximationsverfahren, die man im 
Anschlu8 an die Ideen von Minkowski entwickeln kann, sind zwar geo- 
metrisch einfach und durchsichtig, fiihren aber analytisch m ziemlich 
schwerfalligen Algorithmen. Ein so einfaches Verfahren, wie die gewéhn- 
liche Kettenbruchentwicklung fiir eine einzelne Irrationalitét, das geome- 
trisch durchsichtig und formal einfach ist, fehlt noch im Falle von mehreren 
Irrationalitaten. 


g 1. 


Es sei k ein reeller algebraischer Zahlkérper n-ten Grades mit der 
Diskriminante D und es sei @,,@,,...,@, eine Minimalbasis von k. 
Die konjugierten Korper zu & sollen mit k”,...,&“ bezeichnet werden, 
entsprechend die konjugierten Zahlen zu einer Zahl w aus k mit w”, ..., a. 
Die adjungierte Determinante zu 


By My vee M a. Bios & 
” ” ” ” ” ” 
M, @yz -++ Oy | sei Q, Qy eee Q, 
-— ee eee eS ae ie (Oe » 0.2% es 2 
| gin) gi”) (n) (nm) Gi) (n) 
| Om am... OO” | Q; Q: “aS QF 


Da Q; eine Zahl aus & ist, wiirden mit ihr gleichzeitig die konjugierten 
Zahlen verschwinden, was zu D =( fiihren wiirde; es ist daher 2;+ 
(¢=1,2,...,). Die Quotienten ~3 (¢=1,2,...,m—1) sind reell, 
denn sie sind die Lésungen des linearen Gleichungssystems: 


wr’ 1 + ome’ y2 +...+ On-1Yn-1 + On =0 


OMY, + OMY, t--- Fom.y, tam =0 
und dies System geht bei Vertauschung von +4 mit —i in sich iiber. 


Es sollen jetzt die Quotienten (¢=1,2,...,m.—1) simultan 
approximiert werden. Es sei 








(1) / — 3 pene eT 


Wir kénnen dann setzen: 


(3) ety, IalS1 (= 1,3,....9-1). 





12* 
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Aus den letzten Gleichungen folgt: 


@,%,+0,% +...+ 0,2, = =P 2, $+ Sieh t--- $m nn Mens) 


| te je~t 











@; 2+ wf t+... +0,'2,= ean Se S4 ~14-1) 
-» jai 
oz, + a a,+...+- wa = k (e,001" + + ta—1mn1) 
| z|*-? 
Es mu8 daher gelten: 
(4) | Norm (@, 2, + w,2%,+...+,2,)| 








al BIT (08 +...+e-r088s)| + 4 7 


t=2 


1+ —> 


| & | n-1 


wo k’ eine Konstante bedeutet, die nach oben und unten geschrankt ist. 
Sollen nun die Ungleichungen (1) unendlich viele Lésungen in ganzen 
(teilerfremden) Zahlen z,, z,,..., 2, haben, so mu8 es unter diesen solche 
mit beliebig groBem |z,| geben. Es ergibt sich dann aus (4), da die 
linke Seite nicht kleiner als 1 sein kann: 
(5) 2 | ; 2 
"P| Dot... +109) 


Es ist jetzt zu untersuchen, wie man den Quotienten 


(6) Q= a 





. 
| 





Ts, 00+ one +2,_,0@ |) 





durch geeignete Wahl der Minimalbasis w,, w,,...,@,, die noch freisteht, 
méglichst groB machen kann. 


§ 2. 


Es soll gezeigt werden, daS man durch geeignete Wahl der Minimal- 
basis den Quotienten Q gréBer als 1 —« machen kann, wenn e eine be- 
liebig kleine positive Zahl bedeutet. Zu diesem Zweck wahlen wir 
Wy» Ways +++» Dy 80, da8 sowohl in der Determinante 2, wie auch in dem 


Produkt I (eof +...+ @,-1@,%,) der absolute Betrag eines Gliedes 


i= 
(und zwar ‘in beiden Fallen desselben Gliedes) die absoluten Betrage aller 
anderen Glieder beliebig stark iibertrifft. 
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Es sei erstens k” reell. Wir wollen dann zeigen, da8 man stets eine 
beliebige Basiszahl, etwa w,, durch t, = w, + u,@,+...+4,@, (u, ganz 
rational) ersetzen kann, so daB 
(7) |xf’|>g| a" | (i =3,4,...,n), 
wog eine beliebig groBe positive Zahl bedeutet. Wir lésen das Gleichungs- 
system: 

bela i,w; +... +i,o, =’ 
(6) ee an 

ot” + iy ws” +... + tnag” = 0 
wo g' =(g+ 1) und 

& = Max (jos |+...+|as?|) (¢=2,3,...,) 
ist. Das Gleichungssystem hat eine reelle Lésung. Setzt man dann 
u, = ([,], so wird 

ln'|>g’—b=—g9d, |< § (§=3,4,...,n) 

und daher |1j'|>g|r\"| (¢=3,4,...,n). 

Es seien zweitens k” und k” konjugiert komplex. Setzt man, wenn 
o=o-+o8 ist, o9=R(w) und c= 3(m), so laBt sich zeigen, daB man 
stets eine beliebige Basiszahl, etwa w,, durch t, = w, + u,@,+...+U,@, 
so ersetzen kann, daB 
(9) R(x’)| >9|B(a’)|, | R(u’)| >gla"| (= 4, 5,...,M), 
wo g eine beliebig groBe positive Zahl bedeutet. Wir lésen zu diesem 
Zweck die Gleichungen: 

R (ey’) + GR (-9q") +... + HR (eg) = (g +1)9 
(10) 3 (@7') + He S(os’) +... + ty J(on') = 0 
wy” + & ws? +...+%, of =Q (¢=4,5,..., 2) 
wo @ dieselbe Bedeutung wie oben hat. Die Gleichungen haben stets eine 
reelle Lésung. Setzt man dann u;=[#,], so ergibt sich wie unter 1., daB 
die Bedingungen (9) erfiillt sind. 

In ganz analoger Weise kann man offenbar eine beliebige Basiszahl, 
etwa ,, durch t, = @,+U,@,+...+%,@, 80 ersetzen, daB die Un- 
gleichungen: 

(11) IS(rx)| > g|R(xt")!, | F(x") | > gl xf” (§=4,5,...,m) 
gelten, wo g wieder eine ea groBe positive Zahl ist. 


Es ist zu beachten, daB in allen diesen Fallen immer nur eine ein- 
zelne Basiszah] geaindert wird, wahrend alle iibrigen unverindert bleiben. 
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Es mégen nun die Kérper k,k’,...,&” reell, ferner 
Ret» R**?. a p-» ™ 


konjugiert komplex sein. Man kann dann auf Grund der vorstehenden 





Entwicklungen die Minimalbasis w,,@,,...,@, so wahlen, daB in der 
Determinante 
” ” ” 
@, We "+. Dn-1 
(r) (r) (r) 
= & +: ie 
a) pit) 1) 
(1 2) @; 3 coe Gone 
a) a) (a) 
a @ «a Ge 
(8) (a) (2) 
a Cn 
| (8) (s) (s) 
| Oy Og coe Oney 





der absolute Betrag eines Gliedes der Hauptdiagonale gréBer ist als das 
g-fache des absoluten Betrages eines anderen Gliedes in der gleichen Spalte. 
Dabei ist gesetzt: 


(r+98—-2) r+2h) * + @® (ow Sans 
Ws = 


=o" +i0;", a; Fe lL 9 "), r+2s=—n 
und g bezeichnet eine beliebig groBe positive Zahl. Bezeichnet man das 
Produkt der Glieder der Hauptdiagonale in (12) mit P, so gilt: 


(18) |, |=2"|P|-(1+0(2)). 
Fiir das Produkt 


(a oo} i | n-1) = II 
ergibt sich: 


(14) |< 1(\o8 | +... + ons )=2"|P|-(1+0(-)). 


Aus den Beziehungen (13) und (14) folgt dann unsere Behauptung 
iiber den Quotienten Q. Damit ist aber Satz 2 vollstindig bewiesen. 

Fiir den vierten und die héheren Grade waren bisher die reellen 
Kérper mit absolut kleinster Diskriminante nicht bekannt. Auf meine 
Veranlassung hat mein Schiiler Herr J. Mayer die biquadratischen Kérper 
untersucht und gefunden, da8 der reelle biquadratische Kérper mit absolut 
kleinster Diskriminante die Diskriminante —275 hat. Er kann durch 

die Zahl ileal 

—14+V3+2y5 

i sheers, pean ces 


definiert werden, die der Gleichung 
[z*+22*§-2z-—-1=0 
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geniigt*). Man erhalt daher fiir n = 4 den 
Satz 4. Ist k eine positive Konstante kleiner als Fag (00802), 
275 


so gibt es stets drei reelle Irrationalitéten w, (i =1,2,3) von solcher 
Beschaffenheit, daB die Ungleichungen 

te m,|< 9, (¢ = 1, 2,8) 
nicht unendlich viele Lésungen in (teilerfremden) ganzen Zahlen x,, %_,%,2, 
haben. 

Herr Perron (Satz 4) findet fiir & die Grenze 0,00383. 

Da man in Satz 2 fiir D die Diskriminante eines beliebigen reellen 
Zahlkérpers n-ten Grades oder einer irreduziblen Gleichung n-ten Grades 
mit wenigstens einer reellen Wurzel nehmen kann, betrachten wir, um 
auch einen Satz iiber die Approximation einer beliebigen Anzahl von 


Irrationalitéten zu erhalten, den Kérper V2. Der absolute Betrag seiner 
Diskriminante ist 2"~*n", und es kann daher, wenn man n— 1 Irratio- 
nalitaéten gleichzeitig ieunsielad der Naherungskoeffizient k allgemein 
nicht kleiner als 1 
— 
Yin nto-w 
und um so mehr als TC gemacht werden. Wir haben deshalb 
Satz 5. Es gibt stets n—1 reelle Irrationalitaten Gay Gigs + ot Meck 
von solcher Art, dap die Ungleichungen 


2 01 e—— (¢m 1,2, .<.8—1) 
| 
nicht durch unendlich viele Systeme (teilerfremder) ganzer Zahlen x ,,%4,---,%, 
befriedigt werden kénnen, wenn 
8< 


ia n?("-2) 





1 





ist, und um so mehr, wenn k << —— TC tst. 
n 
1 


ah n 
Herr Perron findet fiir & die Grenze i (“a8 





-1 

| ) . Im Falle 

n= 11 ist dies angenahert 1,5-107"*, wihrend Tr den Wert 0,15 hat. 
n 

*) Es ergiebt sich also das bemerkenswerte Resultat, da8 der reelle biquadra- 

tische Kérper mit absolut kleinster Diskriminante ein Relativkérper des reellen qua- 


dratischen Kérpers mit kleinster Diskriminante ist. 


(Eingegangen am 4. 11. 1925.) 











Einfacher Beweis des Hilbertschen Irreduzibilititssatzes. 


Von 


Karl Dérge in Kéln. 


Der Hilbertsche Irreduzibilitatssatz besagt das Folgende: 
a ae ee ee 8 


sei ein im Bereich P der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom von 
©, +++) Bq, ty, ~--, ¢, mit ganzen rationalen Koeffizienten. Dann kann man 
fiir t,,...,¢, auf unendlich viele Arten solche ganze rationale Zahlen 
t°,..., t? wahlen, daB F(z,,...,2%,,, t?,...,¢?) als Polynom der z in P 
irreduzibel ist. D. Hilbert hat den Satz im Jahre 1892 in Crelles Journal 
110 bewiesen. Einen etwas einfacheren Beweis gab Mertens 1911 in den 
Wiener Akademieberichten. Erst Th. Skolem hat den Satz im Jahre 
1921 in seiner Arbeit Untersuchungen iiber die méglichen Verteilungen 
ganzzahliger Lésungen gewisser Gleichungen“ fiir den Fall, daB F nur 
von einer Variablen x und einem Parameter ¢ abhangt, verschirft, indem 
er folgendes zeigte: Die Folge aller ganzen rationalen positiven*) Zahlen t, 
fiir welche F(x,t) in P zerfallt, sei t, <t,<t,<.... Ist dann A(S) 
die Anzahl derjenigen unter ihnen, welche unterhalb der reellen Zahi 8 
liegen, so gilt 


- A(S8) 
te a 

Ich habe in meiner in den Math. Annalen 95, S. 84—97 erschienenen 
Note ,,Zum Hilbertschen Irreduzibilitatssatz“*) die Skolemsche Methode ver- 
scharft und folgendes erhalten: Es gibt eine positive Zahl « zwischen 0 
und 1, so daB statt der Skolemschen Relation die schirfere besteht 
(I) lim 4(5) — 9, 


gi-¢ 








) Alles, was hier und im folgenden von den positiven Zahlen ausgesprochen 
wird, gilt analog fiir die negativen Zahlen. . 

*) Im folgenden benutze ich die Abkiirzungen H.I. fiir Hilbertscher Irreduzibilitats- 
satz, Z.H.1I. fir ,Zum Hilbertschen Irreduzibilitatssatz“. 





ae 
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Entsprechendes lie8 sich dort zeigen fiir den allgemeinen Fall, in dem es 
sich um Polynome der Form F(z,,..., 2,5 t,,--+,#,) handelt, welche 
also von beliebig vielen Variablen und beliebig vielen Parametern ab- 
haingen. In meiner Note ,,Uber die Seltenheit der reduziblen Polynome und 
der Normalgleichungen“*), die in den Math. Annalen 95, 8. 247—256, er- 
schienen ist, zeigte ich, daB man in wichtigen Spezialfillen des H.I. die 
Relation (I) sehr einfach aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
folgern kann. Erst als ich dies vortrug, wurde ich von Herrn Professor 
E. Schmidt darauf aufmerksam gemacht, da8 man nicht nur die Spezialfille 
auf diese Weise behandeln kann, sondern daB wohl ebenso einfach der all- 
gemeine Irreduzibilitaétssatz mit der Verscharfung (I) folgt, wenn man nicht 
den Mittelwertsatz, sondern eine von H. A. Schwarz herriihrende Verall- 
gemeinerung desselben benutzt. Damit ist ein sehr einfacher Beweis der 
Verscharfung (I) des Irreduzibilitatssatzes erhalten, welcher in folgendem 
dargestellt werden soll‘). Der Beweis benutzt auBer dem verallgemeinerten 
Mittelwertsatz nur die auch allen bisherigen Beweisen zugrunde liegende 
Reihenentwicklung der algebraischen Funktionen. 


Erster Teil: 
Polynome von einer Variablen und einem Parameter. 


Sei also F(z,t) ein in P irreduzibles Polynom von z und t. Der 
Grad in z sei mn. Sieht man nun immer von denjenigen, endlich vielen 
ganzen rationalen Werten ¢ ab, fiir die 2" aus F herausfillt, so geniigt es 
fiir das Folgende, wie ich in Z.H.I. gezeigt habe, sich auf den Fall zu 
beschrinken, daB in F(z,t) — aufgefaBt als Polynom von z — der 
Koeffizient des héchsten Gliedes x” gleich 1 ist. Sei dies also der Fall. 
Die Folge simtlicher ganzer rationaler positiver Werte ¢, fiir die F(z, t) 
als Funktion von x in P zerfiallt, sei wieder t, <t,<#,<.... Die 
Menge dieser Werte ist, wie in Z. H. I. gezeigt worden ist, enthalten in einer 
Menge, welche aufgefaBt werden kann als die Vereinigungsmenge endlich 
vieler Mengen, die man so erhilt: Es existieren gewisse Funktionen 
Y,(t), Pg (t),---» w(t). Diese Funktionen entstehen durch alle méglichen 
Zerlegungen von F(z,#) im Gebiet der Potenzreihen, genauer Laurent- 
reihen, nach gebrochenen Potenzen von ¢. Jede von ihnen hat die Gestalt 

s a-1 
y(t) =at* + bt * +...40bbeS).. : 
t?@ 





*) Im folgenden abgekiirzt als R. P. 
*) Gleichzeitig ergibt sich hier nunmehr, da8 es méglich ist, eine geeignete Zahl a, 
mit der die Ungleichung (I) besteht, allein mittels der Grade von F zu bestimmen. 
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Darin ist g eine ganze rationale positive, k eine ganze rationale Zahl. 
a,b,... sind von ¢ unabhingige reelle oder komplexe Konstanten. Die 
Anzahl N ist héchstens 2"~*. Keine der Funktionen reduziert sich auf 
ein Polynom von ¢ mit rationalen Koeffizienten. Jeder Funktion y, ordne 
man die Folge aller ganzen rationalen positiven Werte i” < tf? < tf <... 
zu, fiir welche g,(t,”) eine ganze rationale Zahl wird. Die Folge der 
ganzen rationalen positiven Werte ¢, fiir welche F(z, t) in P zerfallt, ist 
dann enthalten in der Folge, welche durch Vereinigung der N Folgen 
tf” < tf” < ts” <... entsteht. 


Sei nunmehr 
k k-1 


p(t) =at'+bt'+...¢e+¢++4... 
te 
eine der N Funktionen y, und — unter Anderung der Bezeichnung gegen- 
iiber dem Friiheren — sei 


(II) <i <6 <... 


die Folge der ganzen rationalen positiven Werte #, fiir die q(t,) eine 
ganze rationale Zahl ist. Diese Folge enthalte nicht nur endlich viele 
Elemente. Dann kann g(t) nicht ein Polynom von ¢ sein. Denn in 
diesem Falle miiBte es rationale Koeffizienten enthalten. Dies ist aber 
nach Voraussetzung nicht der Fall. Ferner miissen — vgl. R. P., Beweis 
des ersten Hilfssatzes — simtliche Koeffizienten a, b,... reell sein; im 
entgegengesetzten Fall wire naimlich g(t) nur fiir endlich viele ganze 
rationale Werte ¢ reell. 


Nun verwenden wir folgenden Satz von H. A. Schwarz °): 
L< boas orn 4 tin 


seien reelle Zahlen. Es sei f(¢) eine reelle, in dem Intervall t, << t < tin 
mindestens n mal differenzierbare und bei ¢, und t,,, stetige Funktion. 
Dann gibt es zwischen ¢, und t,,, eine Stelle x derart, daB die Gleichung 
besteht 





a See oe | 
3 -1 
tee i Ee fe 
2 -1 
i hw Roe «9? ote f (tren) | = f™(r) 
cs +». E- € 
£ hia -+ 2. 








5). Ges. math. Werke 2, S. 236—237. 


——_ 
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Diesen Satz wenden wir auf die Funktion g an, indem wir fir 
t,, trea, +++» ty4n @ufeinanderfolgende Werte unserer Folge (II) setzen. 
1 


n wahlen wir so groB, daB m™ nur noch negative Potenzen von t* ent- 
halt*). Beachten wir dann, daB der Nenner links das Differenzenprodukt 
der t,,..., ty4, ist, so schlieBen wir daraus wie in R. P., Hilfssatz 1 und 2: 
Es gibt eine positive Zahl « zwischen 0 und 1, so daB die Ungleichung 
besteht 


(III) ee 


Daraus schlieBt man wiederum wie in R. P.: Bedeutet A(S) die Anzahl 
der ¢ Werte aus (II) unterhalb S, so ist von einer gewissen Zahl S ab 


(IV) A(8) < konst. S*~*. 


Fiir jede der N Folgen t{ <ty’<... gilt also eine Formel (IV). 
Also gilt fiir die Folge, welche durch Vereinigung der N Folgen entsteht 
und welche alle t, fiir die F(x, t) in P zerfallt, enthdlt, ebenjalls eine Un- 
gleichung der Gestalt (IV)’). 

Dazu hat man nur fiir « die kleinste der N erhaltenen Zahlen « und 
fiir konst. die Summe der N erhaltenen, mit konst. bezeichneten GréBen 
zu verstehen. Dabei ergibt sich hier nunmehr auch, daB es méglich ist, 
eine Zahl «, fiir die die Ungleichung (IV) besteht, bereits dann anzu- 
geben, wenn man nur eine obere Schranke fiir die héchsten Exponenten 
der Reihen gy, kennt. Eine solche obere Schranke kann man bestimmen, 
wenn man nur die Grade von F kennt. Zs ist also eine geeignete Zahl « 
allein durch die Grade von F bestimmbar. 

Etwas scharfer kann man fiir die Folge der #, fiir die F(z, t) in P 
zerfallt, aus (III) auch den folgenden Satz ableiten: Hs gibt eine positive 
ganze rationale Zahl M und eine positive Zahl «, so daB von einem ge- 
wissen Index ab die Ungleichung besteht 
(V) trem —t,> . 

Darin kénnen geeignete Zahlen M und « allein durch die Grade von F 
bestimmt werden. Eine ganz grobe Abschitzung zeigt, daS man ein ge- 
eignetes Zahlenpaar a, M auf folgende Weise erhilt. Unter Auszeichnung 
von z habe F die Gestalt F(z, t)=a,(t)x"-+ a,(t)a"-'+...+ 4a, (t). 
Die Grade der a, in bezug auf ¢ seien g, fiir »=0,1,...,. Unter M 


®) Tatsichlich empfiehlt es sich, um einen miglichst giinstigen Wert a zu er- 


halten, 2 [| oder 2 [F| +1 oder 2 [F| +2 mal zu differenzieren. 


") Daraus folgt das Bestehen der Relation (I). Unser Satz ist also bewiesen. 
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verstehe man + Max (% 42" 9)" fie vad. 8... 6. 
dann | 
= M) a 
=cm)sn@imjziy “=2(M)+1, 





so besteht mit diesem Paar a, M die Ungleichung (V). Diese ist jedoch im 
Falle M< 1 nichtssagend, weil dann «=0 wird. Man kann auch in 
diesem Falle leicht ein geeignetes Paar a, M bestimmen. 


Zweiter Teil: 
Der allgemeine Fall. 


Der allgemeine Fall, in dem es sich um Polynome von beliebig vielen 
Variablen und beliebig vielen Parametern handelt, la8t sich im wesent- 
lichen auf den im ersten Teil behandelten Fall zuriickfiihren. Wir stiitzen 
uns dabei auf einen von Kronecker herriihrenden Satz, mittels dessen man 
die Frage, ob ein Polynom von mehreren Veranderlichen zerfallt, auf die 
Frage zuriickfiihrt, ob ein dem urspriinglichen zuzuordnendes Polynom 
einer Veranderlichen in der Weise zerfallt, daB in den Faktoren nur Ex- 
ponenten auftreten, welche einer gewissen Bedingung unterliegen*). Die 
Zuordnung geschieht dabei auf folgende Weise: Das zu untersuchende 
Polynom sei F(x,, z,,...,%,,)- Sein Grad*°) seih. Man setze d=h-+-1. 


Dann mache man die Substitution z, = ee” w=1,2,...,m. Dadurch 
geht F(2,,..., z,,) in ein Polynom F(é) der einen Variablen ¢ iiber. Dann 
gilt der Satz: F(z,,...,2,,) zerfallt in P als Polynom der z dann und 
nur dann in zwei Faktoren, wenn F(é) in P derart in zwei Faktoren 
zerfallt, daB diese nur Glieder mit — von E. Noether so genannten — in- 
duzierten Exponenten enthalten. 


Wir betrachten nun zunichst Polynome, welche von beliebig vielen 
Variablen, aber nur von einem Parameter abhingen, welche also die Gestalt 
F(2,,..+,% 5 ¢) haben. Dabei sei F wiederum als Polynom von z,,...,¢ 
in Pirreduzibel. Wir fragen nach den ganzen rationalen positiven Werten ¢°, 
fiir die es als Polynom von z,,...,2,, in P zerfallt. Wir machen dazu 


*) Das gilt auch, wenn man bei der Bestimmung von M von dem in bezug 
auf z reziproken Polynom ausgeht, also g, mit 9n—,» Vertauscht, fir »=0,1,..., n. 
Das folgt daraus, da8 ein Polynom dann und nur dann in P zerfallt, wenn das rezi- 
proke Polynom in P zerfallt. 

*) Auf diese Bedingung fiir die Exponenten wurde hingewiesen von E. Noether: 
Ein algebraisches Kriterium fiir absolute Irreduzibilitat, Math. Annalen 85. 

**) Unter dem Grade von F verstehen wir die héchste der Exponentensummen 
der Potenzprodukte von F. 


_ eee 
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die Substitution z,—é*. Dabei geht F(z,,...,2,,#) in ein Polynom 
F(é, +) tiber. Von diesem wissen wir dann das Folgende: AufgefaBt als 
Polynom von é zerfallt es — bei variablem ¢ — nicht derart in dem 
Kérper, der durch Adjunktion der Variablen ¢ zu P entsteht, in zwei 
Faktoren, da8 diese nur induzierte Exponenten enthalten. Soll nun aber 
fiir die ganze rationale Zahl ¢ das Polynom F(z,,...,2%,,,¢) in P zer- 
fallen, also F(é,#°) in P in zwei Faktoren zerfallen, die nur induzierte 
Exponenten enthalten, so mu8 fiir diesen Wert #° — wie man sich 
wiederum analog den Ausfiihrungen von Z. H. I. leicht iiberlegt — entweder 
mindestens eine von gewissen Funktionen g(t), welche die im ersten Teil 
angegebene Gestalt haben, einen rationalen — und wenn man, wie wir 
wieder annehmen, F(é,¢) durch die in Z.H.I. angegebene Transformation 
als Polynom von é normiert hat — einen ganzen rationalen Wert an- 
nehmen oder mindestens eine von gewissen Funktionen g(t) derselben 
Gestalt, welche aber nunmehr sich auch auf Polynome von ¢ mit rationalen 
Koeffizienten reduzieren kénnen, verschwinden. Das Letztere tritt nur fiir 
endlich viele ganze rationale Zahlen ¢ ein. Daher ist wiederum nur die 
erste Bedingung wesentlich. Daher gilt, wie im ersten Teil, fiir die Folge 
der positiven ganzen rationalen Zahlen t°, fiir die F(z,,...,2,,,t°) in P 
zerfallt, wiederum die Ungleichung (1). 

Haben wir es nun mit Polynomen F(z,,...,2,,,¢,,---,¢,) zu tun, 
welche aleo auch von beliebig vielen Parametern abhangen, so gehen wit 
schrittweise vor. Wir fassen zunichst allein ¢, als Parameter auf, also 
Z,, +++, t,-, saémtlich als Variable. Dann denken wir uns hierin die ganzen 
rationalen Zahlen ¢? bestimmt, fiir die Oe SS ee t?) in P 
irreduzibel ist. Fiir jede feste der so bestimmten Zahlen ¢; fassen wir 
dann ¢,_, allein als Parameter auf und schreiten so fort, bis wir die 
Systeme ¢,..., tf erhalten, fiir welche F(z,, are A oe in P 
irreduzibel ist. Dabei erhalten wir den folgenden Satz: Eine Menge von 
ganzen rationalen positiven Zahlen t, < t, << t, <<... heibe ,,dicht in bezug 
auf die positive Zahl a“, wenn fiir sie die Ungleichung (I) nicht besteht, 
wenn also erfiillt ist: 

(VI) fim 4 >. 

8+ 8*-* 

Man habe nun eine in bezug auf die positive Zahl a dichte Menge von 
Zahlen t,. Jede dieser Zahlen verbinde man mit Zahlen t, zu Systemen 
von je zwei Zahlen, und zwar soll jedes ¢, mit einer — fiir die ver- 
schiedenen ¢, nicht notwendig iibereinstimmenden — in bezug auf «, 
dichten Menge von Zahlen ¢, verbunden werden. Jedes dieser Paare ver- 
binde man mit einer — fiir die verschiedenen Paare nicht notwendig 
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iibereinstimmenden — in bezug auf a, dichten Menge von Zahlen ¢,. 
Indem man so fortfihrt, erhilt man eine Menge von Systemen ganzer 
rationaler positiver Zahlen t,,t,,...,#,. Die Menge dieser Systeme werde 
nin bezug auf «,,@,,...,«, dicht* genannt. Dann gilt der H.I. in der 
folgenden Form: F(z,,...,2%,,¢,,---,t,) sei in P irreduzibel. Dann 
lassen sich allein mittels der Grade von F positive Zahlen «,,«,,..., %, 
derart bestimmen, daB in jeder in bezug auf a,, «,,...,«, dichten Menge 
von Systemen ganzer rationaler positiver Zahlen t,,...,t, sich solche 


Systeme befinden, fiir die F als Polynom der x in P irreduzibel wird. 


(Eingegangen am 10. 8. 1925.) 


Berichtigung 


zu dem Aufsatz von K. Dirge, ,Uber die Seltenheit der reduziblen Polynome und 
der Normalgleichungen“ in Math. Ann. 95, 8S. 247 —256: 


8. 255 Z. 4 v. u. statt n’<n lies n’on. 


























Zur Nullstellentheorie der Polynomideale. 


Von 


B. L. van der Waerden in Amsterdam. 


Die exakte Begriindung der Theorie der algebraischen Mannigfaltig- 
keiten in n-dimensionalen Raumen kann nur mit den Hilfsmitteln der 
Idealtheorie geschehen, weil schon die Definition einer algebraischen Mannig- 
faltigkeit unmittelbar auf Polynomideale fiihrt. Eine Mannigfaltigkeit heiBt 
ja algebraisch, wenn sie durch algebraische Gleichungen in den n Koordi- 
naten bestimmt wird, und die linken Seiten aller Gleichungen, die aus 
diesen Gleichungen folgen, bilden ein Polynomideal (Def. § 1, 4). 

Diese Begriindung kann nun einfacher gestaltet werden als es bisher 
geschehen ist*), nimlich ohne Hilfe der Eliminationstheorie, ausschlieBlich 
auf dem Boden der Kérpertheorie*) und der allgemeinen Idealtheorie in 
Ringbereichen*). Das zu zeigen ist das erste Ziel dieser Arbeit‘). Die 
Eliminationstheorie hat in diesem Schema nur die Aufgabe, zu unter- 
suchen, wie man (bei gegebener Idealbasis) in endlichvielen Schritten 


*) Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GréBen. 
Journ. f. Math. 92 (1882), 8. 1—122; J. Kénig, Einleitung in die Theorie der 
algebraischen GréBen (Leipzig 1903); F. S. Macaulay, Modular Systems (Cambridge 
Tracts 19 (1916)) und die dort angegebene Literatur; K. Hentzelt, Zur Theorie der 
Polynomideale und Resultanten (bearbeitet von E. Noether), Math. Ann. 88 (1922), 
8. 53—79; E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Ann. 90 
(1923), 8S. 229—261. 

*) E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, Journ. f. Math. 187 (1910), 
8. 167—309. 

*) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 88 (1921), 8. 24—66. 

*) Wie Fri. Noether mir mitteilte, hat sie in ihren Vorlesungen Winter 1923/24 
und Sommer 1924 schon im wesentlichen mit den gleichen Methoden die Theorie 
aufgebaut. Einem Vorlesungsheft aus dieser Zeit verdanke ich eine Anzahl Ver- 
besserungen der Darstellung. Auch schulde ich Fraulein Noether Dank fiir viele niitz- 
liche Ratschlige bei der Abfassung der vorliegenden Arbeit. 
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die Nullstellenmannigfaltigkeiten eines Ideals und die Basis der zugehérigen 
Primideale und Primarideale finden kann*). 

Das arithmetische Problem, dessen Diskussion die Lésung unserer geo- 
metrischen Probleme ergeben wird, lautet folgendermaBen. Sei P ein 
Kérper, Q ein Erweiterungskérper, der durch die Adjunktion endlichvieler 
Elemente ¢,,...,&, (unter denen sich iiberfliissige befinden diirfen, ja 
sogar GréBen aus P) erzeugt wird. LaBt sich der Kérper Q durch 
algebraische Relationen zwischen den ¢, charakterisieren? Wir werden zu 
dem Zweck die Gesamtheit der Polynome f(z,,...,2,) mit Koeffizienten 
aus P, fiir welche f(f,,...,&,) = 0 ist, betrachten. Diese Gesamtheit ist, 
wie sich leicht zeigt, ein Primideal (Def. § 1,12) im Polynombereich, 
und die Struktur des Kérpers 2 ist durch das Primideal nach einer 
formalen Regel (§ 3, 2) eindeutig bestimmt. Umgekehrt la8t sich zu jedem 
vom Einheitsideal verschiedenen Primideal mittels dieser formalen Regel 
ein Kérper 2 mit den oben angegebenen Eigenschaften bilden. Diese 
Reziprozitaét liefert die Eigenschaften der Primideale als einfache Folgen 
bekannter Kérpereigenschaften (§ 3). 

Diese arithmetischen Betrachtungen ergeben ,,geometrische“ Tatsachen, 
wenn unter ,,Punkt“ verstanden wird ein System von n Elementen aus 
dem Kérper P, der dann als algebraisch-abgeschlossener Kérper voraus- 
gesetzt wird (etwa der Kérper der komplexen Zahlen). Diejenigen Punkte, 
welche Nullstellen fiir alle Polynome des Primideals sind, bilden eine 
irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit. Die Kérperelemente (,, ..., é,, 
als algebraische Funktionen einer Anzahl unabhingiger Elemente auf- 
gefaBt, ergeben eine ,,Parameterdarstellung“ der Mannigfaltigkeit. Durch 
diese doppelte Erzeugungsweise ergeben sich ohne Schwierigkeit die (be- 
kannten) Eigenschaften der irreduziblen Mannigfaltigkeiten (§ 4). 

In §5 wird der Zerlegungssatz der allgemeinen Idealtheorie heran- 
gezogen, mit dessen Hilfe auch die Nullstellen der Nichtprimideale der 
Untersuchung zuginglich werden. Es ergibt sich ohne weiteres die Zer- 
legung einer beliebigen algebraischen Mannigfaltigkeit in irreduzible; weiter 
der Dimensionsbegriff fiir beliebige Ideale und seine Eigenschaften, endlich 
der Hilbertsche Nullstellensatz und ein neuer Satz iiber Ideale von n-Di- 
mensionen. 

Sodann (§ 6) gestatten die entwickelten Methoden einen neuen Beweis 
einer von K. Hentzelt*) gefundenen n-dimensionalen Verallgemeinerung 
des M. Noetherschen ,,Fundamentalsatzes der Theorie der algebraischen 


5) Grete Hermann, Die Frage der endlichvielen Schritte in der Theorie der 
Polynomideale, Math. Ann. 95 (1926), S. 786. 

*) K. Hentzelts Dissertation ist nicht gedruckt. Sein Beweis findet sich aber 
bei Grete Hermann, a. a. 0. 
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Funktionen“. Der Beweis ist bedeutend einfacher als der Hentzeltsche, 
dafiir aber nicht konstruktiv im Sinne der endlichvielen Schritte. 

Die gréBere Einfachheit und zugleich gréBere Allgemeinheit der vor- 
liegenden, stark an E. Noether (Math. Ann. 90, s. 0.) anlehnenden Theorie 
gegeniiber den alteren Theorien konnte nur erreicht werden durch auBerste 
Arithmetisierung aller Begriffe und Operationen. 

Ich kounte dabei anschlieBen an die Kérpertheorie und an die allgemeine 
Idealtheorie, die in véllig arithmetisierter Gestalt schon vorliegen in den 
oben erwahnten Arbeiten von E. Steinitz und E. Noether (Math. Ann. 83), 
und deren Grundbegriffe und Satze, soweit sie hier nétig sind, in den 
§§ 1, 2 zusammengestellt sind. Nur ein Hilfssatz aus der Kérpertheorie 
(§ 2,7), der von E. Noether in ihrer erwahnten Wintervorlesung gebracht 
wurde, ist noch nicht publiziert; mit wesentlichen Vereinfachungen wird 
hier der Noethersche Beweis wiedergegeben werden. 


§ 1. 
Ringe und Ideale. 


1. Ein Ring ist eine Menge von Elementen a, b,..., fiir welche eine 
reflexive, symmetrische und transitive Gleichheitsrelation definiert ist, ferner 
eine Addition, die eindeutig (im Sinne der Gleichheitsrelation), kommuta- 
tiv, assoziativ und eindeutig umkehrbar ist, und eine eindeutige, assozia- 
tive und gegeniiber der Addition distributive Multiplikation. Es folgt, 
daB ein Element 0 existiert, so daB a+0—a; weiter folgt a-0 = 0; 
0-a=0. Der Ring heiBt kommutativ, wenn die Multiplikation es ist. 
Der Ring hat keine Nullteiler, wenn aus ab = 0 und a+ 0 folgt b= 0. 

Sind diese beiden Eigenschaften erfillt fiir einen Ring R, der ein 
von Null verschiedenes Element enthalt, und hat auBerdem die Gleichung 
ax =b fiir a+ 0 immer eine Lésung (und, da keine Nullteiler vorhanden 
sind, auch héchstens eine Lésung), so hei®t der Ring ein Kérper. Ein 
Kérper enthailt immer ein Einheitselement, das mit e bezeichnet werden 
soll, mit der Eigenschaft e-a =a. 

2, Aus einem kommutativen Ring R bildet man einen Polynom- 
bereich oder Polynomring R{z,,...,2,], indem man die Polynome 
f (a,,- ++) %,) = Zay,,...,p, 21+. 22" als Elemente einfiihrt (wo iiber end- 
lichviele verschiedene Indizeskombinationen summiert wird, und wo die 
y,,....p, Ringelemente sind), und fiir sie Addition und Multiplikation in 
der iiblichen Weise definiert. Zwei Polynome heiBen gleich, wenn die gleich- 
namigen Koeffizienten gleich sind. Ist f(2,,...,%,)+0, und hat der 
Koeffizientenring R unendlich viele Elemente und keine Nullteiler, so ist 
es immer méglich, den ,,Unbestimmten“ z,,...., x, spezielle Werte a,,...,a 
aus R zu geben, so daB f(a,,...,a,)+0. 


Mathematische Annalen. 96. 13 
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3. Aus einem kommutativen Ring R ohne Nullteiler bildet man den 
Quotientenkérper, indem man die Quotienten : (wo 6+ 0) rein formal 
als Elementenpaare definiert und dem Ring adjungiert. Gleichheit, Summe 
und Produkt werden definiert durch: 


a c a 
jor i wenn ad=be 5 a wenn a=be 
a c ad+be a _ a+be 
$727" rte 

a@c_ ae Coan o 

eto? > 


Man zeigt leicht die Kérpereigenschaften. 

4. Ein Ideal in einem kommutativen Ring RF ist eine Untermenge 
von R derart, daB mit a und b immer a — bd (und folglich auch 0, — b 
und a+b), und mit a immer ra in der Untermenge enthalten sind, wo 
r ein beliebiges Ringelement ist. Aus einer beliebigen Untermenge von 
R wird ein Ideal erzeugt, namlich die Gesamtheit der Elemente die ent- 
stehen, indem man die Elemente der Untermenge zunichst mit beliebigen 
Ringelementen multipliziert, sodann die Elemente selbst und ihre Viel- 
fachen in allen méglichen Weisen addiert und subtrahiert. Hat ein Ideal a 
endlichviele Erzeugende a,,...,@,, so bilden diese eine Basis, und man 
schreibt a = (a@,,..., @,). 


r? 


5. Ist R insbesondere ein Polynombereich mit Koeffizienten aus einem 
Kérper, so gilt der Hilbertsche Basissatz: Jedes Ideal hat eine Basis’). 


6. Man nennt zwei Ringelemente a, b kongruent nach einem Ideal c, 
und schreibt: 
a=b modc 
oder kurz 
a=b(c), 
wenn die Differenz a — b dem Ideal angehért. 

7. Sind die Glieder zweier Summen kongruent nach einem festen 
Ideal a, so sind die Summen es auch, und das gleiche gilt fiir Produkte. 
Weiter ist die Kongruenzrelation reflexiv, symmetrisch und transitiv. FaSt 
man also die Kongruenz als eine neue Gleichheitsdefinition in R auf, so 
bilden die Ringelemente gegeniiber der neuen Gleichheitsdefinition wieder 
einen Ring, der der Restklassenring nach dem Ideal a (in Zeichen R/a) 
genannt wird. 


*) D. Hilbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen. Math. Ann. 36 (1890), 
8. 473-584. Die beiden Beweise, die Hilbert gibt, der erste fiir den Fall, daB der 
Koeffizientenbereich ein Zahlkérper ist, der zweite fiir den Fall von ganzzahligen 
Koeffizienten, gelten allgemeiner, namlich der erste fiir jeden Kérper mit unendlich 
vielen Elementen, der zweite u. a. fiir jeden Koérper als Koeffizientenbereich. 
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8. Ist bea*), so ist b=0(a), und umgekehrt. Ist ein Ideal 6 
Untermenge von a, so schreibt man b=0 (a), und nennt a einen Teiler 
von b, b ein Vielfaches von a. 

9. Die Summe oder der gréfte gemeinsame Teiler (a, 6) zweier Ideale 
a, b ist das Ideal aller Summen a+b, wo aea, beb. Ist a=(a,,...,a,), 
b= (6,,...,5,), so ist (a,b) =(a,,...,a,, b,,..., 5). 

10. Das Produkt zweier Ideale ist das von allen Produkten ab, wo 
aea,beb, erzeugte Ideal. Die Multiplikation von Idealen ist kommutativ 
und assoziativ. Was eine Potenz eines Ideals ist, ist demnach klar. Ist 
a=(a,,...,@,), b=(b,,...,,), so ist ab =(a,b,,a,b,,...,a,0,). 

11. Der mengentheoretische Durchschnitt [a,b] zweier Ideale wird 
auch ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches (K.G. V.) genannt. 

12, Ein Ideal p hei®t prim, wenn es aus ab=0(p) und a0 (p) 
folgt b=0(p). Ist p prim, so hat der Restklassenring R/p keine Null- 
teiler. Sein Quotientenkérper heiBt der Restklassenkérper von p. 

13. Ein Ideal q heiBt primdr, wenn aus ab=0(q) und: keine Potenz 
von a ist =0(q), folgt b=0(q). Zu jedem Primarideal q gehért ein 
Primideal p, némlich die Gesamtheit aller Ringelemente, von denen eine 
Potenz in q vorkommt. Offenbar ist q=0(p). Ist ab=0(q) und a==0(p), 
so folgt b=0(q). Hat insvesondere p eine Basis, so gibt es eine kleinste 
Zahl 9, der Exponent von q, so daB pe=0 (q). 

14. Ein Kérper heiBt von der Charakteristik p, wenn p die kleinste 
natiirliche Zahl ist, fiir die pe = 0®*), wo e die Einheit ist, und von der 
Charakteristik Null, wenn eine solche Zahl nicht existiert. Im ersten Fall 
ist p eine Primzahl. 


§ 2. 
Einige Satze aus der Kérpertheorie. 

1. Zwei Kérper 2, 2’ heiBen isomorph, wenn eine eineindeutige Zu- 
ordnung ihrer Elemente existiert, so daS Summe oder Produkt in Q wieder 
in Summe oder Produkt in 2’ iibergehen. Die Zuordnung selbst heiBt 
Isomorphismus. Ist 2'= 2, so hat man einen Automorphismus von Q 
vor sich, 

2. Hat ein Kérper Q einen Unterkérper P, so heiBt Q eine Erweite- 
rung von P. Die Erweiterung heiBt algebraisch, wenn jedes Element 
von Q einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus P geniigt; 
sonst transzendent. Die algebraische Gleichung l48t sich immer durch 
eine in P irreduzible ersetzen. Sind alle Elemente von Q rational durch 


*) e¢ heiBt: ist Element von. 
8*) Das Symbol pe ist dabei wie iiblich definiert durch die Rekursionsformeln 
l-e=e; (n+l)e=ne+e. 
13* 
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@,,...,@, mit Koeffizienten aus P ausdriickbar, so schreibt man 
Q=P(a,,...,@,). 

3. Es ist méglich, eine algebraische Erweiterung P(«) eines Kérpers P 
rein formal zu konstruieren, wenn die irreduzible Gleichung f(z)= 0 
gegeben ist, der das zu adjungierende Element « geniigen soll. Der 
Kérper P(@) mu8 namlich immer isomorph dem Restklassenring des 
Polynombereichs P[z] nach dem Ideal (f(z)) sein, und das geniigt um ihn 
formal zu bestimmen. Bezeichnet man mit P[«] den Ring aller Elemente 
von P(«), die sich als Polynome in « mit Koeffizienten aus P schreiben 
lassen, so folgt aus der genannten Isomorphie P{[@]=—P(«). Durch In- 
duktion folgt, wenn P(a, #,..., 5) eine algebraische Erweiterung von P ist, 

P[a, B,...,6]=—P(a, B,..., 4). 

4. Man kann durch fortgesetzte algebraische Erweiterung eines 
beliebigen Kérpers P immer zu einem algebraisch-abgeschlossenen Kérper 2 
iibergehen, d. h. zu einem solchen, in dem jedes Polynom f(z) einer 
Unbestimmten z in Linearfaktoren zerfallt®). 2 ist bis auf Isomorphie 
eindeutig bestimmt. 

5. Zwei Elemente «, f einer algebraischen Erweiterung eines Kérpers P 
heiBen konjugiert in bezug auf P, wenn es einen Automorphismus des 
algebraisch-abgeschlossenen Umfassungskérpers gibt, der P elementweise 
invariant la8t, und «@ in # iiberfiihrt. Dazu ist hinreichend, daB es einen 
Isomorphismus der beiden Unterkérper P(«) und P() gibt, der P ele- 
mentweise invariant laBt, und « in f iiberfiihrt. Alle Wurzeln einer in P 
irreduziblen Gleichung f(z) = 0 sind konjugiert. Ist f(z) ein Polynom 
aus P[{z], und sind « und # konjugiert, so folgt aus f(«)=0 auch f(f)=0. 

6. Eine rein transzendente Erweiterung P(é,,..., &,) eines Kérpers P 
kommt zustande, indem man den Quotientenkérper des Polynomrings 
P[é,,...,&,] bildet. Seine Elemente heiBen rationale Funktionen von 
&,,---,§,.9") Algebraische Funktionen sind die Elemente einer algebra- 
ischen Erweiterung 2 von P(é,,..., é,). 

Da8 man hier wirklich von (mehrdeutigen) Funktionen reden kann, 
deren Existenzgebiet eine Untermenge der Menge aller Systeme von n 
Elementen des algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskérpers I” von P 
ist, ergibt die folgende Betrachtung, die wir sogleich fiir ein System von 
Funktionen »,,..., 7,, anstellen. 


*) Dieser Steinitzsche Satz leistet fiir die Algebra das gleiche wie der ,,Funda- 
mentalsatz der Algebra“, der nicht der Algebra, sondern der Analysis angehért. Der 
Beweis setzt den Zermeloschen Wohlordnungssatz voraus. 

10) Allgemeiner kann man eine beliebige (endliche oder unendliche) Menge von 
Unbestimmten adjungieren, indem man aus dem Ring der Polynome in beliebig vielen 
dieser Unbestimmten den Quotientenkérper bildet. 








) 
* 
€ 





Nullstellentheorie der Polynomideale. 189 


Wir adjungieren sukzessive die GréBen n,,..., 4,, aus 2 dem Kérper 
P(é,,...,&,). Die jeweils irreduzible Gleichung fiir », mit Koeffizienten 
aus P(é,,...,8.5 ys -++s My-3) laute: 


(1) hy. (,) = enk* + ax,1 net +... + Gee, = 0. 


Die Koeffizienten «, ,; kann man schreiben als Quotienten von Poly- 
nomen in &,,...,&,, ,>+++s %,-3; Sogar kann man voraussetzen, daB die 
Nenner nur £,,..., &, enthalten (3). Diejenigen Elementsysteme &{, ..., & 
aus I, fiir welche das Produkt simtlicher Nennerpolynome von 0 ver- 
schieden ist, heiBen reguldre Argumentwerte fiir das Funktionensystem 
"y>+++> %_- Da I, als algebraisch-abgeschlossener Kérper, unendiich viele 
Elemente enthilt, so gibt es immer regulire Argumentwerte (§ 1, 2). 
Jedes Elementsystem »;,..., %m, das sich aus den Gleichungen (1) fiir 
regulire Argumentwerte ergibt, hei®t ein zugehériges Funktionswertsystem. 

7. Mit den Bezeichnungen der vorigen Nummer gilt der Satz: 

Ist f ein Polynom aus P[a,,.--; ys Yys+++> Ym], und tat 

f(Ess+s2E09 Mar seer Mm) =O, 80 886 F( Ei, ..+> Ens Mir -- +s Im) =O 
fiir alie reguldren Argumentwerte &{,...,&, und zugehérigen Funktions- 
werten {,.--,%m, und umgekehrt. 

Beweis. Der erste Teil des Satzes ergibt sich durch vollstandige 
Induktion, indem wir ihn als bewiesen annehmen fiir Polynome aus 
P[a,,-+:s%ys Yao +++» Ye—a], und beweisen fiir Polynome aus 


Plast soon AP 
Fiir Polynome aus P[2,,..., 2%,] ist der Satz trivial. 
Es habe h,(n,) die Bedeutung (1). Dann ist die Voraussetzung 


f (é,, sees €., Nays sees ") =0 
nach 3, aquivalent mit 


f (Ess «+ +> Gas Myo -++s Meas 8) =O (A,(2)). 


Diese Gleichung besagt, daB die Division der linken Seite durch h, (z) 
ohne Rest aufgeht. Nun sind die Koeffizienten von h,(z) Quotienten von 
Polynomen in ,,...,&,, %4,+++»%,-,, Wo die Nenner nur §,,...,é, 
enthalten, und fiir alle regularen Argumentwerte ¢,..., &, von Null ver- 
schieden sind. AuBerdem ist der erste Koeffizient die Einheit «. Fiihrt 
man die Division wirklich aus, so kommen im Nenner des Quotienten 
niemals andere Polynome vor als die, welche in h,(z) schon im Nenner 
standen. Also wird: 


f (Ex «+++ Eqs Mar s+ Me—ae 2) — (2) A, (2) = 0, 
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wo sowohl a,(z) wie h,(z) im Nenner nur solche Polynome q/(é,,...,&,) 
haben, fiir die g(£{,...,&,) + 0 ist. Multipliziert man die Gleichung mit 
dem Hauptnenner n(é,,...,&,) des zweiten Gliedes, so sind die Koeffi- 
zienten der Potenzen von z Polynome in é,,..., &,, 9,5 --+: %,-;- Da fiir 
diese nach Voraussetzung der Satz gilt, so darf man spezialisieren 
&=& [¢=—1,...,n], 4= nj [7 =1,-..,4—1]. Dividiert man schlieB- 
lich durch die von Null verschiedene GroBe n(&,..., &), so kommt: 
f (Ei, «++ Sas Ms «+ +s Ma» %) — ae (2) he(z) = 0, 
wo a und hy aus a, und h, durch die obige Spezialisierung entstanden sind. 
Nun waren die Funktionswerte »; definiert durch die Gleichung 

hi (ni) = 0, folglich ist 

£85, «+ +5 Gas Mas ++ +s Moos, Me) = O,~ q. e. d. 

Um den zweiten Teil mm beweisen, nehmen wir an, es wire 
f(E1,--+2€m» Mis +-+> %m) =O fiir alle regularen Argumentwertsysteme, und 
dennoch f(é,,..-,&,, %5-++>%m_)* 0. Setzen wir dann 
& 
Pid, «cole hs «3 Gab 1 

so kénnen wir é;,..., &, als regulires Argumentwertsystem der Funktionen 
"1: +++» %_>% bestimmen. Diese Argumentwerte sind dann sicher fiir 
Nis +-+> Mm Tegular. Aus 

P(E xs + +22 Eas Mares es Mm) 2 = 0 
folgt nach dem ersten Teil des Satzes 

f (Ei, +++ Ems Mis -++9 Mm) 9’ —E= 0 
entgegen der Voraussetzung f(&, ..., &4, mi, --+» Im) = 0. 


8. Sei Q ein Erweiterungskérper von P. Eine Teilmenge U von Q 
heiBt irreduzibel in bezug auf P, wenn eine Gleichung f(é,,..., &,) = 0 
zwischen endlichvielen Elementen von U mit Koeffizienten aus P nur dann 
bestehen kann, wenn das Polynom f identisch verschwindet. Die Elemente 
eines irreduziblen Systems sind also unabhingige transzendente (oder un- 
abhingige Unbestimmte) in bezug auf P. 

Zwei Teilmengen U, V von 2 heiBen dquivalent, wenn jedes Element 
von U algebraisch in bezug auf P(V), und jedes Element von V algebraisch 
in bezug auf P(U) ist. 

In jedem wohlgeordneten Erweiterungskérper 2 eines Kérpers P lat 
sich ein dem Kérper 2 fquivalentes irreduzibles System konstruieren. 
Die Miachtigkeit dieses Systems ist von der gewihlten Wohlordnung un- 
abhingig, und heiBt der Transzendenzgrad von Q in bezug auf P. Auch 
in jedem Teilsystem V gibt es ein zu V dquivalentes irreduzibles System, 
dessen Michtigkeit der Transzendenzgrad von V in bezug auf P heiBt. 
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Ist der Transzendenzgrad von Q in bezug auf P endlich und gleich n, 
so sind alle Elemente von Q algebraische Funktionen von endlich vielen 
Unbestimmten é,,...,&,. Ist er Null, so ist Q algebraisch iiber P. 

§ 3. 
Der Nullstellenkérper eines Primideals*®*). 

1. Ist Q=P(é,,...,§,) ein Erweiterungskorper eines Kérpers P, so 
biiden ase Polynome f aus R=P([z,,...,2%,], fiir die f(é,,...,§,)=0, 
ein Frimideal in R. 

Beweis. Ausf (é,,...,&,) = Oundg(é,,..., &,) =O folgtf(é,,..., &,) 
—g(é,,-.-, &) =0. 

Aus f(&,,...,&,)=0 folgt f(€,,...,&,) 9(&»---» &,) = 0. 

Also bilden die betrachteten Polynome ein Ideal. 


Aus f (&, ce En) 9 (Ess ++ &,)=0 und 9 (Ess - + E,) +0 folgt 
f(&,,..+, &,) =0, da ein K6rper keine Nuilteiler hat. 


Also ist das Ideal prim. 


Beispiel. Seien é,,...,é, lineare Funktionen einer Unbestimmten 4 
mit Koeffizienten aus dem Kérper P der komplexen Zahlen: 
(1) &, =a, + BA. 

Dann besteht das gemeinte Primideal aus allen Polynomen f(z,,...,2,), 


so daB f(a, -+ f,4,...,¢,-+ 8,4) identisch in 4 verschwindet, oder (geo- 
metrisch ausgedriickt) aus allen Polynomen, die verschwinden in allen 
Punkten der Geraden, welche durch die Parameterdarstellung (1) im n-di- 
mensionalen Raum bestimmt wird. Dieses Beispiel mége zur Veranschau- 
lichung aller Satze dieses und des folgenden Paragraphen dienen. 

2. Bedeutet p das unter 1. konstruierte Primideal, so ist Q dem 
Restklassenkérper IT von yp (§ 1, 12) tsomorph, und zwar so, daB den 
Elementen &,,...,&, die Elemente x,,..., x, enteprechen. 

Beweis. Sei Q’ der Ring derjenigen Elemente von Q, die als Poly- 
nome in é,,...,&, geschrieben werden kénnen. 2 ist, wie man leicht 
sieht, Quotientenkérper von 2’. Wir ordnen jedem Element f(é,,..., é,) 
von 2’ das Element f(x,,...,2,) des Restklassenrings R/p zu. Da aus 
f(Ey5+++5&,) — G9 (Ey5+-+5&,) = 0 folgt f(x,, ...,%,) — 9 (4, ++ +» %) =0(p) 
oder f(x,,...,2,) =g(#,,.--,%,)(p) und umgekehrt, so ist die Zuord- 
nung eineindeutig. DaS Summe und Produkt in Summe und Produkt iiber- 
gehen, ist klar. Also sind die Ringe Q’, R/p isomorph, Dann miissen auch 
die Quotientenkérper 2 und II isomorph sein. 


108) Vgl. zu diesem Paragraphen E. Noether, a. a. O. (Math. Ann. 90). 
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3. Zu jedem von R verschiedenen Primideal p in R gibt es einen 
Koérper Q=P(é,,...,&,), 80 daB p besteht aus allen Polynomen f aus R, 
fiir die f(&,,...,&,)=0. 

Beweis. Den Polynomen aus R ordnen wir Elemente-einer neuen 
Menge R’ zu, die den Koeffizientenkérper P umfaBt, wobei zweien nach 
p kongruenten Polynomen das gleiche Element entsprechen soll, zweien 
inkongruenten aber verschiedene Elemente, und wobei die Elemente von 
P sich selbst entsprechen. Das ist immer méglich, denn zwei Elemente 
von P sind wegen p+ R dann und nur dann kongruent nach p, wenn 
sie gleich sind. Die den Elementen z,,..., 2, entsprechenden Elemente 
nennen wir é,,..., ,. 

Die Menge R’ ist auf den Restklassenring von R nach p eindeutig 
abgebildet. Definieren wir in R’ also eine Addition und eine Multipli- 
kation, die der Addition bzw. Multiplikation im Restklassenring ent- 
sprechen, so ist R’ dem Restklassenring isomorph, hat also keine Null- 
teiler, und gestattet die Bildung eines Quotientenkérpers 2. In Q ist 
f(&,,---,&,) = 0 dann und nur dann, wenn f(z,,...,2,)=0(p), q.e.d. 

4. Der nach 3 fiir jedes von R verschiedene Primideal p konstruier- 
bare, nach 1 auch nur fiir Primideale existierende, nach 2 bis auf Iso- 
morphie eindeutig bestimmte Kérper 2 = P(é,,..., &,), dessen Erzeugende 
&, die Eigenschaft haben, daB f(f,,...,&,)= 0 dann und nur dann, wenn 
f=0(p), hei®t Nullstellenkérper von p; das Elementsystem {é,,..., &,} 
heiBt allgemeine Nulistelle von p. Unter Nullstelle schlechthin eines 
Ideals m verstehen wir jedes Elementsystem {7,,...,7,} eines Erwei- 
terungskérpers von P, so daB f(,,...,4,)=0, wenn f=0(p). Jede 
nicht-allgemeine Nullstelle eines Primideals heiBt speziell**). 

5. Der Transzendenzgrad (§ 2,8) des Nullstellenkérpers 2 in bezug 
auf P heiBt die Dimenstonszahi des Primideals p. 

6. Sind »p,p’ Primideale der Dimensionszahlen p,m’, und ist 
p’=0(p), soist uw’ > nu, und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn 
p’ =p. 

Beweis. Seien Q’=P(é,,...,,) und 2’=—P(&,...,&) Null- 
stellenkérper von p bzw. p’. Ist f ein Polynom aus R, so folgt aus 
f=0(p’) auch f= 0(p), m.a. W. aus f(&,..., &)=0 folgt f(£,,...,¢,)=0. 

Sei nun, evtl. nach Umnennung der Indizes, &,,...,&, ein mit Q 
aiquivalentes irreduzibles System (§ 2, 8). Dann mu8 auch ¢,,...,&, ein 
irreduzibles System in Q’ sein, denn jede algebraische Relation zwischen 


n 


™) Dieser Sprachgebrauch deckt sich, wie wir im § 4 sehen werden, mit der in 
der Geometrie iiblichen Redeweise von allgemeinen und speziellen Punkten einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit. 
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é pre gi, wiirde die gleiche Relation zwischen é,,..., §, nach sich ziehen. 
Daraus folgt die erste Behauptung: u’>w. Ist aber u’= pu, so ist Q’ 
algebraisch iiber P(é;,...,&.). Wir behaupten: aus f(é,,...,&,) =0 
folgt f(&, cone &,) =0(0. Ware namlich f(&, ae &,) + 0, so kénnten wir 





nach § 2,3 das Element ROE in der folgenden speziellen Form 
schreiben: ores a 
os — 9 (84, «+» En) 
f (Sir +++) Gn) (BA, + +s Sx) 


Daraus folgt: 
Ih (E15 «+5 Se) =F (Ea, «+09 Sn) G( Ets +s Ews 


h(é,, veng Fu) =f (E,,-+ +9 Fy) 9(&,, ooe9 é,). 

Da das Polynom A nicht identisch verschwinden kann (es stand 
vorhin im Nenner!) und da é,,..., &, ein irreduzibles System bilden, so 
ist die linke Seite dieser Gleichung +0, also muB f(é,,...,&,) +0, 
entgegen der Voraussetzung. Also in der Tat: aus f(&,,...,&,) folgt 
f(é1, .--, &,)=0. Oder: aus f=0(p) folgt f=0 (p’). Das heiBt p=0(p’), 
mithin p= p’. 

7. Ist ein Ideal p’ der Dimensionszahl yu’ gegeben, so hat jede Null- 
stelle einen Transzendenzgrad < 1’, und wenn der Transzendenzgrad genau 
ph’ ist, so ist die Nullstelle allgemein. 

Beweis. Jede Nullstelle von p’ bestimmt nach 1 ein Ideal p; 
wenden wir auf p und p’ den obigen Satz (6) an, so folgt die Behauptung 
unmittelbar. 

Folge. Ist p’ ein nulldimensionales Primideal, so ist jede Nullstelle 
algebraisch und allgemein. 

8. Jedes u-dimensionale Primideal hat einen (u — 1)-dimensionalen 
Primteiler. 

Beweis. Sei p das gegebene Ideal, 2 =P (é,, ..., &,) sein Nullstellen- 
kérper, §,,...,&, ein zu Q f&quivalentes irreduzibles System, also Q 
algebraisch tiber P(£,,..., &,). 

Euta,+++>& sind als algebraische Funktionen von é, aufzufassen, 
wenn der Kérper P(é,,..., &,-;) als Grundkérper angenommen wird. Also 
gibt es in einem algebraischen Erweiterungskérper I” von P(é,,..., &«-1) 
(mindestens) einen reguliren Argumentwert ¢,; ein System zugehdriger 
Funktionswerte sei Beoas weep Gq» Das Elementsystem {£,,..., &-1; a pang 
von I" hat in bezug auf P den Transzendenzgrad «—1; das aus ihm 
nach 1 konstruierbare Primideal p, hat also die Dimensionszahl » — 1. 
Aus f=0(p) folgt f(é,,...,&,)=0, also(§ 1,7): £( 81, --+» Sunts Sus «++» En) = 05 
also f=0(p,). Mithin ist p=0(p,). Damit ist der Satz bewiesen. 


und weiter: 
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In Verbindung mit 6 folgt: Die Dimensionszahl eines Primideals p 
ist zwei weniger als die maximale Gliederzahl einer von » ausgehenden 
Primteilerkette 

Ds Pir +++» Pu» BR. **) 

9. Sei p ein Primideal der Dimensionszahl », und seien die Un- 
bestimmten z,,..., 2, so numeriert, da8 im Nullstellenkérper P(é,,...,&) 
die GréBen é,,..., &, ein irreduzibles System bilden. Sei Q ein algebraisch- 
abgeschlossener Erweiterungskérper von P(é,,..., &,). 

Dann bilden die mit {&,,...,&,} in bezug auf P(é,,...,§&) kon- 
jugierten Elementsysteme {&,, ..., &x wees é,} genau diejenigen Nuli- 
stellen von p in Q, deren erste u Bestimmungszahlen die Werte &,,...,&, 
haben. 

Beweis. DaB die Elementsysteme Nullstellen bilden, ist klar, denn 
aus f(&,...,é)=0 folgt f(&,..., &, Ena, +++) én) = 0, wenn f ein 
Polynom mit Koeffizienten aus P ist (§ 2,5). Andererseits aber hat jede 
Nullstelle {&,...&., Mu+1---%a} in Q einen Transzendenzgrad > yp, ist 
also allgemeine Nullstelle (7); also gibt es immer einen Isomorphismus 
von P(é,...&) und P(é,...&., mu4a---%n), der P (&,...&,) elementweise 
invariant léBt, und &,4,...& iM qu.41---% tiberfihrt (2), woraus die 
Konjugiertheit von 9, 4,...%, mit &41...& folgt (§ 2, 5). 

10. Folge: Ist p ein Ideal der Dimensionszahl 0, so sind alle 
(endlichvielen) Nullstellen im algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungs- 
kérper Q von P konjugiert in bezug auf P. Ist insbesondere P algebraisch- 
abgeschlossen, so gibt es demnach nur eine Nullstelle {&,...£,}, wo die 
—, Elemente von P sind; das Ideal » besteht in diesem Falle aus allen 
Polynomen, die an dieser Stelle verschwinden, hat mithin die Basis: 


(a, — §,,..-,%, — &,)- 


11. Zum Schlusse sei bemerkt, daB ein Teil der Begriffe und Satze 
dieses Paragraphen ihre Geltung beibehalten fiir Primideale in einem be- 
liebigen kommutativen Ring R, der einen Kérper P umfaBt, und der aus 
P durch Ringadjunktion yon endlichvielen Elementen z,,..., x, entateht, 
wobei aber diese Elemente noch durch Gleichungen verkniipft sein kénnen. 
Alle Elemente des Rings sind dann als Polynome in z,,..., z, zu schreiben, 
aber nicht eindeutig, und damit versagt die Konstruktion 1. Die um- 
gekehrte Konstruktion 3, die jedem Primideal einen Nullstellenkérper 
(dem Restklassenkérper isomorph) zuordnete, bleibt aber méglich, und 
damit wird der Dimensionsbegriff definierbar als Transzendenzgrad des 


%*) Fiir den Fall, da8 P unendlich viele Elemente besitzt, ist dieser Satz von 
E. Noether bewiesen worden (Math. Ann. 90, 8. 250). 
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Nullstellenkérpers. Es gilt weiter Satz 6 samt dessen Beweis***). Nimmt man 
noch allgemeiner an, da8 der kommutative Ring R durch Ringadjunktion 
einer beliebigen Menge zu P entsteht, so wird die Dimensionszahl eines 
Primideals eine Miachtigkeit. Die erste Hialfte von Satz 6 bleibt samt 
ihrem Beweis uneingeschrinkt bestehen, die zweite Hilfte aber gilt nur 
fiir Ideale endlicher Dimensionszahl. 


§ 4. 
Die Mannigfaltigkeit eines Primideals. 


1. Unter dem (offenen, oder cartesischen) Raum C,(P) soll ver- 
standen werden die Gesamtheit der geordneten Systeme von n Elementen 
&,,..-,§, eimes algebraisch-abgeschlossenen Kérpers P**). Die Elemente 
des Raumes heiBen Punkte, ihre Bestimmungszahlen Koordinaten. 


2. Es geniigt nun aber fiir die algebraische Geometrie nicht, sich auf 
die Betrachtung der Punkte in diesem Sinne zu beschrinken, sondern es 
werden immer noch ,,unbestimmte Punkte“ betrachtet, d. h. Punkte, deren 
Koordinaten entweder unabhangige Unbestimmte sind, oder doch algebraische 
Funktionen von Parametern, d. h. Elemente eines transzendenten Er- 
weiterungskérpers 2 von P. Ein Elementsystem {¢,,..., &.} eines solchen 
Kérpers Q (oder ein Punkt des Raumes C,(22)) soll p-fach unbestimmter 
Punkt in C,(P) heiBen, wenn es den Transzendenzgrad p in bezug auf 
P hat, d.h. wenn der Punkt von p unabhingigen Parametern, aber nicht 
von weniger, algebraisch abhingt. Die in §3 betrachteten ,,Nullstellen 
vom Transzendenzgrad p“ waren solche p-fach unbestimmte Punkte. 

8. Eine algebraische Mannigfaltigkest M in C,(P) ist die Menge 
aller Nullstellen in C,(P) eines Ideals m im Polynombereich P([z,,.... z,], 
vorausgesetzt, daB diese Menge nicht leer ist. 

Verschiedene Ideale kénnen die gleiche Mannigfaltigkeit definieren. 
Beispiel: Die drei Ideale p(x, y); q=(z*, y), tr=(xz*, ry, y*, xz, yz) 
in P[z,y,2] definieren alle drei die Gerade = =—0 in C,(P). Bei 
den Polynomen von q verschwindet in den Punkten dieser Geraden nicht 
nur das Polynom selbst, sondern auch die Ableitung nach x; bei depen 


#8) Zusatz bei der Korrektur. Es gibt Ringe dieser Art, in denen Satz 8 
nicht gilt. Also la8t sich die Dimensionszab! eines Primideals nicht allgemein durch 
Primteilerketten charakterisieren. 

48) Diese Definition halt sich an die in der algebraischen Geometrie vorwaltende 
Richtung, die zum Raum immer die komplexen Punkte hinzunimmt., Unsere Defini- 
tion umfaBt aber noch ganz andere Riume als den der gewdhniichen Geometrie, 
z. B. solche, in denen der vierte harmonische Punkt immer mit dem dritten su- 
sammenfillt. Man erhalt einen solchen Raum nimlich, indem man fiir P einen 
solchen Kérper nimmt, in dem «+ «= 0 ist (Kérper von der Charakteristik 2). 
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von t verschwinden in einem Punkt der Geraden, namlich im Punkt 
{0, 0,0}, alle Ableitungen. 


4. Ohne weiteres klar sind die folgenden beiden Satze: 

Die Mannigfaltigkeit eines K.G.V. von Idealen [m,,..., m,] tst die 
Vereinigungsmenge der Mannigfaltigkeiten der Komponenten. 

Die Mannigfaltigkeit einer Idealsumme (m,,..., m,) ist der Durch- 
schnitt der Mannigfaltigkeiten der Summanden. 

5. Definition. Ein Polynom f enthdlt eine Mannigfaltigkeit M, 
wenn f verschwindet in allen Punkten von M. 


6. Sei nun eine Mannigfaltigkeit M gegeben durch ein Ideal m. In 
der Gesamtheit der Ideale, welche die gleiche Mannigfaltigkeit definieren 
(s. obiges Beispiel), ist ein Ideal ausgezeichnet, nimlich die Gesamtheit 
aller Polynome, welche die Mannigfaltigkeit enthalten. Da® diese Gesamt- 
heit ein Ideal ist, ist klar; daB sie in allen Punkten von M, und nur in 
diesen, Nullstellen hat, ist ebenfalls klar. Wir wollen dieses Ideal das zu 
M gehérige Ideal nennen. 


7. Eine Mannigfaltigkeit heiBt irreduzibel, wenn das zugehdrige Ideal 
prim ist, d.h. wenn aus ,,fg enthalt M“ und ,,f enthalt M nicht“ folgt 
»g enthalt M“. Die Dimensionszahl einer irreduziblen Mannigfaltigkeit 
ist die Dimensionszahl des zugehérigen Primideals '**), 


8. Ist M irreduzibel, und sind M,, M, beliebige Mannigfaltigkeiten, 
deren Vereinigungsmenge M enthdlt, ohne daB M, M enthidlt, so muB M, 
M enthalten. 

Denn gesetzt, weder M, noch M, wiirden M enthalten, so wiirde das 
heiBen, daB in den Idealen m,, m,, die M, und M, definieren, Polynome 
f,, f vorhanden sein wiirden, die M nicht enthielten. Das Produkt /, f, 
aber wiirde sowohl M, wie M,, also auch M enthalten. Das widerspricht 
der vorausgesetzten Irreduzibilitét von M. 


9. Sei eine Mannigfaltigkeit M gegeben, und sei m das zugehérige 
Ideal. Die transzendenten Nullstellen des Ideals, also diejenigen Null- 
stellen, deren Koordinaten von Parametern algebraisch abhingen, werden 
als unbestimmte Punkte der Mannigfaltigkeit bezeichnet, weil sie zwar 
nicht der Mannigfaltigkeit angehéren, aber doch allen algebraischen Glei- 
chungen geniigen, die in C,(P) die Mannigfaltigkeit definieren, und weil 
sie, wenn man die Parameter, von denen sie abhangen, regular spezialisiert 

38) Zusatz bei der Korrektur. Ist eine Mannigfaltigkeit M in diesem Sinne 
irreduzibel, so ist sie nach 8 in der Tat unzerlegbar, d.h. nicht als Vereinigung von 
zwei echten algebraischen Teilmannigfaltigkeiten darstellbar. Wie leicht ersichtlich, 
gilt auch die Umkehrung. 
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(§ 2,6), in Punkte von C,(P) iibergehen, die den némlichen algebraischen 
Gleichungen geniigen (§ 2, 7), mithin der Mannigfaltigkeit angehéren. 

Ist M irreduzibel, also m prim, so heiBt jede allgemeine Nullstelle 
des Ideals m allgemeiner Punkt der Mannigfaltigkeit M. Diese Bezeich- 
nung ist in Ubereinstimmung mit der in der Geometrie geliufigen Be- 
deutung der Wérter allgemein und speziell. Man versteht doch meistens, 
wenn es auch nicht immer deutlich gesagt wird, unter einem allgemeinen 
Punkt einer Mannigfaltigkeit einen solchen Punkt, der keiner einzigen 
speziellen Gleichung geniigt, auBer denjenigen Gleichungen, die in allen 
Punkten erfiillt sind. Diese Forderung kann natiirlich ein bestimmter 
Punkt von M niemals erfiillen, und so ist man gendtigt, Punkte zu be- 
trachten, die von hinreichend vielen Parametern abhingen, d. h. in einem 
Raum C,(Q2) liegen, wo Q eine transzendente Erweiterung von P ist. 
Fordert man aber von einem Punkt von C,(Q), daB er Nullstelle ist fiir 
alle die und nur die Polynome von P[z,,...,2,], die in allen Punkten 
der Mannigfaltigkeit M verschwinden, so kommt man gerade auf unsere 
Definition eines allgemeinen Punktes der Mannigfaltigkeit M. 


10. Da nach 7 zu jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit ein Primideal 
gleicher Dimension gehért, so kénnen die Satze § 3 2, 3, 7, 10 fiir Prim- 


ideale unmittelbar auf irreduzible Mannigfaltigkeiten iibertragen werden. 
Das ergibt: 


Jede irreduzible Mannigfaltigkeit hat einen allgemeinen Punkt {&,,...,&,} 
der von so vielen Parametern abhdngt, wie dic Dimensionszahl der Mannig- 
faltigkeit angibt **), und der Kérper P(é,,..., §,) tet dem Restklassenkorper 
des zugehérigen Primideals isomorph. 

Jeder spezielle Punkt einer s-dimensionalen irreduziblen Mannig- 
faltigkeit hat einen Transzendenzgrad < mu. 


Eine nulldimensionale irreduzible Mannigfaltigkeit besteht aus einem 
Punkt. 


11. Unter der algebraischen Abschliefung einer Punktmenge M’ in 
C,,(P) verstehe ich die Menge M der gemeinsamen Nullstellen in C,(P) 
derje.igen Polynome aus R = P[z,,...,2,,], die in allen Punkten von M 
verschwinden. Da diese Polynome offenbar ein Ideal bilden, so ist M 
eine algebraische Mannigfaltigkeit **). 


1!) Diese Eigenschaft zeigt die Ubereinstimmung unseres Dimensionsbegriffs mit 
dem aus der algebraischen Geometrie geliufigen. 

15) Ist P der Kérper der komplexen Zahlen, so umfaBt (weil jedes Polynom eine 
stetige Funktion darstellt) die algebraische AbschlieBung die topologische AbschlieBung. 
Z. B. hat in der Ebene C,,(P) die Menge £, = 0, | &, | <1 die topologische AbschlieBung 
&,=0, §&'!<1, und die algebraische AbschlieSung §,=0. Die algebraische Ab- 
schlieBung kann aber fiir die Algebra die Stelle der topologischen AbschlieBung voll- 
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12. Sind in einem algebraischen Erweiterungskérper 2 von P(A;,...,4,), 
wo 4;,...,4, als irreduzibles System angenommen ist, n algebraische 
Funktionen é,,..., & von 4;,..., 4, gegeben, und ist M’ die Menge der 
Funktionswertsysteme {&,..., &}, die zu reguléren Argumentwerten 
Ai, ..+, 4 gehdren, so ist M’ eine Punktmenge in C,(P); wenn nun M 
die algebraische AbschlieSung von M’ ist, so sagen wir, daB M durch 
die Funktionen £,,...,&, in Parameterdarstellung gegeben ist. Die Para- 
meterdarstellung ist nur regulir in den Punkten der Teilmenge M’ von 
M, sie bestimmt aber M eindeutig. 


Die algebraische AbschlieSung von M’ wird nach Definition dadurch 
konstruiert, daS man das Ideal p aller Polynome bildet, die in allen 
Punkten von M’ verschwinden. Nach § 2,7 kann man nun aber p auch 
bestimmen als das Ideal aller Polynome f aus P[z,,...,2,], fiir die 
f(&,,..-,&,)=0, oder als dasjenige Primideal, das {f,,..., &,} zur all- 
gemeinen Nullstelle hat (§ 3,1). Alle Polynome von p verschwinden in 
allen Punkten von M, weil M ja die Mannigfaltigkeit von p ist, und 
wenn umgekehrt ein Polynom verschwindet in allen Punkten von M, so 
verschwindet es auch in allen Punkten von M’, gehért mithin zu p. Also 
ist p das zu M gehérige Ideal (3). Damit ist bewiesen: 

Jedes System von algebraischen Funktionen £,,...,&, von A,, ..., 4, 
bestimmt eine Mannigfaltigkeit M in Parameterdarstellung, und das zu 
M gehérige Primideal p hat die allgemeine Nulistelle &,,...,&, die also 
zugleich allgemeiner Punkt der Mannigfaltigkeit ist. 

13. Da auch jedes Primideal p eine allgemeine Nullstelle {&,,..., &,} 
hat, wo die é, algebraische Funktionen von Parametern 4;,..., 4, sind, 
so folgt: 

Jedes Primideal + R ist das zugehdrige Ideal seiner Mannigfaltig- 
keit, die irreduzibel ist; und die allgemeine Nullstelle des Primideals 
ergibt eine Parameterdarstellung der Mannig/altigkeit. 

Folge: Hat ein Primideal p keine Nulistelle in C,(P), so ist p= R. 

14. SchlieBlich gilt, da auch zu jeder Mannigfaltigkeit ein Primideal 
+ R gehért: 

Jede irreduzible algebraische Mannigjaltigkeit hat mindestens eine 
Parameterdarstellung. Die Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit ist die 
kleinste Parameterzahl, die in eine Parameterdarstellung eingehen kann. 


standig vertreten. Definiert man z. B. eine Mannigfaltigkeit durch algebraische Para- 
metergleichungen, die fiir gewisse Parameterwerte unbrauchbar (singulir) werden, so 
mu8 man zur Menge der reguliren Punkte die Menge ihrer Grenzpunkte hinzunehmen; 
man kann aber auch ihre algebraische AbschlieBung bilden, wie wir sehen werden. 
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15. Aus § 3,6 folgt: Sind M,, M, irreduzible Mannigfaltigkeiten der 
Dimenstonszahlen p,, u,, und ist M, Untermenge von M,, 80 ist u,> My, 
und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn M, = M,. 


§ 5. 
Die Nullstellen beliebiger Ideale. 


1, Zu eimem Primarideal q im Polynombereich R gehért, wie wir 
($1, 18) sahen, ein Exponent o und ein Primideal p, so daB 


q =0(p), 

pe= 0(q). 

Aus der Definition von p folgt: Die Mannigfaltigkeit von p ist mit der von 
q identisch. Daraus weiter: Die Mannigfaltigkeit eines Primdrideals q 
ist trreduzibel. Weiter: Aus fg=0(q) folgt g=0(q), wenn f die 
Mannigfaltigkeit von q nicht enthdlt. Das letztere besagt nimlich nach 
§ 4,13: f==0(p). Diese Eigenschaft des Primarideals benutzen Lasker**) 
und Macaulay*’) als Definition. Die Aquivalenz mit unserer (E. Noether- 
schen) Definition folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz (9). 

2. Aus § 4,13 und §5,1 folgt: Hat ein Primdrideal q keine Null- 
stelle, so ist q= R. 

3. In denjenigen Ringen, fiir die der Hilbertsche Basissatz gilt, gilt 
auch, wie E. Noether**) gezeigt hat, der folgende Zerlegungssatz: 

Jedes Ideal m ist K.G.V. von endlich vielen Primaridealen: m=[q,, --., 4,]- 
Fordert man, daf dies gréfte primdre Komponenten sind, d.h. daB [q;, q,| 
nicht mehr primar ist, und weiter, daB die Darstellung eine kiirzeste ist, 
d.h. daB keine der q; tiberfliissig ist, so sind zwar nicht die Ideale q,,...,4, 
eindeutig bestimmt, wohl aber thre Anzahl r und thre zugehdérigen Prim- 
ideale p,,..., P,- 

4. Um zu zeigen, da8 fiir den Polynombereich die gemachten Aus- 
sagen iiber Eindeutigkeit nicht verscharft werden kénnen, und zugleich um 
die geometrische Natur der Primarideale zu erlautern, mégen die folgenden 
Beispiele gegeben werden, die sich auf den Polynombereich P[z, y] be- 
ziehen. 


Beispiel 1. Das Ideal m=(azy) besteht aus allen Polynomen, die 

16) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math. Ann. 60 (1905), 
8. 20—116. 

1”) F. S. Macaulay, Modular Systems, 8. 33. 

18) E. Noether, Math. Ann. 88, 8.42. Der Beweis setzt den Wohlordnungesatz 
voraus. Einen etwas einfacheren Beweis gab W. Krull, Math. Ann. 90 (1923), 8.55—64. 
Fiir den Spezialfall des Polynombereichs: E. Lasker a. a. O. 











B. L. van der Waerden. 





200 


auf der x-Achse und auf der y-Achse verschwinden, und hat u. a. die 
folgenden primaren Teiler: 

q, =(2z): Polynome, die auf der y-Achse verschwinden (Primideal). 

q, =(y): Entsprechend. 

q, = (2*, zy, y*): Polynome, die im Ursprung mindestens einen Doppel- 
punkt haben. 

Da8 q,, 4,, 4, primar sind, m aber nicht, und daB m Untermenge 
von q,, q, und q, ist, folgt hier wie in allen folgenden Beispielen am 
einfachsten aus der eben gegebenen geometrischen Bestimmung dieser Ideale. 

Offenbar ist m=([q,,q,], aber auch m=([q,,q,,4,]. Beide Zer- 
legungen sind Zerlegungen in gréBte primaire Komponenten, denn [q,, q,], 
[q,, 4,3] und [q,, q,] sind nicht primar. Nur die erstere Darstellung 
m =[q,,q_] ist eine kiirzeste. 

Beispiel 2. Das Ideal m = (z*, zy, y*) (s. oben q,) ist primar, und 
hat u. a. die folgenden primaren Teile: 

gq, =(x*,y): Polynome, die die x-Achse im Ursprung zweifach 
schneiden oder ganz enthalten. 

q? = (x, y*): Entsprechend. 

Zu allen drei Idealen gehért als Primideal das zum Ursprung 
gehérige Primideal p=(az,y). Weiter ist m= p*, wihrend gq, und q, 
Ideale zwischen p und p* sind’*). Die Zerlegung m=[q,,q,] ist eine 
kiirzeste Darstellung, aber die q; sind nicht gréBte primare Ideale, denn m 
ist selbst primar. 

Beispiel 3. Das Ideal m= (2z*, zy) besteht aus allen Polynomen, 
die die y-Achse enthalten und auBerdem im Ursprung mindestens einen 
Doppelpunkt haben. m ist nicht primar, und hat u.a. die folgenden pri- 
miren Teiler: 

q, = p, = (x) (s. Beispiel 1). 

q, = (x*, ux -+y): Polynome, die die Gerade u x + y = 0 im Ursprung 
zweifach schneiden oder ganz enthalten. Zugehériges Primideal: p, =(z, y). 

Die Zerlegung m= ([q,, q,) ist fiir jeden Wert von wu richtig, und 
immer eine kiirzeste Darstellung durch gréBte primaire Komponenten. Nur 
die zugehérigen Primideale p,, p, sind eindeutig bestimmt. 


5. Detinitionen. Die Mannigfaltigkeiten der primairen Komponenten 
q,,-++, q, eines Ideals m, oder, was dasselbe ist, die Mannigfaltigkeiten 
der zugehérigen Primideale p,,..., p,, heiBen die wesentlichen Mannig- 


) Daraus folgt nebenbei, daB fiir Ideale wie (x*, y) eine Darstellung als Pro- 
dukt von Primidealen, wie sie in der Theorie der Zahlkérper immer miglich ist, aus- 
geschlossen ist. . 

*°) Nach Macaulay, zur Unterscheidung von den unwesentlichen Mannigfaltig- 
keiten, welche die Resolventenbildung nach Kronecker ergibt. 
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faltigkeiten des Ideals. Diejenigen unter ihnen, die in einer anderen ent- 
halten sind, heiBen eingebettete Mannigfaltigkeiten, die iibrigen isolierte 
Mannigfaltigkeiten. Haben alle wesentlichen Mannigfaltigkeiten von m die 
gleiche Dimensionszahl «, so heiBt das Ideal m ungemischt und von der 
Dimensionszahl pu. 

6. Ist wiederum m= [q,,...,4,], 80 ist die Mannigfaltigkeit von m 
die Vereinigung der (irreduziblen) Mannigfaltigkeiten von q,, ..., q,: 


M=%(M,,...,M,). 


LaBt man aus der Darstellung alle iiberfliissigen (eingebetteten 
Mannigfaltigkeiten fort, so bleibt eine kiirzeste Darstellung: 


M=&(M,,..., M,) 


von M als Vereinigung von irreduziblen Mannigfaltigkeiten. Diese ist ein- 
deutig, denn ist 
M=8%(M,,..., My) 

eine andere kiirzeste Darstellung, so muS jede M, in @(M,,..., M,), mit- 
hin nach § 4,8 in einer M, enthalten sein, und diese nach dem gleicher. 
Schlu8 wiederum in einer M,;, welche dann notwendig gleich M; sein muB, 
weil sonst M; in M, enthalten wire, und die Darstellung keine kiirzeste. 
Also ist jedes M; einem M, gleich, und ebenso umgekehrt. 

Damit ist gezeigt: Jede algebraische Mannigfaltigkeit M laft eindeutig 
eine kiirzeste Darstellung als Vereinigung von endlichvielen irreduziblen 
Mannigfaltigkeiten zu. 

7. Aus 2 und 3 folgt: Hat ein Ideal m keine Nullstellen, so ist m= R. 

8. Aus 1 und 8 folgt: Ist fg=O(m), und enthdlt f keine wesent- 
liche Mannigfaltigkeit von m, 80 ist g =O(m). 

Fiir die Anwendung dieses auSerst wichtigen Satzes braucht man 
Kriterien, um zu entscheidea, ob ein ‘deal eingebettete Mannigfaltigkeiten 
hat. Ohne Beweis fiihren wir zwei solche an, deren erstes sich unmittelbar 
aus Satz XI (8.46) der E. Noetherschen Arbeit**) ergibt, wahrend das 
zweite sich bei Macaulay**) findet: 

Hin Ideal m hat dann und nur dann eine in der Mannigfaltigkeit 
des anderen Ideals n =(f,,..., f,) enthaltene wesentliche Mannigfaltigkeit, 
wenn es ein Polynom f gibt, so dap ff,=0(m) fiir jedesi, und dennoch 
f==0(m). 

Hat ein Ideal m von der Héchstdimension u eine Basis aus n — pu 
Elementen, so ist es ungemischt, und jede seiner Potenzen ist ungemischt. 


*1) Math. Ann. 83. 
*) Modular Systems S. 49, 51. 
Mathematische Annalen. 96. 14 
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9. Der Hilbertsche Nullstellensatz™) in der urspriinglichen Fas- 
sung lautet: 

Verschwindet ein Polynom f, oder allgemeiner ein Ideal a, in allen 
Nullstellen eines Ideals m, so gibt es eine nur von m abhangige Zahl o, 
so daB f° =0(m) bzw. ae = 0(m). 

Beweis. Sei m=([q,,...,q,], um¢ sei o der gréBte unter den 
Exponenten von q,,..-,4,. Enthalt f die Mannigfaltigkeit von M, so ist 
f=0(p,), wo p, das zu q, gehérige Primideal ist; daraus folgt f° = 0 (pf), 
also f*=0(q,), also f*=0(m). Das gleiche gilt, wenn man a statt f 
schreibt. 

Genau so beweist sich eine etwas abweichende Fassung des Satzes, 
die fiir einige Anwendungen noch bequemer ist: 


Verschwindet ein Ideal a in den allgemeinen Nullstellen aller iso- 
lierten Primideale des Ideals m, so gibt es eine nur von m abhdngige 
Zahl o, so dap ae&=0(m). 

10. Hin ungemischtes (n —1)-dimensionales Ideal m hat eine Basis 
aus einem Element (,,ist Hauwptideal*). 

Beweis. Sei zunachst m = (f,, ..., f,) primar, p das zugehérige Prim- 
ideal, Q=P(é,,...,&,) dessen Nullstellenkérper, und seien die Un- 
bestimmten so numeriert, daB é,, ..., ein dem Kérper 2 dquivalentes 
irreduzibles System bilden. 

Der gréBte gemeinsame Teiler f von f,,..., f, — Teiler im Polynom- 
sinn — bleibt gréBter gemeinsamer Teiler, wenn man /,, ...,f, als Poly- 
nome in z, mit Koeffizienten aus P(z,,...,2,_,) betrachtet. Er ist also 
in der Form 
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a-1 


f=a,f,+...+4,f, 


darstellbar, wo a,;eP(z,,...,2,-,)[z,]}. Multiplikation dieser Gleichung 
mit dem Hauptnenner A(z,,..., z,_,) der rechten Seite ergibt: 


fh=0(m), 
also, da h(é,,...,&,-,;) +0, mithin h==0(p): 
tf =0(m). 


Auch ist 
m=(f,,---»f,)=(f) 
also folgt m =—(f), womit fiir primaire Ideale der Satz bewiesen ist. 

Ist nun m=[q,,...,q,] ein beliebiges ungemischtes (n — 1)-dimen- 
sionales Ideal, sind also q,,...,q, samtlich (n —1)-dimensional, so ist 
nach dem eben bewiesenen q, = (f;), also 

m=[(f,),---»(f,)]. 
*) D. Hilbert, Math. Ann. 42, S. 320. 
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Ist nun f das K.G.V. (im Polynomsinn) von f,,...,f,, 80 ist 
m =(f), denn jedes Polynom, das durch /,,..., f, teilbar ist, ist durch ¢ 
teilbar, und umgekehrt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Eine Zerlegung von f in Primfaktoren: 


f= pt... pe 
ergibt eine Produktdarstellung fiir m: 


m = (p,)“...(p,)*. 
Da die Ideale (p,;) prim sind, so folgt: 
Jedes ungemischte (n—1)-dimensionale Ideal ist Produkt von 
Potenzen von Primidealen, deren jedes von einem Primelement erzeugt wird. 


§ 6. 
Der Hentzeltsche Nullstellensatz. 


1. Der M. Noethersche Fundamentalsatz der Theorie der algebraischen 
Funktionen**) lautet bekanntlich folgendermaBen: 

Ist P ein algebraisch-abgeschlossener Korper, m=(f,, f,) ein Ideal 
in R=P([z2,,2,], wo f, und f, teilerfremd sind, und wo folglich das 
Ideal nur endlichviele Nullstellen { &{°, &{°} [¢=1,...,j] in O,(P) hat™), 
und ist f ein Polynom in R, so daB in jeder dieser Nullstellen eine 
Gleichung besteht von der Form: 


(i) f=APf,+APh, 


wo die A,, A, Potenzreihen nach (x, — &°), (x, —&3°) sind, téber deren 
Konvergenz nichts vorausgesetzt wird, so ist f=0(m). 

Dabei soll die Gleichung (1) in dem Sinne bestehen, daB, wenn beide 
Seiten rein formal nach Potenzen von x, — é;°, 2, — &:° geordnet werden, 
alle Koeffizienten iibereinstimmen. 

Verscharfung***), Hs ist hinreichend, wenn beide Seiten von (1) bis auf 
Glieder von der Ordnung 0 in x, — Fh 4 — ES iibereinstimmen, wo 0 
eine nur von m abhdngige Zahl ist. 

Beweis. Sei q,; eine primaire Komponente von m, ), ihr Primideal, 


%) M. Noether, Math. Ann. 6 (1873), 8. 351. 

**) Sind namlich f, und /, teilerfremd, so gibt es im Ideal m sowohl ein von z,, 
als ein von 2, freies Polynom, die durch den Euklidischen Algorithmus gewonnen 
werden kénnen. Diese beiden Polynome werden nur fiir endlichviele Werte von 2, 
bzw. z, Null. 

%) Sonst wiirde niimlich die Mannigfaltigkeit von p, aus mehreren getrennten 
Punkten bestehen, mithin reduzibel sein; vgl. § 3, 10. 

%*) E. Bertini, Math. Ann. 34 (1889), S. 447; M. Noether, Math. Ann. 40 (1892), 
8. 140. 


14* 
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o; ihr Exponent, und g = max(g,;). Dann ist, da p; nur eine Nullstelle 
(31°, 62°} hat): 
p, = (2, — és, w— éy’). 


(t) @ ~@ 
a 


Ersetzt man die Potenzreihen A‘, A durch die Polynome a,", a, , 
die aus ihren Gliedern der Ordnung < g bestehen, so folgt aus (1): 


f= at" f, +ay°h, (Pf): 


f=0 (m ’ pf). 
“7 f =0 (q,) 
fiir jedes ¢, mithin 
f =0(m) q. e. d. 
2. Der Satz laBt sich nach verschiedenen Richtungen hin n-dimensional 
verallgemeinern. 
Erstens gilt der Beweis offenbar fiir beliebige Ideale m = (f,, ..., f,) 
von der Dimensionszahl 0 in R= P{[z,,..., z,]. *”) 


Zweitens kann man, wie wir zeigen werden, die Voraussetzung, der 
Kérper P sei algebraisch-abgeschlossen, fallen lassen. Man hat dann die 
Nullstellen &; und die Koeffizienten der Potenzreihen in einem algebraisch- 
abgeschlossenen Erweiterungskérper 2 von P anzunehmen. Bricht man 
von vornherein, was ja unwesentlich ist, die Potenzreihen mit den Gliedern 
(o—1)-ter Ordnung ab, und schreibt man mo fiir das von m in 
Q[az,,...,%,] erzeugte Ideal (§ 1,4), so lautet der verallgemeinerte Satz 
mit ,,Verschirfung“ zusammengefaBt: 

Ist m ein Ideal in R=P[x,,..., x,], das die Dimension 0 hat (§ 5, 5) 
und folglich nur endlichviele Nullstellen &°,...,&° [¢=1,...,y] in 
C,(2), wo Q ein algebraisch-abgeschlossener Erweiterungskérper von P 
ist, so gibt es eine nur von m abhdngige Zahl o, so dag, wenn feR, aus 

f=0 (mo, (2, — &°,...,2, —E0)*) = [F—1,...,7] 


f=0(m). 
Der Beweis von vorhin ergibt nicht die gesuchte Gleichung, sondern 
die andere: 


folgt 


f =0 (mg). 
Das hei8t nach Definition von mg: 
f=S%,f, wo aeQ, fem. 


Driickt man die GréBen «, durch endlichviele linear-unabhingige Ele- 
mente ¢,@,,@,,... von Q mit Koeffizienten aus P aus, so kommt: 


f=9t+O,9,+.--5 WO g,em, 


*?) Vgl. etwa Macaulay, Modular Systems, 8. 60. 
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mithin, da die w linear-unabhangig in bezug auf P sind: 
f=9, 0=9,,---, 
f=0(m). 

3. LaBt man nun drittens auch die Voraussetzung fallen, daB m die 
Dimensionszahl 0 hat, so kann man zunichst, wie es Lasker™) und 
Macaulay**) versucht haben, unter Verzicht auf die Verschirfung daran 
festhalten, da8 nur fiir eine endliche Anzahl Punkte {é,,...,&,} die 
Gleichungen (1) vorausgesetzt werden. Die Beweise von Lasker und 
Macaulay scheinen aber unvollstandig***) und setzen auBerdem voraus, da8 
P der Kérper der gewohnlichen komplexen Zahlen ist, und daB die Potenz- 
reihen A in einem Gebiet konvergieren. Einen anderen Weg hat K. Hentzelt**) 
eingeschlagen, indem er das Bestehen der Gleichung (1) in allen Punkten 
der Mannigfaltigkeit von m fordert, und die angegebene Verscharfung bei- 
behalt. Sein Satz, der hier auf kiirzerem Wege bewiesen werden soll, lautet: 

(Hentzeltscher Nullstellensatz, erste Fassung) Ist m ein 
Ideal in R=P([z,,...,2,], und Q ein algebraisch-abgeschlossener Er- 
weiterungskérper von P, so gibt es eine nur von m abhdngende Zahl o, 
so dag, wenn fe R, aus dem Bestehen der Kongruenz 


also 


(2) f=0(mo, (2, — &,, +++, % — &)°) 
fiir jede Nullstelle {E,,...,&,} von m in C,(Q) folgt 
f=0(m). 


Der Satz kann, genau so wie der Hilbertsche Nullstellensatz dahin 
modifiziert werden, daB die Kongruenz (2) nicht fiir alle algebraischen 
Nullstellen von m gefordert wird, sondern nur fiir die allgemeine Null- 
stelle eines jeden zugehérigen Primideals p,. So kommt man zum Satz **): 

(Hentzeltscher Nullstellensatz, zweite Fassung) Ist m ein Ideal 
imR=P([a,,...,%,], sind p,,..., p, die zugehdrigen Primideale, und ist 
2, = P ( ae ei) der Nullstellenkérper von ),, so etistiert eine Zahl o, 
so dap, wenn fe R, aus 


f=0(mz,, (a1 — 8°,..., 20 —60)*)  [F—=1,...,4] 


**) Math. Ann. 60, 8. 95. 

*) Modular Systems, 8. 61. 

%s) Zusatz bei der Korrektur. Die Liicken des Macaulayschen Beweises 
sind in einem Briefwechsel zwischen Herrn Macaulay und dem Verfasser ausgefillt 
worden. Die Konvergenzvor tzung blieb dabei aber aufrechterhalten. Ich be- 
sitze jetzt einen von dieser Voraussetzung freien Beweis, der bei beliebigem Koef- 
fizientenkérper P gilt. 

%) Siehe FuBnote °). 

1) Vgl. Grete Hermann, a. a. 0. Die Bezeichnungen ,erste“ und ,zweite Fas- 
sung“ sind dort gerade umgekehrt wie hier. 
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folgt 
f=0(m). 

Dabei bedeutet wiederum mz, das von m in 2;[z,,..., z,] erzeugte 
Ideal; die Forderung wird jeweils vorausgesetzt in 2,[2,,...,2,] fiir 
Owe Bsc caae: 

Die zweite Fassung diirfte fiir Anwendungen wichtiger sein wie die 
erste; ihr Beweis ist einfacher. 

4. Man braucht offenbar die beiden Satze nur fiir Primirideale zu 
beweisen: Durch die Zerlegung m = [q,, ...,4,] folgt dann der allgemeine 
Satz unmittelbar, wie im Spezialfall 1. Die zweite Fassung wird dadurch 
wesentlich vereinfacht; es ist nur zu beweisen: 

Ist q ein Primarideal in R, p das zugehorige Primideal, =P (é,,...,&,), 
dessen Nulistellenkérper, so existiert eine Zahl 0, so daB, wenn feR, aus 


(3) f =0 (qz, (z, — §,,---,%, —§,)*) in 2 [z,,..., 2,] 


folgt 
f=0 (q). 

Beweis. Wir wollen den allgemeinen Fall auf den schon erledigten 
Spezialfall, daB q null-dimensional ist, zuriickfiihren, indem wir gewisse 
z, gleich Parametern setzen und so die Dimensionszahl erniedrigen. 

Sei 2 die Dimensionszahl von q, und sei, evtl. nach Umnennung der 
Indizes, £,,..., §, ein irreduzibles System in 2. Dann ist = algebraisch 
tiber "= P(é,,...,¢,). Sei 4 ein algebraisch-abgeschlossener Erweite- 
rungskérper von , und seien &’,,..., “ [k=1,...,y] die mit 
Etsy, «++ En = G1, ---, & konjugierten Elementsysteme. Dann sind nach 
§ 3,9 die » Punkte {é,,..., é,  , e} diejenigen Nullstellen von 
G4, in denen z,,..., 2, die Werte é,,...,£, haben. Ersetzt man, in allen 
Polynomen von q4, die Unbestimmte z,,..., 2, durch &,,...,&,, so ent- 
steht ein Ideal G, in 4 [z,,,,...,2,], das nur die endlichvielen Null- 
stellen &{2,,..., 2" in C,4,(4) hat. Aus (3) folgt, wenn man zu 4 
iibergeht und z,,...,2,=&,,..., §, setat, 


f= f(E,s = +02 Gye Zpgas oe +r Sy) HO (Fas (Sag — Erase oo or Be — &,)*). 


Ausiibung der Automorphismen von Q, die I" elementweise invariant 
lassen, ergibt: 


f=0 (Ga, (Xt41 —« e.. seey By — Eye), 


Mithin sind die Voraussetzungen des Hentzeltschen Satzes fiir das 
nulldimensionale Ideal Gr in I'[z,,,,..-,2%,] erfiillt, und es folgt 


(4) f=0 (Gr). 
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Das heiBt, f entsteht aus einem Polynom aus gy dadurch, daB man 
@,,..-,%, durch &,,..., &, ersetzt. 
Ein Polynom aus qr hat die Form 
wf g,(2,, s+y Bylo WO G,(2,,..+,) %)=0(q). 
Mithin ist 
re. 
f-> SB au (Bas oo +0 bas Manas eos Be) 


Multipliziert man beide Seiten mit dem Hauptnenner y/(é,, ..., é,), 

so kommt: 
Y (Eyre ees Gi) PEs oe 0s Sex Ragas ee er Me) 
= Di (Ess 29 Gs) Og (Eas eo Far Maas oe or Bq) 

Da die é,,..., &, ein irreduzibles System bilden, kann man sie durch 
Unbestimmte 2z,,..., 2, ersetzen. Die rechte Seite wird dann ein Polynom 
aus q, also: 

y (X,,.++5 %) f(y, «++, ,)=0 (q). 
Da aber y(é,,..., &,) + 0, so ist p(a,,...,2%,)3=0(p), mithin 
f(2,, +++, %) =0(q) q. e. d. 

5. Zum Beweise des Hentzeltschen Satzes in der ersten Fassung fiir ein 
Primarideal q kénnen wir zunachst wieder voraussetzen, daB P algebraisch- 
abgeschlossen ist, mithin P= 2. Die Voraussetzung ist hinterher wie 
in 2 leicht aufzuheben. 

Der Beweis verliuft anfangs ungefaihr wie der in 4 gefiihrte bis zur 
Formel (4). Man numeriert wiederum die Unbestimmten so, daB im 
Nullstellenkérper die Elemente ¢,,...,¢, ein irreduzibles System bilden, 
mithin é,,,,..-,, algebraische Funktionen von ihnen sind. Im Beweise 4 
ist tiberall & durch & zu ersetzen, wo £,,..., & regulare Argumentwerte 
aus P, é,,, ..., & die zugehérigen Funktionswerte sind. Fiir diese £1, ..., &, 
gilt die Voraussetzung (2). An Stelle der in 4 benutzten Kérper 
P, I’, 2, 4 tritt der einzige Kérper P. Man findet nach Analogie von (4): 


(5) f'=0(q’), 

wo der Strich iiberall bedeutet, daB z,, ..., z,, durch &{,..., & ersetat sind. 
Aus dieser Gleichung wollen wir die andere 

(6) f=0 (Gr) 

[vgl. (4)] ableiten. Das geschieht, indem wir fiir q eine Basis f,,...,f, 

annehmen. Die Polynome fj, ..., f, bilden dann offenbar eine Basis fir 


q’, und/,,...,f, eine Basis fiir Gr. Nach einer von Grete Hermann**) 
nach Hentzelt angegebenen Methode kann man nun die Kongruenz (6) 
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ersetzen durch die Forderung, da& ein gewisses lineares Gleichungssystem 
lésbar ist, oder daB ein gewisses Matrizenpaar m,,m, gleichen Rang be- 
sitzt. Ebenso driickt sich (5) aus durch die Ranggleichheit der entsprechen- 
den Matrizen m{, mj, die aus m,,m, entstehen, indem £,,...,&, durch 
gi, ..+,@ ersetzt werden. Fiir die Einzelheiten der Rechnung kénnen 
wir auf die Arbeit von Fraulein Hermann verweisen. Aus den Siatzen 
§ 2,6, 7 folgt nun, daB man die Argumente é,,...,&, regular so spe- 
zialisieren kann, daS m, und mj gleichen Rang haben, und ebenso m, 
und mj. Da die Voraussetzung (5) besagt, daB mj und m, gleichen Rang 
haben fiir alle reguliren Argumentwerte é/,...,¢}, so folgt die Rang- 
gleichheit von m, und m,, mithin die Kongruenz (6). 

Der Beweis verliuft weiter wie oben von (4) an. 





*) A. a. O. S. 760. Die dort fiir den Fall ¢=nm—1 gegebene Betrachtung 148t 
sich ohne weiteres auf den allgemeinen Fall iibertragen. 


(Eingegangen am 14. 8. 1925.) 
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Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten. 
Von 
Heinz Hopf in Berlin. 


Brouwer hat die Umkehrbarkeit seines Satzes, daB zwei zu derselben 
»Klasse“ gehérige, d.h. stetig ineinander iiberfiihrbare Abbildungen einer 
n-dimensionalen, geschlossenen, zweiseitigen Mannigfaltigkeit » auf eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit u«’ denselben ,,Grad“ besitzen’), fiir den 
Fall n = 2 untersucht und dieses Problem durch Angabe der notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen erledigt, die zwei Abbildungen auBer der 
Ubereinstimmung ihrer Gradzahlen erfiillen miissen, um zu derselben Klasse 
zu gehéren*)*). Wahrend einige der dabei angewandten Methoden und 
gewonnenen Ergebnisse nicht an die Dimensionenzahl 2 gebunden sind‘), 
laBt sich, soviel ich sehe, der Beweis gerade des wichtigsten der hierher 
gehérigen Brouwerschen Satze nicht ohne weiteres auf den Fall mehr- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten tibertragen, Dieser Satz lautet: ,,Ist n = 2, 
und pw’ die Kugel, so gehéren zwei Abbildungen gleichen Grades zur 
gleichen Klasse“ *). 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis des entsprechenden 
Satzes fiir alle n. Er wird — ohne Benutzung des Brouwerschen Resultats — 
durch SchluB von n— 1 auf n gefiihrt. Die Ubereinstimmung der Grade 
der betrachteten Abbildungen f, und f, greift in die im iibrigen ganz 
elementare (§§ 1, 2) Untersuchung dadurch ein (§ 3), daB, wie eine durch 
Verallgemeinerung Brouwerscher Betrachtungen friiher von mir bewiesene 





1) Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71. 

*) Sur la notion de ,classe“ ..., Proc. of the V. intern. Congr. of Math., 
Cambridge 1912. — Over één-éénduidige continue transformaties..., Amst. Akad. 
Versl. 21, (1918). 

*) Aufziblung der Abbildungsklassen endlichfach zusammenhangender Flachen, 
Math. Ann. 81. 


*) 8. z. B. § 4 meiner Arbeit: Zum Clifford-Kleinschen Raumproblem, Math. 
Ann. 95. 
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Formel®) lehrt, die Anzahl der Punkte von uw, von denen f, und f, zu- 
einander diametrale, also der Uberfiihrung ineinander am starksten wider- 
strebende Bildpunkte liefern, bei richtiger Beriicksichtigung von gewissen 
Vielfachheiten 0 ist. Fiir spezielle u, z. B. fiir die n-dimensionalen 
Kugeln, kann man die Benutzung der erwahnten Formel, sowie einige 
etwas umstindliche vorbereitende Uberlegungen (§ 2) durch einfachere 
Betrachtungen ersetzen (§ 6). 

Anwendung findet unser Satz bei Behandlung gewisser ,,Randwert- 
aufgaben“. Kiner seiner Spezialfille besagt nimlich, daB sich eine Ab- 
bildung des Grades 0 einer n-dimensionalen Kugel auf eine andere stetig 
in eine Abbildung auf einen einzigen Punkt verwandeln !aBt. Diese Tat- 
sache ist mit der Lésbarkeit der einfachsten der erwahnten Aufgaben 
identisch, die sich folgendermaGen sussprechen 1ASt: ,Fur ‘S'2° = 1 ist 

v=1 
ein System von n+ 1 stetigen, — gleichzeitig verschwindenden 
Funktionen F,,..., F.,, VOM 2,,-+++) Ziq gegeben, dessen Kroneckersche 
Charakteristik*) den Wert 0 hat; man soll fiir "Sat <1 ein System ste- 


v=1 

tiger, nirgends gleichzeitig verschwindender Funktionen f,,...,f,,, von 
Z,,+++>%,4, mit den Randwerten F,,..., F,,, definieren.“ (Da das 
Verschwinden der Charakteristik fiir die Existenz der f,,...,f,,, not- 
wendig ist, ist bekannt*).) Einige derartige Randwertaufgaben werden 
behandelt; dabei wird die geometrische Terminologie der anderen Abschnitte 
beibehalten, die das Funktionensystem als Vektor, die Charakteristik 
als Abbildungsgrad deutet (§ 5). 

Nachdem gezeigt ist, daB es héchstens eine Klasse von Abbildungen 
gegebenen Grades der gegebenen Mannigfaltigkeit » auf die n-dimensionale 
Kugel gibt, liegt die Frage nahe, ob eine solche Klasse stets existiert. 
Da8 diese Frage, wie gezeigt wird (§ 4), zu bejahen ist, ist nicht selbst- 
verstandlich; denn es hat z. B. jede Abbildung einer Fliche vom Ge- 
schlecht 0 auf eine Flache héheren Geschlechts den Grad 0 *) *). 


§ 1. 
Stetige Abianderung von Vektorfeldern. 


r(P) bezeichne die Entfernung des Punktes P im n-dimensionalen 
euklidischen Raum vom Nullpunkt O des Koordinatensystems. Durch 


®) Uber die Curvatura integra geschlossener Hyperflichen (§ 2), Math. Ann. 95. 

*) Kronecker, Uber Systeme von Funktionen mehrer Variabeln, Mon.-Ber. d. 
Kgl. Pr. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1869. — Hadamard, Note sur quelques applications 
de Vindice de Kronecker in Tannery, Introduction & la théorie des fonctions II, 
2. éd. 1910. 





SS 
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r(P)< R ist eine n-dimensionale Vollkugel K, durch r(P) = R ihr Rand, 
die (n — 1)-dimensionale Kugel 8S*~*. charakterisiert. In K sei ein stetiges 
Feld @ auf dem Rand nirgends verschwindender n-dimensionaler Vektoren 
v(P) definiert. Wir betrachten stetige, die Randvektoren festlassende Ab- 
anderungen von %, d.h. in P und einem Parameter ¢ fir 0<t <i, 
stetige’) Vektorfunktionen »(P,#), die die Gleichungen 

v(P,0)=—v(P) fir r(P)<R 

v(P,t) =v(P) fir r(P)=—R, OStSt, 
befriedigen. 

Hilfssatz I. Man kann & stetig unter Festhaltung der Randvek- 
toren in ein Vektorfeld abdndern, das genau einen verschwindenden Vektor 
enthalt. 

Beweis. Wegen des Nichtverschwindens am Rande und der Stetig- 
keit der » gibt es zwei Zahlen r,,7,, so dab O<r,<7r,< R und fiir 
r(P)S}r, stets |»(P)|> 0 ist. Wir definieren die stetige Funktion 





y(r)=1 fir 0 Sracr, 
o(r)—3— fir 1, SrSr, 


y(r)=0 fir rssrsR 
und fiihren zunichst mit 0 <¢<1 folgende, die Randvektoren festhaltende 
stetige Abanderung aus: 

v(P, t) = [1 —t-p(r(P))]-0(P). 
In ihrem Ergebnis, dem Feld der Vektoren »(P,1) verschwinden alle 
Vektoren fiir r(P)<1r,, wahrend fiir r(P)> 1, alle Vektoren von 0 ver- 
schieden und den urspriinglichen Vektoren » ( P) gleichgerichtet, fiir r(P)>r, 
alle Vektoren unverindert geblieben sind. 

Bezeichnet Pr, den auf dem Strahl O P in der Entfernung r, von O 
liegenden Punkt, %’ das Vektorfeld, das aus @ entsteht, wenn man fiir 
r(P)<r, die Vektoren »(P) durch die Vektoren »’(P) = »(Pr,) ersetzt, 
so ist %’ in O und nur dort unstetig. Das Feld @” der Vektoren 
v”(P)=r(P)-»'(P) ist iiberall stetig, fiir P+ O von 0 verschieden, fiir 
r>r, mit B gleichgerichtet und auf dem Rand von K mit & identisch. 

Nun setzen wir die begonnene Abanderung fiir 1<¢< 2 folgender- 
maBen fort: 

v(P, t) ss »(P, 1) +(¢ ai 1)-p(r)-v"(P). 
") Unter Stetigkeit einer Transformationsfunktion f(P,t) ist hier und im 


Folgenden stets gleichmaBige Stetigkeit in den »+1 Variablen z,,..., z,,¢ zu ver- 
stehen. 
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Dabei bleiben wieder die Vektoren mit r>r, fest, so daB in dem Er- 
gebnis 

o(P, 2)=v(P,1)+ 9(r)-v”" (P) 
gewiB v(P,2)+0 fir r>r, ist; fir 0<r<r, aber ist der Vektor 
p(r)-o”(P) +0 und der Vektor »(P, 1) entweder mit ihm gleichgerichtet 
oder 0, also »(P,2)+ 0; es ist nur »(O,2)—0. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Fragen wir nun, unter welchen Bedingungen sich durch eine Ab- 
anderung der betrachteten Art sdmitliche Nullstellen des gegebenen Vektor- 
feldes beseitigen lassen. Nehmen wir an, dies sei méglich; mit Pp be- 
zeichnen wir die Randpunkte von K, mit P. den Punkt, der auf OP, im 
Abstand r von O liegt, mit ® das Feld der Randvektoren »(Pg), mit B* 
das nullstellenfreie, transformierte Feld der Vektoren »*(P), dessen Rand- 


feld ebenfalls @ ist. Dann kann man &% durch den AbanderungsprozeB 
b(Pr,t)=v*(P,), [R>t>0] 

stetig in das konstante Feld »*(Q) iiberfiihren, ohne da8 dabei jemals 
ein Vektor verschwindet; dies la8t sich auch so ausdriicken: Die durch 
die Vektoren von % vermittelte Abbildung des Randes S*~* von K auf 
die Richtungskugel des n-dimensionalen Raumes la6t sich stetig zu einer 
Abbildung auf einen einzigen Punkt abindern. 

Von der hiermit festgestellten Tatsache gilt folgende Umkehrung: 

Hilfssatz Il. Lat sich das Randjeld & stetig in ein Feld paralleler 
Vektoren iiberfiihren, ohne daB dabei einmal ein Vektor verschwindet, so 
kann man & unter Festhaliung von & stetig in ein nirgends verschwin- 
dendes Vektorfeld abdndern. 

Beweis. Es gelten die Bezeichnungen des Beweises zu Hilfssatz I. Das 
Feld %, der »(P,,) 1aB8t sich ebenfalls stetig in ein paralleles Feld iiber- 
fiihren, ohne da8 dabei einmal ein Vektor verschwindet, da es durch 


v(P,,,t)=0(P), [r,StsR) 
in B iibergefiihrt wird; mithin lé8t es sich auch stetig in ein Feld gleicher 
Vektoren transformieren. Es gibt also eine nirgends in ihrem Definitions- 
gebiet verschwindende stetige Vektorfunktion 


w(P,,,t) fir r,>t2>0, 
wl P,,,1,)=0(P,,), w(P,,,0)= wp, 
wobei tv, ein konstanter Vektor ist. Das durch 
vo” (P)=w(P,,,r(P)) fir r(P)<r, 
vo” (P) = v(P) fir r(P)>r, 


mit 
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definierte Feld zB” hat die beim Beweis des Hilfssatzes I genannten Eigen- 
schaften von &” mit dem Unterschied, daB es uch in oO nicht ver- 
schwindet. Ersetzt man daher in diesem Beweis %” durch R” , 80 erhalt 
man einen Beweis von Hilfssatz IT. 


§ 2. 
Konzentration der Ubereinstimmungspunkte zweier Abbildungen. 


Die n-dimensionale, geschlossene, unberandete, zweiseitige Mannig- 
faltigkeit 4 sei den eindeutigen und stetigen Abbildungen f, und f, auf 
die n-dimensionale Kugel S” unterworfen. Unter einem Ubereinstimmungs- 
punkt von f, und /, verstehen wir einen Punkt P von mw, dessen durch 
f, und f, gelieferte Bilder P, = f,(P), P, = /f,(P) zusammenfallen. — Es 
gilt der 

Satz I. Ist n>1, 80 lassen sich f, und f, stetig in Abbildungen 
f; und fy abdindern, die einen einzigen Ubereinstimmungspunkt besitzen *). 

Beweis. f, sei eine in ganz mu erklarte simpliziale Abbildung®), die 
f, 80 gut approximiert, daB man /, stetig durch gleichférmige Bewegung 
der Bildpunkte auf GroBkreisbégen in sie iiberfiihren kann, fiir die also 
der sphirische Abstand /,(P) f; (P) kleiner als a ist. Q sei ein Punkt 
von S”, der nicht auf dem Rande eines Bildsimplex liegt, A,, oo ep Me 
seien die Punkte von sm, deren Bild er bei der Abbildung /, iat. Wir 
diirfen annehmen, daB f,(A;)+ Q (A=1,...,2) ist, da wir dies, falls 
nitig, durch eine stetige Abanderung von fs conichen kénnen. f, sei eine 
f, 80 gut approximierende in ganz yw erklarte simpliziale Abbildung, da8 
man fy stetig in sie iiberfiihren kann, und daB auch f, (A,) + Q (A4=1,. sg 
ist; f, sei ferner so gewahlt, daB Q nicht auf dem Rande eines Bild- 
simplex liegt. B,,..., B,, seien die Punkte, fiir die f3(B,)= Q (vy =1,..., m) 
ist. §"~* sei eine (nm — 1)-dimensionale Kugel der sphirischen MaB- 
bestimmung von S" mit dem Mittelpunkt Q und so klein, daB 1. sie 
ganz im Innern aller den Punkt Q bei den Abbildungen f, und f, be- 
deckenden Bildsimplexe liegt, und daB 2. die die Punkte A,,..., A, bzw. 
| ar 8 umgebenden Mannigfaltigkeiten U,,..., M, B,, ..., B,,, deren 
Bild g" bei f, bzw. fy ist, untereinander punktfremd sind, 


*) Fir n=1 gilt der Satz nicht; denn zwei Abbildungen der Grade g,, g, einer 
Kreislinie auf eine andere haben stets mindestens | g, —g,| voneinander verschiedene 
Ubereinstimmungspunkte. 

*) In der in FuBnote *) zitierten Abhandlung definiert Brouwer die simplizialen 
Approximationen f’ der Abbildung f der Mannigfaltigkeit « auf die Mannigfaltigkeit 
zw’ nur in Teilen von u«; ist u’ jedoch die m-dimensionale Kugel, so lat sich f’ in 
ganz pu stetig definieren; s. § 2 meiner unter °) zitierten Arbeit. 
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@,,.++,@, 0,...,0, seien die von Y,,..., %,, B,,.--,B,, be 
grenzten abgeschlossenen Umgebungen von A,,...,B, in pw. Wir indern 
nun fy stetig so in eine Abbildung f, ab, daB fi und f, Uberein- 
stimmungspunkte héchstens im Innern der a,,...,@,, 6,,...,5,, haben, 
und daB die durch f, und f, gelieferten Bilder am 1+ m Elemente 
noch ein Gebiet von S” unbedeckt lassen. Zu diesem Zweck nehmen wir 
mit S” die stereographische Projektion 8 von a aus auf den zu Q dia- 
metralen Tangentialraum 79 vor. sf, und 8f, bilden den abgeschlossenen 


Teil p= n—{3(a—%) + 3 (b, —B,)} derart auf das Innengebiet 


der Kugel s(&"*~*) = und auf diese selbst ab, daB sf; (%) = = sf, (B, )=& 
ist, wahrend die Punkte von sf: (W,), sf, (B,), sowie alle Punkte sh, (P), 
8f,(P), deren P auf keinem W, oder $, liegen, dem Innern von §& an- 
gehéren. Daher ist das Maximum e der Entfernungen sf; (P) sf, (P) fir 
alle P von uv’ kleiner als der Durchmesser d von &. c bezeichne den 


a te m P = 
Minimalabstand der Menge 5) sf, (a,) + sf,(6,) von &, A sei eine 
A=1 r=1 


Zahl, die die Ungleichungen e< h<d, h>d—c erfiillt. Ist nun ¢ eine 
Translation in Tg um die Strecke h, so hat die Abbildung f, =s~-?ts fs von 
p auf S” die obengenannten Eigenschaften: f, und f,’ haben in pw’ keinen 
Ubereinstimmungspunkt; denn aus f,(P)=f, (P)=s8-*tsfy(P) folgt 
8f, (P) = tsf,(P), also muB der Abstand der Punkte sf,(P) und ef, (P) 
gleich h > e sein, was fiir einen Punkt P aus «’ unméglich ist. Da ferner 
wegen h<d die Innengebiete von & und ¢(&) ein gemeinsames Ge- 
biet y’ enthalten und dieses frei von Punkten der Mengen sf, (a,) und 
tsf,(b,) sowie wegen h > d—c frei von Punkten der Mengen sf, (b,) und 
tsf;(a,) ist, ist das Gebiet y=8-1(y’) in S” frei von Punkten der 
Mengen fi (a), fa (b-); fy (b,), f¢ (ai). SchlieBlich hat f,’ auch die Eigen- 
schaft, sich stetig aus f, erzeugen zu lassen, da dem die Translation ¢ 
herbeifiihrenden Bewegungsvorgang in Tg vermége s~* ein in ganz S” ste- 
tiger Deformationsproze8 entspricht. 

Jetzt schlieBen wir die a, und b, in ein einziges Element £ ein, 
dessen Bilder f,(H) und f, (HZ) zusammen auch noch ein Stiick von S* 
unbedeckt lassen: wir ziehen | +- m — 1 einfache Streckenziige o,,...,0;4m-—1 
in mw derart, daB, wenn wir b, = a;,,, 8, = %., [y=1,..., m] setzen, 
o, seinen Anfangspunkt mit Y,, seinen Endpunkt mit W,,,, im iibrigen 
aber keinen Punkt mit einem a; oder einem von ihm selbst verschiedenen 
o, gemeinsam hat; zur Definition der ,,Strecke“ ist dabei etwa die fy be- 
stimmende simpliziale Zerlegung von u zugrunde zu legen. Sind u,,..., tjsm—1 
hinreichend kleine abgeschlossene Umgebungen der 6,, ...,0;4m-1, 80 bilden 
die Vereinigungsmengen der a, und u, ein Element Z. Die von f, und f, ge- 
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lieferten Bilder der o, sind stiickweise analytische Kurven in 8S", da 
fi, fa, 872tef, stiickweise analytische Abbildungen sind, und lassen 
mithin, da n >1 ist, ein Teilgebiet y, von y = s8~*(y’) frei*®); dasselbe 
gilt daher, wenn wir nur die u, hinreichend klein wahlen, fiir Z und ein 
Teilgebiet y, von y,. 

[Die Konstruktion des Elements 2 durch Bildung der u,,... stéBt 
auf keinerlei Schwierigkeit, weil die &%; durch die affinen Abbildungen 
fi und fj in die Kugel %"~* iibergehen, also analytische, konvexe Hyper- 
flachen sind.] 

Ist nun R ein Punkt von y,, p die stereographische Projektion der 
Kugel S" von R aus auf den zu R diametralen ebenen Tangential- 
raum 7p, so sind pf; und pf; in ganz £ stetige Abbildungen, die auf 
dem Rand von Z keinen Ubereinstimmungspunkt haben. Wir ordnen 
jedem Punkt P von # denjenigen Vektor »(P) von 7'p zu, dessen Anfangs- 
punkt p/f{(P), dessen Endpunkt pfy’(P) ist. Dieses Vektorfeld kénnen 
wir nach Hilfssatz I mittels einer Funktion » (P,¢) (0 < t<1) stetig so ab- 
andern, daB v(P,0)=v(P) fiir alle P,v(P,t)=—v(P) fiir alle P des 
Randes von E ist, und da8 von den Vektoren »(P, 1) nur einer, »(P,, 1), 
verschwindet. Bezeichnen wir nun den Endpunkt des im Punkt pf; (P) 
angetragenen Vektors »(P,t) mit pf,’(P,t), und setzen wir f,’(P, t) 
= f;’(P) fiir alle nicht zu 2 gehérigen P, so wird, wahrend ¢ von 0 bis 1 
lauft, fy’(P)= fy’ (P, 0) stetig in die Abbildung f’”(P)=f”(P,1) iiber- 
gefiihrt, die mit ff nur den einzigen Ubereinstimmungspunkt P, hat. — 

Damit ist Satz I bewiesen. Die Frage liegt nahe, wann sich auch 
der letzte Ubereinstimmungspunkt beseitigen 148t. Eine hierfiir notwendige 
Bedingung ist bekannt: lassen sich f, und f, stetig so abandern, daB sie 
keinen einzigen Ubereinstimmungspunkt mehr haben, so laBt sich f, weiter 
durch Bewegung der Punkte f,(P) auf den von /,(P) nach f,(P) laufenden 
GroBkreisen in die zu f, diametrale Abbildung iiberfiihren, und die beiden 
Abbildungsgrade unterscheiden sich daher um den Faktor (—1)"**™). Im 
folgenden Paragraphen wird gezeigt werden, daB diese Tatsache umkehrbar 
die genannte notwendige Bedingung also auch -hinreichend ist. 


§ 3. 
Stetige Uberfiihrung zweier Abbildungen gleichen Grades ineinander. 
Die am Ende des vorigen Paragraphen erwahnte Umkehrung eines 
bekannten Satzes lautet folgendermaBen: 


%) Dies. ist die einzige Stelle im Beweis von Satz I, an der die Voraussetzung 
m>1 benutzt wird. 
11) ,Satz von Poincaré- Bohl“; s. Hadamard, a. a. 0. 8. 467f. 
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Satz Ila. Sind f,,f, zwei Abbildungen der n-dimensionalen, ge- 
schlossenen, unberandeten, zweiseitigen Mannigfaltigkeit u auf die n-dimen- 
sionale Kugel 8S", sind g,,g, die Abbildungsgrade von f, und f,, und 
ist g, =(—1)"**g,, 80 lassen sich f, und f, stetig in zwei Abbildungen 
fe, fs’ tiberfiihren, die keinen Ubereinstimmungspunkt besttzen. 

Dieser Satz ist aquivalent mit dem folgenden: 


Satz IIb. Sind F,, F, zwei Abbildungen gleichen Grades von mu 
auf S", so lassen sie sich stetig ineinander iiberfihren. 

Um die Aquivalenz der beiden Satze zu erkennen, nehme man zu- 
nachst Satz Ila als richtig an und betrachte zwei Abbildungen F,, F,, 
die die Voraussetzungen von IIb erfiillen. Bezeichnet F, die zu F, dia- 
metrale Abbildung von u auf 8", so erfiillen f, = F,, f, = F, die Voraus- 
setzungen von Ila, lassen sich also in zwei iibereinstimmungsfreie und 
nach dem am Schlu8 des vorigen Paragraphen erwaihnten bekannten Ver- 
fahren sogar in zwei zueinander diametrale Abbildungen ;, f* =/} 
stetig tiberfiihren. Bei diesem ProzeB werden F, =f, und F, =f, beide 
in f* itibergefiihrt, so daB also die Behauptung IIb erfiillt ist. Wird 
andererseits IIb als bewiesen angenommen, und erfiillen f,, f, die Voraus- 
setzungen von Ila, so kann man F, =/,, F, =f, ineinander, d.h. f, 
und f, in zwei zueinander diametrale, also gewi8 iibereinstimmungsfreie 
Abbildungen iiberfiihren. 


Den Beweis des Satzes Ila, b fiihren wir durch vollstandige In- 
duktion: er sei fiir die Dimensionenzahl n —1 bewiesen, und f,, f, seien 
zwei Abbildungen der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit «4 mit den in Ila 
vorausgesetzten Eigenschaften. Gema8 Satz I fiihren wir sie stetig in 
zwei Abbildungen /*, f° mit einem einzigen Ubereinstimmungspunkt P, iiber. 
Ist J,, der ,Index der Ubereinstimmung“*) von f*, f° in Py, so folgt 
aus der Formel*) J,,=(—1)"g,-+9., da g,=(—1)"**g, ist, JO. 
Das bedeutet: vollzieht man von einem nicht mit Q = f** (Po) = fz (Po) 
identischen Punkt R von S” aus die stereographische Projektion p auf 
den zu R diametralen Tangentialraum 7, und ordnet jedem Punkt P 
des P, enthaltenden Elements #, das so klein sei, daB R weder von /;* (2), 
noch von f} (HZ) bedeckt wird, denjenigen Vektor »(P) von 7'z zu, dessen 
Anfangspunkt pf*(P), dessen Endpunkt p/f}'(P) ist, so hat die durch 
die »(P) vermittelte Abbildung des Randes € von EZ auf die Richtungs- 
kugel S"~* von Tp den Grad 0. Diese Abbildung laBt sich, da Satz IIb 
fiir die Dimensionenzahl n—1 als richtig betrachtet wird, stetig iiber- 
fiihren, in eine Abbildung von € auf einen einzigen Punkt der Richtungs- 
kugel. Dann la8t sich nach Hilfssatz II das Feld der »(P) unter Festhaltung 
der Randvektoren stetig in ein nirgends verschwindendes Feld abandern. 
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Dieser Anderung lassen wir, ebenso wie im Beweis des Satzes I, eine 
stetige Anderung von f;* entsprechen, die f;* in allen Punkten von uw auf € 
und auBerhalb 2 ungeandert 1a8t. Ihr Ergebnis ist eine Abbildung /;**, 
die mit f* in keinem Punkt iibereinstimmt. Satz II gilt also auch fiir 
die Dimensionenzahl n. 

Wir haben ihn nur noch fiir n=—1 zu beweisen. In diesem Fall 
sind ~ und §* durch Kreise reprasentiert; « seien die Winkelkoordinaten 
von pu, B die von 8’, f eine Abbildung des Grades g von u auf §*, und 
es sei f(0) = 0; dann ist 

f(a+2a-m)=f(«)+2amg, 
und mittels der Funktion 


f(a, t)=(1—t)-f(@) +t-ga, 


die fiir jedes ¢ yu eindeutig und stetig auf S* abbildet, wird f, wahrend 
¢ von 0 bis 1 wichst. stetig in die ,Normalform“ 


f* (a) = f(«,1)=ge 
transformiert. — Damit ist Satz Ila, b vollstindig bewiesen. 


§ 4. 

Die Klassen der Abbildungen einer m-dimensionalen, geschlossenen, 
zweiseitigen Mannigfaltigkeit auf die »-dimensionale Kugel. 
Nachdem so gezeigt ist, daB es bei gegebener Mannigfaltigkeit « und 

gegebener Gradzahl g héchstens eine Klasse von Abbildungeu des Grades g 

von « auf 8” gibt, ist zu untersuchen, ob diese Klasse auch wirklich stets 

existiert. Wir diirfen dabei, wie aus dem letzten Absatz des vorigen 

Paragraphen hervorgeht, den Fall n —1 beiseite lemon. 


Sei zunichst « = S” und durch die Gleichung sa-1 im (n-+1)- 


dimensionalen euklidischen Raum definiert. Fihren wir in dem ebenen 
n-dimensionalen Raum z,,,=0 ,Zylinderkoordinaten“ r, , z,,..., 2, 
durch die Beziehungen z, = rcosg, x, =rsing ein, so wird dieser Raum, 
wenn die ganze Zahl g > 0 ist, durchr’ =r, p=g-y, 4 = 2, [y=3,...,n] 
derart auf sich abgebildet, daB jedes hinreichend kleine Gebiet, in dem 
r > 0 ist, von genau g punktfremden Gebieten positiv, von keinem Gebiet 
negativ iiberdeckt wird. Vermége stereographischer Projektion vom Punkt 
n4y = 1, z = 0 [y=—1,...,m] aus entspricht dieser Abbildung eine 
Abbildung des Grades g von S” auf sich. Da ferner durch z; =z, 
[v=1,...,”], tea: = — 24, eine Abbildung des Grades —1 von 8” 
auf sich definiert und die Existenz von Abbildungen des Grades 0 trivial 
ist, gibt es Abbildungen von 8” auf sich mit jeder a Gradzahl. 


Mathematische Annalen. 96. 
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Um nun dasselbe fiir die Abbildungen einer beliebigen Mannigfaltig- 
keit « auf S$” nachzuweisen, geniigt, da bei Zusammensetzung zweier 
Abbildungen sich die Gradzahlen multiplizieren, die Herstellung einer 
Abbildung des Grades +1 von « auf S*. Wir konstruieren eine solche 
folgendermaBen: P,,..., P, seien die Eckpunkte einer simplizialen Zer- 
legung von », P,, ..., Py irgendwelche k Punkte des (m + 1)-dimensionalen 
Raumes, von denen niemals n-+ 2 einem n-dimensionalen ebenen Raum 
angehéren; jedes Simplex mit Ecken P,,,, Pm,, .--, Pm,,, der Zerlegung von u 
bilden wir simplizial*) auf das entsprechende Simplex Py,, Pya,,.--,Pag., 
ab; auf diese Weise wird m einer eindeutigen und stetigen Abbildung 
P’ = (P) auf eine aus endlich vielen Simplexen des gewohnlichen Raumes 
bestehence Punktmenge yu’ unterzogen, und diese Abbildung ist im Innern 
der Simplexe eindeutig umkehrbar. Nun betrachten wir eine gerichtete 
Gerade des Raumes, die u’, aber keine der (n — 1)-dimensionalen Schnitte 
zweier Simplexe von uw’ trifft, und auf ihr einen Punkt B, der hinter 
dem ersten Schnittpunkt A, aber vor jedem weiteren Schnittpunkte mit yu’ 
liegt, Wir projizieren u’ von B aus auf eine Kugel S” um B; bezeich- 
nen wir diese Projektion mit p, so wird mw durch die Abbildung ps(P) 
auf S” bezogen. Dabei wird eine Umgebung des Schnittpunktes des Strahls 
BA mit S" einfach iiberdeckt, mithin hat die Abbildung ps den Grad 
+1. — Damit ist bewiesen: 

Satz III. Ist u eine n-dimensionale, geschlossene, zweiseitige Mannig- 
faltigkeit und g eine beliebige ganze Zahl, so gibt es eine und nur eine 
Klasse von Abbildungen des Grades g von yu auf die n-dimensionale 
Kugel 8S" (n=1). 


§ 5. 
Randwertaufgaben fiir Vektorverteilungen. 


1. Ist im Innern und auf dem Rande des n-dimensionalen Elementes 
E” im n-dimensionalen euklidischen Raum ein nirgends verschwindendes 
Vektorfeld & gegeben, so hat die durch die Randvektoren von & ver- 
mittelte Abbildung des Randes €"~* von E” auf die Richtungskugel not- 
wendig den Grad 0°). Aus Satz II ergibt sich die Umkehrung dieser Tat- 
sache, d.h. die Lésbarkeit folgender ,,.Randwertaufgabe“: 

Auf dem Rande €*~* des n-dimensionalen Elementes Z” im n-dimen- 
sionalen euklidischen Raum ist eine nirgends verschwindende stetige 
Vektorverteilung @ gegeben, die eine Abbildung des Grades 0 von €*~* 
auf die Richtungskugel vermittelt; man soll ein in ganz 2” stetiges und 
nirgends verschwindendes Vektorfeld 8 mit den Randwerten ¥ konstruieren. 
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Diese Aufgabe ist in der Tat stets lésbar: wir diirfen ohne Be- 
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB HZ" eine Vollkugel vom 
Radius 1 ist, da ein Element ja deren eineindeutiges stetiges Bild ist. Nach 
Satz II kann man % stetig in ein Feld paralleler, also auch in ein Feld 
gleicher Vektoren abandern, ohne da8 wihrend dieses Vorganges jemals 
ein Vektor verschwindet. Es gibt mithin eine fiir alle Punkte P von €*~* 
und 1 >t2>0 erklarte stetige Funktion »(P,¢) mit 


v(P,1)=d(P), v(P,0)—v,, 


wobei 5(P) die Vektoren von %, », einen festen Vektor bezeichnet. Jetzt 
wird die Aufgabe durch »(P,) = (P,¢) gelést, wenn P, der auf dem zu P 
gehérenden Radiusvektor im Abstand t vom Mittelpunkt gelegene Punkt ist. 
Bevor wir eine Verallgemeinerung der eben behandelten Aufgabe 
lésen, betrachten wir noch einige dhnliche, einfachere Aufgaben, zu deren 
Lésung keiner der im Vorstehenden bewiesenen Siatze benutzt wird. 


2. Es sei k<n. Auf dem Rande &*~* des im n-dimensionalen 
euklidischen Raum liegenden k-dimensionalen Elementes E" ist eine stetige, 
nirgends verschwindende, im iibrigen ganz beliebige Vektorverteilung % 
gegeben. Man soll eine in ganz E* stetige, nirgends verschwindende Vektor- 
verteilung % mit den Randwerten % konstruieren. 

Die bei Behandlung der ersten Aufgabe benutzte Methode lehrt, da8 
es zur Lésung der jetzt gestellten Aufgabe geniigt, die durch 8 vermittelte 
Abbildung f von €*~* auf die Richtungskugel S*~* stetig in eine Ab- 
bildung auf einen einzigen Punkt iiberzufiihren. Dies ist aber stets még- 
lich; denn erstens kann man f stetig in eine f approximierende simpliziale 
Abbildung f’ iiberfiihren, indem man die Punkte f(P) gleichférmig auf 
den GroBkreisbégen nach f’(P) laufen 148t, falls nur der spharische Ab- 
stand f(P)f’(P) <2 ist, und zweitens kann man, da die Abbildung /’ 
stiickweise analytisch ist und die Menge f’(G*~*) daher wegen k <n ein 
Gebiet von S"~* frei la8t, die Punkte f’(P) auf den GroBkreisbiégen, die 
von einem von f’(€*~*) nicht bedeckten Punkt A ausgehen, gleichformig 
in den Gegenpunkt A von A iberfiihren. 

8. W” sei ein n-dimensionaler Quader, d.h. eine durch |z,|<c,, 
c,>0 (»=1,...,”) im n-dimensionalen euklidischen Raum definierte 
Punktmenge. §, sei ein ,,vollstandiger“ Teil des Randes § von W”, 
d. h. ein solcher Teil von , daB, wenn ein innerer Punkt eines k-dimen- 
sionalen Randquaders W* von W* zu 9, gehért, W* ganz zu WR, gehért 
(0<k<n—1). R&R, sei aber nicht der ganze Rand von W", es gebe also 
ein W*~*, dessen innere Punkte nicht zu Rt, gehéren. (9, braucht nicht 
zusammenhangend zu sein.) Auf §t, ist eine stetige, nirgends verschwindende 

15* 
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Vektorverteilung @ gegeben. Man soll in W" eine stetige, nirgends ver- 
schwindende Vektorverteilung & definieren, die in R, mit B iibereinstimmt. 

Wr-* sei ein nicht zu ®t, gehdriger (nm —1)-dimensionaler Quader 
von ft. Durch Anbringung willkiirlicher Vektoren in etwa noch unbesetzten 
Ecken W° und durch sukzessive Lésung von Aufgaben des Typus 2 fiir 
die W’, W*,... la8t sich in allen Punkten von R, die nicht innere Punkte 
von W; ‘sind, eine stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilung %’ 
definieren, die in R, mit B iibereinstimmt. Sei nun W;'~* etwa die durch 
z,=¢, definierte Seite von W*. Dann wahlen wir einen Punkt A mit 
den Koordinaten z, = 0 (vy =1,...,m—1), 2 =a@>cC,; jeder Punkt P 
von W" wird von A aus in einen und nur einen Punkt P des mit Rand- 
vektoren i bereits versehenen Teils des Randes von W” projiziert. Durch 
die Bestimmung »(P)=(P) wird unsere Aufgabe gelést. 

(Die analoge Aufgabe fiir ein Simplex statt fiir einen Quader ist 
analog lésbar. ) 

4. Nunmehr kénnen wir eine Verallgemeinerung der Aufgabe 1 lésen: 

Auf dem Rande €*~* des n-dimensionalen Elements Z” im n-di- 
mensionalen euklidischen Raum sei ein stetiges, nirgends verschwindendes 
Vektorfeld B gegeben, das eine Abbildung des Grades a von €"~* auf die 
Richtungskugel vermittelt; ferner seien im Innern von HZ” k Punkte 
| Oe ee, (ke 0) gegeben und derart mit ganzen Zahlen a,, a,,..., a, 


versehen, daB ’ a, =a ist. Man soll ein in ganz 2” stetiges Vektor- 


x=1 
feld & mit den Randwerten &% konstruieren, das in den Punkten Fas es 
.»+> P, von den Ordnungen a,, a,, ..., @,, sonst aber nirgends, ver- 


schwindet. Dabei ist die Ordnung einer Nullstelle eines Vektorfeldes gleich 
dem Index der Singularitét des zugehérigen Richtungsfeldes, d.h. gleich 
dem Grade der durch das Feld vermittelten Abbildung einer die Nullstelle 
umgebenden Kugel auf die Richtungskugel. (n > 1.) 

Wir denken uns £” durch den ,,Wiirfel“’ 0 <2, <1 (vy =1, 2,..., n) 
reprisentiert und zerlegen diesen durch (n — 1)-dimensionale ebene, seinen 
Seiten parallele Raume derart in rechteckige Quader, da8 kein P, auf 
dem Rand eines Quaders liegt, daB kein Quader W,, der einen der P, 
enthalt, noch einen zweiten dieser Punkte P, enthalt, daB kein derar- 
tiger W,, an den Rand von Z£" stéBt, und daB kein Quader der Zerlegung 
mit mehr als einem W,, einen Punkt gemeinsam hat. 

Auf dem Rande jedes W,, bringen wir nun, was, dan —1> 1 ist, 
nach § 4 méglich ist, eine stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilung 
%, an, die ihn mit dem Grade a, auf die Richtungskugel abbildet; ist P 
ein Punkt des Innern von W,, P’ der Schnittpunkt des Strahles P, P 
mit dem Rande von W,,, so ordnen wir dem Punkt P denjenigen Vektor » (P) 
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zu, der parallel zu }(P’) ist und dessen Lange sich zu der von 5(P’) 
verhalt wie die Strecke P, P zu der Strecke P,P’. Nachdem so die W, 
in vorschriftsmaBiger Weise mit Vektoren versehen sind, haben wir in 
dem Rest von Z” ein nullstellenfreies Vektorfeld mit den richtigen Rand- 
werten zu konstruieren. 

Za diesem Zweck bringen wir die Teilquader von 2” in eine be- 
stimmte Reihenfolge. Die Zerlegung von H” werde dadurch bewirkt, daB 
man jede der Strecken 0 <2, <1 (y=1,..., m) in m, Strecken s;, 8), ..., 8m, 
zerlegt; dann sind die Quader eineindeutig bestimmt durch n Indizes 
@,,%,..+,%,, die besagen, daB der betreffende Quader zu den Strecken 
82,, 82,, -.+, 82, gehdrt. Wir ordnen nun die Quader lexikographisch, d. h.: 
es sei (@,,@,,...,%,)<(f,, B,,..-,8,), wenn es ein 7>1 gibt, s0 
daB a;<f;, aber «=f; fiir i<j ist. Bei dieser Ordnung gibt es zu 
jedem Quader (a,,a,,...,@,) auBer zu dem letzten (m,, m,,..., m,) 
mindestens einen, (@{, @%,...,@,), der die Bedingungen erfiillt: 
a) (aL, af, «24, cag) > (ty, tly, -. +5 tm); Bb) (af, of, ..., of) hat mit 
(@,, @,..+,%@,) eine (n —1)-dimensionale Seite gemeinsam; c) («{, a, ..., %) 
ist keiner der W,. — In der Tat existiert ein solcher (aj, a,..., @); 
ist namlich fiir kein » «, =.m,, so erfiillen die Quader («,+1, a,,...,«,) 
und (,,@-+1,...,@,) beide die Bedingungen a) und b), und mindestens 
einer von ihnen auBerdem c), da die Teilung so fein gewahlt war, daB 
kein Quader an zwei verschiedene W,, stéBt; ist andererseits fiir ein » 


a, = m,, 80 gibt es wegen (a,, @,..., %,) + (m,, m,,..., m,) einen 
Index yw, fiir den a,<m, ist, und der Quader (aj, aj,..., a) 
= (Gy, -. +5 Syoay Op +1, Guta, -++, %q) erfiillt auBer a) und b) auch c), 


da kein W,, an den Rand stéBt und dieses (a{, «,...,a,) den Index m, 
enthalt, also ein Randquader ist. 

Sind nun die r ersten der so geordneten Quader derart stetig mit 
auBer in den P, nicht verschwindenden Vektoren versehen, daB diese auf 
dem Rande von E” und in den W, mit den dort bereits angebrachten 
Vektoren iibereinstimmen, und ist der nachste, noch nicht mit Vektoren 
versehene Quader noch nicht der letzte in unserer Ordnung, so kénnen 
wir auch in ihm in vorschriftsmaBiger Weise Vektoren definieren, die sich 
stetig an die bereits vorhandenen anschlieBen; denn infolge der Higen- 
schaften a), b), c) besitzt er eine noch nicht mit Vektoren belegte 
(nm — 1)-dimensionale Seite. Die Bestimmung der Vektoren in ihm fiihrt 
also auf Aufgabe 3, welche wir lésen kénnen. So sind schlieBlich in allen 
Quadern, auBer in dem letzten, W*, sowie auf dem Rande R* von W* 
die Vektoren definiert. Wie groB ist nun der Grad der durch die auf R* 
angebrachten Vektoren vermittelten Abbildung von #t* auf die Richtungs- 
kugel? Um ihn zu bestimmen, addieren wir die Grade der Abbildungen 
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auf die Richtungskugel der Rander aller Teilquader: Jeder W,, liefert den 
Beitrag a,, W* den Beitrag x, jeder andere Quader den Beitrag 0, da 
in ihm die Vektoren nirgends verschwinden; die Summe ist also 


‘ 
z+ Sa, =—2-+ a; andererseits ist diese Summe gleich dem Grade der 


n=l 
Abbildung des Randes der Summe aller Quader, also des Randes von 2"; 
dieser Grad ist a, d.h. es ist 2=0Q. Mithin laB8t sich die Vektor- 
verteilung wegen der Lésbarkeit der Aufgabe 1 auch in W* nullstellenfrei 
fortsetzen, und damit ist Aufgabe 4 geldst. 

Zusatz. Bei der Definition der Felder %, in den W, kénnen wir in 
weitgehendem Mae willkiirlich verfahren, wir haben nur den in P, vor- 
geschriebenen Index zu beriicksichtigen. So kénnen wir z. B. ohne weiteres 
erreichen, daB in W, die Vektorkomponenten analytische Funktionen der 
Koordinaten sind. Diese Bemerkung kann mitunter niitzlich sein, da es 
oft angenehm ist, Vektorfelder betrachten zu kénnen, die sich in der Um- 
gebung ihrer Singularitéten méglichst unkompliziert verhalten **). 

5. Wir verallgemeinern Aufgabe 4 weiter: 

M” sei eine n-dimensionale (n> 2), von r (n — 1)-dimensionalen 
geschlossenen Mannigfaltigkeiten M;"~*,..., ,°~’ berandete Teilmannig- 
faltigkeit des n-dimensionalen euklidischen Raumes, P,,..., P, seien 
Punkte im Innern von M", a,,...,@, ganze Zahlen. Auf den M;*~* sind 
stetige, nirgends verschwindende Vektorverteilungen %, definiert; b,, ..., 5, 
seien die Grade der durch sie vermittelten Abbildungen auf die Richtungs- 
kugel, wobei die Indikatrizen der = als ,,Randindikatrizen“ von M" 


é 
bestimmt sind, und es sei Ya, = Eb. Man soll in M" eine stetige 
x=1 e=1 


Vektorverteilung & mit den Randwerten &%, konstruieren, die in den P,,, 
und nur dort, verschwindet, und zwar von den Ordnungen a,. 

Man nehme eine simpliziale Zerlegung von M” in Simplexe 7; vor, 
definiere in den nicht auf den M;*~* liegenden Eckpunkten dieser Zer- 
legungen willkiirliche Vektoren und versehe durch sukzessives Liésen von 
Aufgaben des Typus 2 alle (nm —1)-dimensionalen Seiten der Simplexe 
stetig mit nicht verschwindenden Vektoren, die auf dem M,'~* mit denen 
der %, iibereinstimmen. Dann wahle man im Innern jedes Simplexes 7; 
einen Punkt C, und definiere in 7T/* ein in C, und nur dort verschwin- 
dendes Vektorfeld nach dem in Aufgabe 4 bei der Behandlung der Quader W,, 
angewandten Verfahren. Nun konstruiere man ein ganz im Innern von M" 
liegendes, die endlich vielen Punkte C, und P, im Innern enthaltendes 


8) Siehe z. B. § 4 der nachstehenden Arbeit: Vektorfelder in n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. 
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Element Z” (etwa als Umgebungsmenge eines alle P, und C, verbindenden 
Streckenzuges; vgl. § 2). ¢ sei der Grad der durch die bisher angebrachten 
Vektoren vermittelten Abbildung des Randes €"~* von #” auf die Rich- 
tungskugel, falls man die Indikatrix von €*~* als Randindikatrix von Z” 
bestimmt; er sei also —c, falls man diese Indikatrix als Randindikatrix 
der Mannigfaltigkeit M," bestimmt, welche aus M” durch Fortlassen des 
Innern von Z£” entsteht; dann ist, da das Vektorfeld in M;." keine Null- 


r A 
stelle hat, 5 b,—c=0, c= Db, = 5/a,. Daher kann man Aufgabe 4 
| e=1 x=l 


e 
fiir ZH" so lésen, daB man die bisher im Innern von EZ" angebrachten 
Vektoren durch solche mit den vorgeschriebenen Nullstellen und den bereits 
vorhandenen Randvektoren ersetzt, womit Aufgabe 5 gelist ist. 


§ 6. 
Vereinfachter Beweis des Satzes aus § 3 fiir gewisse Spezialfiille. 


Mit Hilfe der bei Behandlung der Randwertaufgaben im vorigen Para- 
graphen angewandten Methoden kann man den in den §$1 und 2 vor- 
bereiteten, in § 3 zu Ende gefiihrten Beweis des Satzes, daB zwei Ab- 
bildungen der n-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit 4 auf die 
Kugel S” sich stetig ineinander iiberfiihren lassen, wenn ihre Grade iiberein- 
stimmen, durch Zuriickfiihrung auf einen leichter zu beweisenden Spezial- 
fall elementarer gestalten, falls man die Gesamtheit der betrachteten 
Mannigfaltigkeiten 4 einschrinkt. Die Einschrinkung, der « unterworfen 
werden mu8, besteht darin, da8 sich w« durch eine Jordansche, iiberall 
stetig differenzierbare Hyperflache im (nm + 1)-dimensionalen euklidischen 
Raum reprisentieren 148t, — eine Einschrankung, durch die, wie ich 
friiher gezeigt habe**), gewisse Mannigfaltigkeiten von der Betrachtung 
ausgeschlossen werden. 

Die Vereinfachung des Beweises besteht, wie man sehen wird, darin, 
daB 1. die in §2 vorgenommene Konzentration der Ubereinstimmungs- 
punkte zweier Abbildungen, und 2. die Verwendung der Formel 
Jig =(—1)"9,+ 9, in § 3 fortfallt. Da fast alle Schritte des vereinfachten 
Beweises im Vorstehenden schon vorgekommen sind, sei eine kurze Dar- 
stellung unter Berufung auf friiher ausfiihrlich behandelte Schliisse gestattet : 

» lasse sich in der oben genannten Weise durch die Hyperfliche yu, 
reprasentieren. Es soll zunachst gezeigt werden, daB der Beweis gefiihrt 
ist, falls man Aufgabe 1 ($5) lésen kann. ju, sei eine Parallelflache 
von “,, die durch Abtragen einer hinreichend kleinen Strecke a auf den 
inneren Normalen von yu, entsteht, M*** die von wu, und jm, begrenzte 


48) §§ 4,5 der unter °) zitierten Arbeit. 
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Mannigfaltigkeit. Sind f,, f, zwei Abbildungen des Grades g von uw auf 
S", so bringe man auf u,, u, die stetigen, nirgends verschwindenden, die 
Abbildungen f,, f, von m,, “, auf die Richtungskugel vermittelnden Vektor- 
felder B,, B, an. Die Grade dieser Abbildungen sind, wenn man ym, und 
#, als Berandungen von M*** orientiert, g und —g. Wenn Aufgabe 1 
lésbar ist, 148t sich daher, wie die Behandlung von Aufgabe 5 (iibrigens 
ohne Behandlung von 4) zeigt, in M"** ein stetiges, nirgends verschwin- 
dendes Vektorfeld @ mit den Randfeldern %,,%, definieren. Bezeichnet 
nun P, den im Abstand ¢ von dem Punkt P von mw, auf der inneren 
Normalen dieses Punktes liegenden Punkt, und »(P,) den zugehérigen 
Vektor von %, so wird durch »(P,t)=v(P,), wahrend ¢ von 0 bis a 
lauft, B, in B,, also f, in f, stetig tibergefiihrt. 

Damit ist der Beweis von Satz II fiir die jetzt betrachteten yu 
suriickgefiihrt auf die Lésbarkeit von Aufgabe 1, also auf denjenigen 
seiner Spezialfille, in dem die abgebildete Mannigfaltigkeit selbst die 
Kugel, der den beiden Abbildungen gemeinsams Grad 0 ist. Beweisen 
wir Satz II nun fiir Abbildungen des Grades 0 beliebiger Mannigfaltig- 
keiten, so haben wir ihn fiir eine Gesamtheit von Sonderfillen bewiesen, 
in denen der am Anfang dieses Paragraphen genannte, auf Beschriankung 
auf gewisse « beruhéide, enthalten ist. 

f sei also eine Abbildung des Grades 0 der Mannigfaltigkeit auf 
die Kugel S". Wir zeigen, daB man f stetig in eine Abbildung auf einen 
einzigen Punkt A iiberfiihren kann, indem wir diese Behauptung fiir die 
Dimensionenzahl n—1 als bewiesen annehmen: Wir fiihren f stetig in 
eine simpliziale Approximation f’ iiber; bei ihr seien C,,..., C,, die Punkte 
von 4, deren Bild der Diametralpunkt A von A ist. Wir umgeben nun die 
C,,..-, C,, mit einem Element Z, dessen Bild f’(#) einen Punkt R von S” 
nicht bedeckt, vollziehen die stereographische Projektion p von R aus auf T'z 
(vgl. §§ 2,3) und ordnen jedem Punkt P von £ den Vektor mit dem Anfangs- 
punkt (A), mit dem Endpunkt pf’(P) zu. Aus der Definition des Abbil- 
dungsgrades — ohne Benutzung der friiher an der analogen Stelle benutzten 
Formel J,,=(—1)"g, +9, — folgt,daB die durch diese Vektoren vermittelte 
Abbildung des Randes von EZ auf die Richtungskugel von 7’, den Grad 0 
hat; auf Grund von Hilfssatz IT kann man daher (vgl. § 3), da der zu be- 
weisende Satz fiir n —1 gelten soll, f’ stetig in eine Abbildung f” ab- 
iindern,: bei der A nicht Bildpunkt ist, und f” 1aBt sich nun (s. § 2, letzter 


Absatz) stetig in die Abbildung auf den zu A diametralen Punkt A 
iiberfiihre n. 


(Eingegangen am 11. 8. 1925.) 











Vektorfelder in m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 


Von 


Heinz Hopf in Berlin. 


Poincaré hat bewiesen, daB es im allgemeinen nicht méglich ist, in 
jedem Punkt einer stetig differenzierbaren, geschlossenen, unberandeten 
Flache vom Geschlecht p einen Tangentialvektor derart anzubringen, daB 
das so entstehende Vektorfeld iiberall stetig ist; er hat gezeigt, daB die 
Summe der ,,Indizes“ der dabei auftretenden Singularititen den Wert 
2— 2p hat, woraus folgt, da8 fiir p+ 1 immer Unstetigkeitsstellen vor- 
handen sein miissen*). Brouwer hat diesen Satz auf die n-dimensionalen 
Kugeln ausgedehnt: auch hier ist die Summe der Indizes der Singulari- 
téten unabhingig von der speziellen Wahl des Vektorfeldes; sie ist 2 fir 
die Kugeln gerader, 0 fiir die Kugeln ungerader Dimensionenzahl*). Diese 
Tatsachen lassen sich auch aus einem ungefahr gleichzeitig mit der be- 
treffenden Brouwerschen Arbeit von Hadamard ohne Beweis verdffent- 
lichten allgemeineren Satze folgern, welcher besagt, daB fiir jede im (n + k)- 
dimensionalen (k>1) euklidischen Raum liegende n-dimensionale, ge- 
schlossene, unberandete Mannigfaltigkeit die Summe der Indizes der Sin- 
gularitéten eines tangentialen Vektorfeldes eine topologische Invariante 
der Mannigfaltigkeit sei, so daB z. B. zur Bestimmung der von Brouwer 
fiir die Kugeln angegebenen Zahlen die Betrachtung spezieller Vektor- 
felder geniigt*). (Wie mir Herr Brouwer mitteilt, sind iibrigens die 


) Sur les courbes définies par les équations différentielles, 3, partie, chap. 18, 
Journ. de Math. (4) 1 (1885). 

®) Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 71 (datiert vom Juli 1910). 

*) Note sur quelques applications de |’indice de Kronecker in Tannery, Intro- 
duction & la théorie des fonctions d’une variable II, 2. éd. (1910), Nr. 42. — Es wird 
dort auf Arbeiten von Poincaré, Dyck, Brouwer verwiesen; in den in Frage kommen- 
den Abhandlungen dieser drei Autoren behandeln Poincaré und Brouwer die im Text 
genannten speziellen Fille, wihrend Dyck zwar verwandte Sitze, aber nicht den bei 
Hadamard formulierten Satz beweist. 
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Brouwersche und die Hadamardsche Arbeit teilweise unter Gedankenaus- 
tausch zwischen den beiden Verfassern entstanden.) 

Gelegentlich der Untersuchung der Curvatura integra geschlossener 
Hyperflachen gelangte ich zu einem Beweis des von Hadamard ausge- 
sprochenen Satzes fiir den Fall, daB k= 1 ist*); da jedoch, wie sich gleich- 
zeitig herausstellte, nicht jede n-dimensionale geschlossene Mannigfaltig- 
keit regulir in den (n +-1)-dimensionalen euklidischen Raum eingebettet 
werden kann, so handelte es sich dabei nur um einen Spezialfall der frag- 
lichen Behauptung. 

In der vorliegenden Arbeit wird sie nun vollstaindig bewiesen. Der 
Satz wird dabei in zwei Richtungen verschirft: die eine, unwesentliche, 
Verschirfung besteht darin, daB man sich von der Hinbettung der 
Mannigfaltigkeit in einen Raum héherer Dimensionenzah! iiberhaupt frei 
macht, was bei geeigneter Definition der Vektorfelder, insbesondere bei 
der Deutung des Vektorfeldes als einer ,,kleinen Transformation“, leicht 
geschieht; zweitens aber wird die als Summe der Indizes auftretende topo- 
logische Invariante wirklich angegeben: sie ist gleich der Hulerschen 
Charakteristik der Mannigfaltigkeit, was nach ihrer in speziellen Fallen 
bereits vorliegenden Bestimmung zu erwarten war. Singularitatenfreie 
Vektorfelder sind in einer Mannigfaltigkeit mithin nur méglich, wenn die 
Charakteristik 0 ist. Die Frage liegt nahe, ob umgekehrt, im Falle ver- 
schwindender Charakteristik, also z. B. im Fall einer geschlossenen un- 
berandeten Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl®), sich immer ein 
singularitatenfreies Vektorfeld konstruieren 148+. Diese Frage wird bejaht, 
indem die gewiinschte Konstruktion auf die Lésung gewisser ,,Randwert- 
aufgaben fiir Vektorverteilungen“ zuriickgefiihrt wird, die ich in anderem 
Zusammenhang behandelt habe*). Eine der Folgerungen aus diesen Tat- 
sachen ist der Satz: ,,.Eine Mannigfaltigkeit gestattet dann und nur dann 
beliebig kleine fixpunktfreie Transformationen in sich, wenn ihre Charak- 
teristik den Wert 0 hat.“ Insbesondere la8t also jede unberandete ge- 
schlossene Mannigfaltigkeit ungerader Dimensionenzahl derartige Trans- 
formationen zu, wahrend dies bei Mannigfaltigkeiten gerader Dimensionen- 
zahl im allgemeinen nicht der Fall ist. 

Ein verhaltnismaBig breiter Raum (§§ 1, 2) muBte fiir die Diskussion 
von — groBtenteils bekannten — Begriffen und Tatsachen verwendet 
werden, welche Komplexe, Mannigfaltigkeiten und deren Darstellung 


*) Uber die Curvatura integra geschlossener Hyperflichen, Math. Ann. 95 
(1925). 

5) S. z. B. H. Tietze, Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler 
Mannigfaltigkeiten, Wiener Monatshefte fiir Math. u. Phys. 19 (1908), § 8. 

*) Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. Ann. 96. 
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betreffen. Der Zusammenhang zwischen der Indexsumme der Singularitaten 
eines Vektorfeldes und der Eulerschen Charakteristik wird im wesentlichen 
in §3 behandelt; dies geschieht durch Schlu8 von n—1 auf n Dimen- 
sionen; dabei ist das (n — 1)-dimensionale Gebilde, auf das man im Ver- 
lauf des fiir n-dimensionale Mannéigfaltigkeiten zu fihrenden Beweises 
zuriickzugehen hat, keine Mannigfaltigkeit mehr, sondern ein ,,Komplex“, 
der Randkomplex der Mannigfaltigkeit. Dieser Umstand macht es not- 
wendig, da man in Komplexen nicht ohne weiteres von Stetigkeit einer 
Vektorverteilung reden kann, einen neuen Begriff einzufiihren, den des 
»komplexstetigen Vektorfeldes“. In § 4 wird eine den Beweis des § 8 ver- 
vollstindigende Hilfskonstruktion nachgetragen, und in § 5 wird dem Satz 
seine endgiiltige Formulierung gegeben; er wird in der oben erwahnten 
Weise als Fixpunktsatz fiir kleine Transformationen aufgefaBt und auf 
Grund der Lésbarkeit der ,,Randwertaufgaben“ in der ebenfalls schon an- 
gedeuteten Weise umgekehrt; ferner wird gezeigt, daB die Zahlen, die als 
die ,,Totalkriimmungen“ geschlossener Hyperflichen*) auftreten, in vielen 
Fallen als Eulersche Charakteristiken gedeutet werden kénnen. 


§ 1. 
Komplexe und ihre Darstellungen. 


1. Im n-dimensionalen gewéhnlichen Raum seien f" Simplexe 
T*. [y" =1,...,8"] gegeben; ihre k-dimensionalen [0 << & <n] Rand- 
simplexe seien mit 7”, [y* =1,...,8*] bezeichnet. Die 7. bilden eine 
,Komplexdarstellung* D", wenn zwischen den Punkten gewisser 7"., die, 
,»miteinander verbunden“ genannt werden, Zuordnungen folgender Art 
bestehen : 

T;, Ts seien miteinander verbunden; dann gibt es zwei zu 77, 7; 
gehérige Simplexe 7*, T* [0 <k <n], deren Punkte eineindeutig und stetig 
so aufeinander bezogen sind, daB jedem 7? [(0< p<k] von 7 ein T? 
von 7% entspricht, wihrend zwei nicht zu T*, Ts gehérige Punkte A,, A, 
von 77, T? nicht einander zugeordnet sind. Diese Zuordnung ist transitiv, 
d. h.: sind einerseits A,, A,, andererseits A,, A, einander zugeordnete 
Punkte von 7%, T;' bzw. 7;', T;', so sind auch A,, A, einander zugeordnet. 

Infolge der Transitivitét kénnen wir fiir jedes p [0S pn] die 
8” Simplexe 7”, derart in «” Gruppen g?, [2” =1,...,@7; 1 <a? < A”) 
einteilen, daB die einer g” angehérigen 7” einander zugeordnet sind, und ana- 
log lassen sich die Punkte A in Gruppen a zusammenfassen. Wir nennen die 
Gruppen a die ,,Punkte“, die Gruppen g’, die ,,Simplexe“ des ,,durch 
®” dargestellen Komplexes 0” “‘, und sagen, daB zwei zu derselben Gruppe 
gehérige Punkte bzw. Simplexe von " ,,identisch in C”“ sind. 
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2. Ist in zwei Komplexdarstellungen D;", Dj fiir jedes k: Bf = pf, 
und unterscheiden sie sich nicht hinsichtlich der Gruppierungern g*, ihrer 
Simplexe, sondern nur hinsichtlich der Punktzuordnungen innerhalb der 
Simplexe 7*,, so nennen wir sie ,,isomorph‘; zwei durch isomorphe 
DI, DP dargestellte Komplexe O;*, Cf lassen sich eineindeutig und stetig 
so aufeinander abbilden, da8 k-dimensionale Simplexe einander so ent- 
sprechen, wie es durch den Isomorphismus vorgeschrieben ist’), und wir 
betrachten sie als nicht voneinander verschieden. 

Zu jeder Darstellung D* gibt es eine ihr isomorphe ,,affine Dar- 
stellung 2%", d.h. eine solche, in der die Abbildungen von je zwei ein- 
ander zugeordneten Sinmplexen aufeinander affin sind; um eine solche Dar- 
stellung zu erhalten, hat man nur mit je zwei Simplexen T", diejenige 
affine Abbildung aufeinander vorzunehmen, die durch die vermége D* 
vorgeschriebene Zuordnung ihrer Ecken eindeutig bestimmt ist. 

Eine Darstellung D* heiBt ,,reduziert*, wenn in ihr a* = f" ist, 
d. bh. wenn Zuordnungen nur fiir Randpunkte, nicht fiir innere Punkte der 
T". vorgenommen sind. Man kann jede Darstellung durch Fortlassung 
gewisser 7”, ,,reduzieren“, und wir betrachten den durch die reduzierte 
Darstellung reprisentierten Komplex als nicht. verschieden von dem 
urspriinglichen. Im allgemeinen haben wir im folgenden reduzierte affine 
Komplexdarstellungen im Auge. 

8. Die (n — 1)-dimensionalen Randsimplexe 7'%-’, von D" bilden bei 
Aufrechterhaltung der durch * vorgeschriebenen Zuordnungen eine 
(nm — 1)-dimensionale Komplexdarstellung D*~*. Ist D* affin, so ist auch 
®*~* affin, jedoch ist D*~* im allgemeinen auch bei reduziertem D* 
nicht reduziert. Den durch D"~* dargestellten Komplex 0*~* nennen wir 
den ,,Randkomplex“ von C”. 

4. Zerlegt man jedes 7", von D" derart in endlich viele Teil- 
simplexe, da8 die so entstandenen Zerlegungen verschiedener T*, {isk<sn], 
sofern diese einander zugeordnet sind, miteinander ,,identisch in C*“ 
sind, so entsteht damit ,durch Unterteilung* von D” bzw. C” eine Dar- 
stellung D,* eines Komplexes OC}. CO” und Of haben bekanntlich dieselbe 
»Eulersche Charakteristik“; diese ist in der obigen Bezeichnung fiir O* 
definiert als = (—1)*a*. Durch die mit den 7%, vorgenommene Zer- 


legung entsteht gleichzeitig durch Unterteilung von D*~* bzw. C*~* eine 
Darstellung Df~* des Randkomplexes Of~* von Cf. 





*) H. Kneser, Die Topologie der Mannigfaltigkeiten (Anhang), Jahresbericht d. 
Deutsch. Math. Ver. 34, 1.—4. Heft (1925). — Es werden dort zwar nur Mannigtaltig- 
keiten betrachtet, doch bleibt die Argumentation unveraindert fiir Komplexe giiltig. 
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W" sei eine affine Darstellung. Dann ist jede durch Unterteilung 
entstandene Darstellung WU? auch affin. Man kann mit einer vorgelegten 
affinen Darstellung &” folgendermaBen eine beliebig dichte Unterteilung 
vornehmen: m sei eine beliebig groBe ganze Zahi; man teile jede Kante 
T°, in m gleiche Teile und lege durch jeden Teilpunkt A die parallelen 
ebenen Raume zu denjenigen 7”~*, die demselben 7” angehéren wie A, 
ohne A zu enthalten. Auf diese Weise wird jedes 7* in endlich viele 
beliebig kleine konvexe Polyeder P* zerlegt, und diese Zerlegungen sind 
in einander zugeordneten 7” ,identisch in O"“. Die P* zerlegt man nun 
weiter in Simplexe, und zwar wieder unter Beachtung der vorhan- 
denen Zuordnungen, so daB eine Unterteilung von C” entsteht*). — 
Dabei ist fiir eine spiatere Anwendung folgende Bemerkung wichtig: 
Bezeichnen wir zwei Polyeder als nach ,,Gestalt und Lage“ nicht von- 
einander verschieden, wenn sie durch Dehnung und Translation — also in 
einem (z,,..-, 2,,)*Koordinatensystem durch eine Transformation 2; = cz, 
+a, [y=1,...,]— ineinander iibergefiihrt werden kénnen, so kommen 
fiir die P*, unabhingig von der Zahl m, nach Gestalt und Lage nur end- 
lich viele Polyeder in Betracht. In der Tat: fihren wir z. B. in TY, 
dessen Seiten Ty*~*,..., Tey; seien, derart ein affines Koordinatensystem 
ein, daB die der Seite T,;; gegeniiberliegende Ecke der Nullpunkt, 
die von ihm ausgehenden Kanten die Achsen, die iibrigen n Ecken die 
Einheitspunkte auf den Achsen sind, so ist ein zu 7} gehdriges P” ein 
Teil eines ,,Parallelepipedons“ J7, dessen Kanten den Einheitsstrecken des 
Koordinatensystems parallel und proportional — namlich von der Lange ~ _ 
sind, also eines nach Gestalt und Lage von m unabhiangigen Gebildes; 
und zwar ist P* eines der Stiicke von JJ, die man erhilt, wenn man 
durch jede Ecke von JJ den zu T,;; parallelen ebenen Raum legt, die 
also ebenfalls nach Gestalt und Lage von vornherein bestimmt sind. Nun 
la8t sich auch die Zerlegung dieser P* in Simplexe nach Gestalt und 
Lage von vornherein vorschreiben*). — Diese Uberlegung gilt fiir jedes 
einzelne 7",; damit ist gezeigt, daS man durch eine beliebig dichte 
Unterteilung (d. h. eine Unterteilung mit beliebig groBem m) von %” eine 
Darstellung YU} herstellen kann, deren Simplexe von vornherein in bezug 
auf Gestalt und Lage auf endlich viele vorgegebene, allein durch %{” be- 
stimmte migliche Fille beschrankt sind. 

5. Es sei 7* ein Simplex von D*, 7;'~* [k>1] ein Randsimplex 
von 7". To-* gehért k Simplexen T7~* [x= 1,...,%] an; der re-* 

*) Hadamard, a. a. O. Nr. 10, FuBnote 2). 


*) Man verbinde den Schwerpunkt jedes P*(2<k <n] mit jeder Ecke von P* 
und mit dem Schwerpunkt jedes P’[2<1<k], das dem Rand von P* angehért. 
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enthaltende ebene (n — k)-dimensionale Raum £*~* ist der Durchschnitt 
der k (n — 1)-dimensionalen ebenen Raume Z£,'~*, welche die Ty~* ent- 
halten. Jeder H,~* zerlegt den n-dimensionalen Raum in zwei Teile; 
denjenigen, der 77 enthalt, nennen wir die ,,positive Seite“ von Z;~*. Den 
Durchschnitt der positiven Seiten der Hf * [x =1,...,k] nennen wir 
das ,Innere“ des durch die Zy~* gebildeten ,k-fachen Winkels Wy“, 
dessen Scheitel Z"~* ist; das Innere mit Einschlu8 des Randes ist der 
»abgeschlossene Winkelraum“ Wy. (Unter einem W,' ist demnach die 
durch einen Z*~* bestimmte positive Halfte des Raumes zu verstehen. ) 
Jeder Wf wird begrenzt durch & abgeschlossene Winkelriume W;_;, die 
der durch D* definierten Darstellung D"~* des Randkomplexes C*~* 
angehéren. 


6. U” sei eine affine reduzierte Darstellung von C*, U"~* die z- 
gehérige affine (nicht reduzierte) Darstellung des Randkomplexes 0*~’, 
U*~* eine reduzierte affine Darstellung von C"~* in einem ebenen Raum 
F**. ES" sei der das Randsimplex 77’ von Y%* enthaltende 
ebene Raum, P, ein Punkt von T7;*"*, m, ein in P, angebrachter, 
in Ef~* liegender Halbstrahl. Sind Ty’... 77~* die mit T7~* in C* 
identischen Randsimplexe von U", P,,..., P, die Punkte in ihnen, die mit 
P, identisch sind, so sind vermége der affinen Zuordnung zwischen den 
die T?~* [o=1,..., 7] enthaltenden Z~* Halbstrahlen w,,..., 1, defi- 
niert, die in den P, beginnen und in den Z~* liegen. Diesen r in U*~* 
definierten Strahlen entspricht in W~* vermége der affinen und transi- 
tiven Zuordnung genau ein Strahl w* von F*"*, der in dem P, ent- 
sprechenden Punkt p des Simplexes ¢*~* von %~* angebracht ist, welches 
das Bild der 77" ist. Gehéren P, und wm, gleichzeitig mehreren (n—1)- 
dimensionalen Randsimplexen 7”~* von {&{" an, so entsprechen dem Halbstrah] 
w, und den mit ihm in C” identischen Halbstrahlen w,, ..., w,, [m>r] 
von %" mehrere Halbstrahlen von F"~*, welche dann jedoch alle in Rand- 
raumen von Y%,"~* liegen und vermége der affinen und transitiven Beziehung 
zwischen den Randréumen von Uj’ aufeinander abgebildet sind. 

7. Es sei k>1, T*~* ein Randsimplex von &*, P ein Punkt von 
T”*, BE” * der T** enthaltende ebene Raum, Wye der m E*~* als 
Scheitel gehérige k-fache Winkel, u ein in P angebrathter, ins Innere 
von Wy gerichteter Halbstrahl, i der zu u diametrale Halbstrahl, e* eine 
von u und ii ausgespannte 2-dimensionale Halbebene. e* schneidet jeden 
der & Randriume £2~* [x=—1,...,&], die 2"~* enthalten, in einem Halb- 
strahl w,. Sind T?~* die den Zy~* angehérigen Randsimplexe, so ent- 
spricht jedem 7*~* ein Simplex #2~' von &?~', an jedem von diesen 
gibt es ein ¢?~*, welches das Bild von T*~* ist, zu jedem "ing gehért 
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ein Winkel (wf-;), von Uf’; in jedem ¢2~* gibt es einen Bildpunkt 
p,. von P, und jedem jv, entspricht ein in p, angebrachter Strahl w,* von 
F*~*. Wir betrachten die Richtungen dieser w* genauer; es sind zwei 
Faille zu unterscheiden: 

I. (Hauptfall): e* habe mit je 2 der ZY"* nur den Punkt P ge- 
meinsam; dann gehért jeder der Strahlen w, nur einem 7*~* an; kein 
ww. ist daher in einem (n—2)-dimensionalen Randraum von %j~* gelegen. 
Dreht man u in e* bis in die Lage ii, so sei w, der erste Schnitt mit 
einem ZB ~*; dann ist w, der einzige ,, der dem Rande von Wy an- 
gehért, da alle andern w, ins Aufere von W; zeigen. Daher zeigt wf ins 
Innere von (wf~;),, wahrend alle anderen tv,* ins Auere ihrer (wf!) ge- 
richtet sind. 

II. (Grenzfall): e* habe mit mehreren der Z;~* gleichzeitig auSer 
P noch einen Punkt, also einen Halbstrahl gemeinsam; dann sind 
nicht alle w, voneinander verschieden. Die k Halbstrahlen w,, lassen sich 
in ¢ Gruppen (¢< k&) derart zusammenfassen, daB die Strahlen einer 
Gruppe in einen Strahl wj[j = 1, ..., ¢] zusammenfallen. Fiir die vj bleiben 
die in Fall I fiir die mw, festgestellten Tatsachen richtig. Ist w{ der erste 
Schnitt des gedrehten Strahls u mit einem H~* und ist w{ nur mit einem 
einzigen Ww, identisch, so bleibt das Resultat der Uberlegung von Fall I 
unverandert bestehen, daB von den w* [x —1,...,%] genau einer, nim- 
lich w#*, ins Innere seines (wy-;); zeigt, alle anderen w,* ins Aufere 
ihrer (wp-:) gerichtet sind. Ist dagegen t{ mit mehreren tw, identisch, 
so ist diese Tatsache dahin zu modifizieren, daB gewisse w,*, etwa 
w;*,..., 1, (namlich diejenigen, die w{ entsprechen), den Randern ihrer 
(w-}), angehéren, und zwar so, daB sie vermége der in Uf’ definierten 
affinen transitiven Zuordnungen aufeinander abgebildet sind, wahrend alle 
anderen w.* [x = m-+1,...,k] ins Aufere ihrer (wy_;), weisen. 

Bevor wir die hiermit festgestellten Tatsachen verwerten, haben wir 
noch spezielle Komplexe zu betrachten. 


§ 2. 
Mannigfaltigkeiten und thre Darstellungen. 

1. Ein Eckpunkt 7% einer reduzierten Darstellung von C* heiSt ein 
»regulirer Eckpunkt“, wenn die T', [k=1,...,m], die ihn sowie die 
mit ihm in CO” identischen Punkte enthalten, einander zugeordnet sind 
wie zusammenfallende Simplexe und Randsimplexe der Simplexe eines 
gewissen Simplexsterns des n-dimensionalen kartesischen Raums. Dabei 
verstehen wir unter einem Simplexstern ein aus endlich vielen Simplexen 
derart zusammengesetztes Element S”, da8 alle Simplexe einen Eckpunkt 
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A gemeinsam haben, wahrend alle andern Eckpunkte auf einer Kugel um 
A liegen®); TS heiBt ,innerer“ oder ,Randeckpunkt“, je nachdem A im 
Innern oder auf dem Rande von §”' liegt. 

Ein Komplex, der nur regulire Eckpunkte — innere oder Rand- 
punkte — besitzt und auBerdem ,,zusammenhingend“ ist, d.h. in dem 
man von jedem 7." zu jedem andern 7; durch eine Kette von 7” ge- 
langen kann, in welcher jedes 7” mit dem folgenden verbunden ist, heiSt 
eine (geschlossene ) ,, Mannigfaltigkeit* M". Hat M” nur innere Eckpunkte, 
so heiBt sie ,,unberandet“**); hat M" auch Randeckpunkte, so bilden alle 
»Randpunkte“ eine endliche Anzahl geschlossener unberandeter (n — 1)- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten**); dabei heift ein Punkt ein Randpunkt 
von M", wenn er einem solchen Randsimplex angehért, dem bei jeder 
Zuordnung zu den Simplexen eines Simplexsterns S" ein aus Randpunkten 
von S" gebildetes Simplex entspricht. 

Ein Komplex, dessen Darstellung Df durch Uvterteilung einer Dar- 
stellung D" einer Mannigfaltigkeit M" entsteht, ist, wie aus der Definition 
folgt, selbst eine Mannigfaltigkeit. Diese gilt fiir uns als nicht verschieden 
von M”. 

2. Wir betrachten die gleichzettige Abbildung mehrerer in M”* mit- 
einander verbundener Simplexe einer Darstellung auf Teile eines Elements 
im kartesischen Raum: Seien zunachst 7, die Simplexe einer affinen Dar- 
stellung U" von M", T) eine Ecke, Sj der zugehérige Simplexstern; dann 
laBt sich die zwischen den k-dimensionalen Simplexen Z) (0 <k <n) 
von Sj einerseits und den Simplexen 7*, andererseits bestehende Zuord- 
nung, soweit diese definiert ist, zu einer Abbildung verschirfen, indem 
man zwischen jedem Simplex Z> von Sj und dem ihm zugeordneten 7, 
die durch die Zuordnung der Ecken von Zz zu denen von 7'5 eindeutig 
definierte affine Abbildung ausfiihrt; auf diese Weise wird Sj auf den- 
jenigen Teil => von M” eineindeutig und stetig abgebildet, der in Y” 
durch alle den Eckpunkt 7) oder einen mit ihm in M” identischen Eck- 
punkt 7; enthaltende Simplexe 7)" dargestellt wird. 


8. Der so auf ein Stiick des kartesischen Raums abgebildete Teil >> 
von M" umfa8t alle Simplexe, welche in M* die Umgebung eines Punktes, 
namlich des durch 7) reprasentierten, bilden; wir suchen nun eine analoge 


%) Diese Definition des Simplexsterns weicht unwesentlich ab von der von 
Brouwer in der unter *) zitierten Arbeit gegebenen. 

*) Dann hat M” offenbar iiberhaupt nur ,innere“ Punkte im gewdhnlichen 
Sinne; vgl. dazu den unter ”) zitierten Bericht von H. Kneser. 

) Hadamard, a. a. O. Nr. 16. 
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Abbildung der ganzen Umgebung eines Simplexes einer Darstellung von 
M"; wir definieren: 

Eine affine Darstellung Uf von M* heiBt eine , Umgebungsdarstellung“, 
wenn sich zu jedem ihrer Simplexe Jy ein Element Hy des gewéhnlichen 
Raumes mit folgender Eigenschaft angeben laBt: Ist Q¢ die ,Simplex- 
umgebung von 7)“, d.h. der durch die mit 7>° verbundenen Simplexe 
T; [t=1,...,m] in UP dargestellte Teil von M*, so laBt sich Hy in 
m + 1 Simplexe z,,[i=0,1,..., m] zerlegen und eineindeutig und stetig 
so auf Qj abbilden, daB dabei 2z),, auf 7/ [i =—0,1,..., m] afin be- 
zogen ist**). 

Wir zeigen, da8 man von jeder M* eine Umgebungsdarstellung herstellen 
kann: %&” sei die oben besprochene affine Darstellung, in bezug auf die man 
die fiir ein einzelnes »° geschilderte Abbildung der 8,2 und 2% [»°=1, ..., 8°] 
vorgenommen hat. Wir stellen durch Unterteilung eine Darstel- 
lung % von M" her, indem wir jede eindimensionale Kante 7): in n + 1 
gleiche Teile teilen, durch die Teilpunkte die zu den Seiten 7.-i parallelen 
ebenen (n — 1)-dimensionalen Réume legen und die so entstehenden kon- 
vexen Polyeder in Simplexe zerlegen. Ist tf ein Simplex der Darstellung 
U? und etwa Ty das Simplex von %", dem #> angehért, so gibt es eine 
(mn — 1)-dimensionale Seite von Ty’, mit der tj keinen Punkt gemeinsam 
hat; in der Tat, fiihren wir (wie in § 1,4) ein affines Koordinatensystem 
é,,...,&, in To’ ein, dessen Nullpunkt die Ecke von 7> ist, in welcher 
sich die Seiten 7;"~*,..., T,*~* schneiden, dessen Achsen die vom Null- 
punkt ausgehenden Kanten, dessen Einheitspunkte auf den Achsen die 
iibrigen Ecken von 7° sind, so geniigen die Koordinaten jedes Punktes 
eines Simplexes der Darstellung Uf, welches mit jeder der Seiten 
T*,...,T,* einen Punkt gemein hat, den Ungleichungen 


&Sah [fala Sa<hs 


dieses Simplex besitzt daher auf der letzten durch die Gleichung y= 1 
‘=1 


definierten Seite T,";;' von Tj keinen Punkt. — Also gibt es zu tj eine 
Seite von 7;", z. B. Ty’, mit der ¢} keinen Punkt gemeinsam hat. Ist 
nun Ty der T;’* gegeniiberliegende Eckpunkt von Ty’, Sj der zu Ty’ ge- 
hérige Simplexstern, so ist die oben besprochene eineindeutige stetige und 
stiickweise affine Beziehung zwischen Sj und den Simplexen von 2%", die 
einen mit Ty in M* identischen Eckpunkt enthalten, in tf sowie in jedem 


1) Allgemein bezeichnet also z* , in dem die Simplexumgebung von 7) dar- 
stellenden Element EZ dasjenige Teilsimplex, welches das Bild von T,” ist. 
Mathematische Annalen. 96. 16 
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mit tj verbundenen Simplex von YW}, also in der ,,Simplexumgebung“ 
QF von t; erklart, d.h.: UP ist eine Umgebungsdarstellung. 

Wir kénnen nun zur Darstellung von M” an Stelle der #7. direkt die 
oben definierten Simplexe z%.,,. benutzen, und erhalten so, wenn wir, 
um zu unserer friiheren Bezeichnungsweise zuriickzukehren, von vornherein 
Zi*,u. = Ty,» setzen, eine Umgebungsdarstellung, die folgendermaBen aussieht: 
An jedes Simplex 7;".**) sind an denjenigen Randsimplexen, die keine 
Randpunkte von M” reprisentieren, Simplexe 2", ,(i=1,..., m,"]™) 
angebracht, die zusammen mit 7". ein Element Z7'., das eineindeutige Bild 
der Simplexumgebung 2%. von T;'. in M", bilden; dabei sind je zwei 


Simplexe 2". .», Z"s ,», die zu zwei verschiedenen Elementen Z”., E*. 
P eee “ue. u usr Hye Be 


héren und denen dasselbe durch 7". =—2s,,» reprasentierte Stiick von 


M" entspricht, durch Vermittelung von M" affin aufeinander abge- 
bildet. 


4. Diese ,,ausgezeichnete Umgebungsdarstellung von M", die wir 
wieder mit %” bezeichnen wollen, ist geeignet zur Untersuchung gewisser 
Transformationen von M”: 

Eine eindeutige stetige Abbildung von M” auf sich oder einen Teil 
von sich heiBe in bezug auf &" eine ,Umgebungstransformation“ von 
M", wenn jeder durch einen Punkt eines 7;". repriasentierte Punkt von M* 
in einen Punkt der Simplexumgebung 2". von 7;". iibergeht. 

Z, B. sind die Transformationen f, einer in ganz M” gleichmaBig 
gegen die Identitét konvergierenden Transformationsfolge f,, f,, ... in 
bezug auf jede beliebige ausgezeichnete Umgebungsdarstellung %" von einem 
gewissen, von &{" abhangigen Index an Umgebungstransformationen ; dies 
driicken wir gelegentlich so aus, daB wir sagen, eine ,,beliebig kleine 
Transformation“ von M™ ist eine Umgebungstransformation in bezug auf 
jede ausgezeichnete Normaldarstellung 

Ist f in bezug auf &” eine Umgebungstransformation, so ist durch 
sie in eindeutiger Weise eine eindeutige und stetige Abbildung /,. jedes 
Simplexes 7). auf eine dem Element Z,'. angehérige Punktmenge de- 
finiert. Wir nehmen an, da8 f héchstens endlich viele Fixpunkte hat und 
daB diese nur inneren Punkten der 7;". entsprechen. Bringen wir nun in 
jedem Punkt P von 7," den nach dem Punkt f,,.(P) weisenden Vektor » (P) 
an, so ist dieses Vektorfeld @ in einem gewissen Sinne, von den Fix- 


%*) w* bezeichnet also jetzt, ebenso wie im § 1 »", einen von 1 bis a" laufenden 
Index. 
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punkten abgesehen**), in ganz M” eindeutig und stetig. Es hat, unter 
Benutzung der sai ating des § 1, u.a. folgende Eigenschaften : 

A. In jedem einzelnen 7; [u" =1,..., 8") ist B eindeutig und stetig, 
abgesehen héchstens von endlich vielen j im Innern gelegenen Punkten. 

B. P, sei ein Randpunkt von Ty und gehére einem Randsimplex T;~* 
(1<k<n] an; T?* [o=—1,...,1] seien die mit 7,'~* identischen 
Randsimplexe anderer Tas? P, die mit P, identischen Punkte der 
T**, (Wy), [e=0,1,...,1] die k-fachen Winkel, deren Scheitel die 
T*-* sind. Dann tritt stets einer von folgenden beiden Fallen ein: 

I. (Hauptfall): Von den r-+1 Vektoren v(P,) weist genau einer ins 
Innere seines (W,"),, wihrend alle anderen ins Aufere ihrer (W,"), ge- 
richtet sind. 

II. (Grenzfall): Hinige der »(P,) gehéren den Randern ihrer (W,"), 
an und sind vermége der zwischen den Randriumen bestehenden aifinen 
und transitiven Zuordnungen aufeinander abgebildet, wahrend die dbrigen 
v(P,) ins Aufere ihrer (W,"), zeigen. 

Wie man erkennt, tritt Fall II dann und nur dann ein, wenn P, 
und f,(P,) demselben Randsimplex angehéren. 


§ 3. 
Komplexstetige Vektorfelder. 


Bei der am Schlu8 des vorigen Paragraphen gewahlten Formulierung 
der Eigenschaften A und B des Vektorfeldes % ist kein Gebrauch von der 
Tatsache gemacht, daB wir eine Umgebungsdarstellung einer Mannigfaltsg- 
keit vor uns haben. Liegt eine reduzierte affine Darstellung MU" eines be- 
liebigen Komplexes OC" vor, so wird keine der eben sausgesprochenen 
Eigenschaften sinnlos, wenn wir M" durch C” ersetzen. Wir diirfen daher 
definieren : 

Eine Zuordnung % von Vektoren »(P) zu den Punkten P der redu- 
zierten affinen Darstellung &" des Komplexes C” heiBt ein ,,in O* (in 
bezug auf &") komplerstetiges Vektorfeld“, wenn sie den Forderungen A 
und B geniigt. [Siehe den ,,Zusatz“ am SchluB dieser Arbeit. } 

1. Von den Kigenschaften komplexstetiger Vektorfelder, die uns im 
Folgenden beschaftigen werden, sei zunachst festgestellt: Ist U;* eine durch 
Unterteilung von %” entstandene Komplexdarstellung, so ist 8 auch 
komplexstetig in bezug auf U;*, vorausgesetzt, da8 kein singulérer Punkt 


15) Yon nun an kommt es uns, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt 
wird, stets nur auf die Stetigkeit der Richtungen, nicht der Langen der Vektoren 
an; Nullstellen des Vektorfeldes gelten daher als Singularitaten. 


16* 
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von % auf einem Randsimplex der Darstellung U! liegt. Von der Richtig- 
keit dieser Behauptung iiberzeugt man sich durch die Feststellung, daf 
& die Eigenschaft B nicht nur, wie vorausgesetzt, auf den Rindern der 
Darstellung Wj", sondern avch auf den bei der Unterteilung neu ent- 
standenen Randern hat, in denen & stetig im gewdhnlichen Sinne ist. 


2. Eine zweite wichtige Eigenschaft der komplexstetigen Vektorfelder 
betrifft die ,,Projektion des komplexstetigen Vektorfeldes @ auf den Rand- 
komplex“. Darunter ist Folgendes zu verstehen: C", &", B haben die- 
selben Bedeutungen wie bisher, &"~* sei die durch &" definierte nicht 
reduzierte Darstellung des Randkomplexes (*~*, U~* sei eine reduzierte 
affine Darstellung von O*~*, Ty. [k =0,...,n; »*=1,..., 8"; B* =a") 
seien die Simplexe von %", tt, [k=0,...,n—1; a*==1,...,7'; yo=a* | 
die Simplexe von U'~*. Auf dem Rande jedes 7,% sei ein Feld U,. von 
Vektoren u(P) mit folgenden Eigenschaften gegeben: 


a) u(P) ist ins Innere von 7,% gerichtet; 


b) liegt P auf einem 7*~*, so fallen die Richtungen u(P) und »(P) 
nicht zusammen; 


c) es gibt héchstens endlich viele Punkte P, in denen die Richtungen 
von u(P) und »(P) zusammenfallen. 


Wir lassen es dabei im Augenblick dahingestellt, ob solche Vektor- 
felder Ul,» stets existieren. 


Auf jedem 7*~* von 7," fassen wir nun nur die Punkte P ins 
Auge, in denen »(P) entweder nach der positiven Seite des 7*~* ent- 
haltenden ebenen Raumes £*~* gerichtet ist oder in Z"~* liegt — in 
denen »(P) also dem betreffenden ,,abgeschlossenen Winkelraum W,"“ 
angehért —, und projizieren diese »(P) von u(P) aus auf Z*~*, dh. 
wir stellen denjenigen Vektor w(P) her, in dem Z*~* von der durch 
u(P), v(P) und dem zu u(P) diametralen Vektor i(P) ausgespaunten 
Halbebene e*(P) geschnitten wird; dabei ist die Reihenfolge der genannten 
Vektoren in e* stets die folgende: u,», w, i. Diese Konstruktion wird 
nur in denjenigen, héchstens in endlicher Anzahl vorhandenen, der be- 
trachteten Punkte P unméglich, in denen u(P) und »(P) zusammenfallen. 
Dem Vektor w(P) entspricht nun entweder (s.§ 1,6) genau ein Vektor 
w* in U~*, oder es entsprechen ihm mehrere in Randraumen von %~* 
liegende Vektoren w*, die affin aufeinander abgebildet sind. Die Gesamt- 
heit Y%* der so in Uf~* erzeugten Vektoren w* nennen wir eine ,,Pro- 
jektion des Feldes @“ und behaupten, daB sie ein in O*~’ komplezstetiges 
Vektorfeld darstellt. In der Tat: daS Y* die Eigenschaft A der fiir die 
komplexstetigen Vektorfelder charakteristischen Eigenschaften A und B 
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besitzt, folgt aus der geschilderten Konstruktion von %* sowie der Tat- 
sache, daB die Forderung B von &% insbesondere fiir k = 1 erfiillt wird; 
und da8 %&* die Eigenschaft B fiir jedes k* <n — 1 besitzt, ergibt sich 
daraus, daB & diese Eigenschaft fiir k= k* +1 besitzt, sowie aus dem 
in § 1,7 diskutierten Verhalten der projizierten Vektoren, wonach insbeson- 
dere t* dann und nur dann seinem abgeschlossenen Winkelraum wy; 
angehért, wenn 1 der erste Schnitt des in e* gedrehten Vektors u mit einem 
Randraum £"~* von Wy ist, wenn also » dem abgeschlossenen Winkel- 
raum Wy angehért. 


8. Wir bringen nun die Indizes der Singularitéten von % in Beziehung 
zu den Indizes der Singularitaéten von %8*. ,. sei die Summe der Indizes 
derjenigen Singularitéten von %, die in 7,% liegen, und s” = > 8a Bei 


veal 


also die Indexsumme aller Singularitiéten von %; ferner sei s*-* die 
Indexsumme aller Singularititen von %&*, a,» die Summe der Uberein- 
stimmungsindizes*) der beiden Abbildungen des Randes von 7" auf die 
Richtungskugel, die von U,. und dem zu & gehérigen Randfeld &,. (in 


dieser Reihenfolge!) vermittelt werden, und a= 3 a,» die Summe 


y"=1 

aller dieser Ubereinstimmungsindizes. Nun 1laBt sich die Zahl a 
auf zweierlei Weise bestimmen: Dort und nur dort, wo U,. und &,« 
Ubereinstimmungsstellen haben, entsteht eine Singularitét von %8*.° Der 
Index einer solchen Ubereinstimmung ist gleich dem Index der Singularitat 
des Feldes der projizierten Vektoren , also auch gleich dem Index der 
Singularitét von %8*, vorausgesetzt, da8 man den (n — 1)-dimensionalen 
Randraum £*~*, dem der betrachtete Punkt angehért, so orientiert, daB 
ein positiv orientiertes Achsensystem von Z”~* zusammen mit einem 
Vektor von Ul,» als letzter Achse ein negatives Achsensystem des n-di- 
mensionalen Raumes bildet**); in unserem Fall ist aber die Indikatrix 
von £*~* als Randindikatrix von 7,. bestimmt, d.h. ein auf die ge- 
schilderte Weise gebildetes n-faches Achsensystem ist posstiv orientiert*). 
Folglich ist der Ubereinstimmungsindex von Ul,» und %,. entgegengesetzt 
gleich dem Index der Singularitét von 28° in dem entsprechenden Punkt, 
und es ist daher 


(1) a= — g*-1, 
Andererseits ist a= 5’ a,. suf folgende zweite Weise su bestimmen: 


v*=1 


a,» ist die Summe der Ubereinstimmungsindizes der durch U,» und &,» 


18) Beweis s. §1 der unter ‘) zitierten Arbeit. 
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vermittelten Abbildungen des Randes von 7, auf die Richtungskugel. 
Die durch U,. vermittelte Abbildung hat den Grad (—1)", da alle Vek- 
toren u(P) ins Innere von 7,%. gerichtet sind, sich also stetig unter Fest- 
haltung ihrer Anfangspunkte in Vektoren iiberfiihren lassen, die nach 
einem festen inneren Punkt zeigen. Die durch &,« vermittelte Abbildung 
hat den Grad s,.. Daher gilt die Gleichung *) 


(2) ayn = (—1)*"*-(—1)"+ 42 = —1+4«, 
und hieraus folgt durch Summation als zweiter Wert fiir a 


(3) a= J an.=—a"+<a". 


*=1 
Vergleich der beiden Werte von a liefert: 
(4) e* =a eg” — g*". 

4. Wir beginnen nun den Beweis des folgenden Satzes: 

Satz IL. Die Indexsumme der Singularitdten eines in C" komplex- 
stetigen Vektorfeldes ist gleich der mit (—1)" multiplizierten Hulerschen 
Charakteristik von C”. 

Wir fiihren den Beweis durch Schlu8 von n—1 auf n. 

Es sei zunichst n =1, C*=C" also ein System von «* Strecken, 
deren Ecken in «® Gruppen zusammengefaBt sind; die einer Gruppe an- 
gehdrigen Ecken sind identisch in C@* und reprisentieren einen Punkt 
dieses Komplexes. (Wir kénnen uns diese Identifizierungen etwa im drei- 
dimensionalen Raum durch Zusammenheften ausgefiihrt denken.) Das 
komplexstetige Vektorfeld besteht aus Vektoren, die in den Geraden, 
denen die Strecken angehéren, liegen, und besitzt Singularitéten im Innern 
der Strecken mit der Indexsumme s*. Es weist in jedem der a® Punkte 
des Komplexes, welche durch die 8° Eckpunkte der Strecken reprisentiert 
werden, genau einen ins Innere seiner Strecke gerichteten Vektor auf. 


Ist also — a‘) die Anzahl aller ins Innere ihrer Strecken gerichteten 
Eckvektoren, so ist 


(1*) a=—a°. 


Wir bestimmen a auf eine zweite Weise, indem wir jede der Strecken 7, 
einzeln betrachten: Eine singulare Stelle des 1-dimensionalen Vektorfeldes 8 
ist — in sinngemaBer Anwendung der fiir » Dimensionen getroffenen De- 
finitionen — mit dem Index +1 zu versehen, falls in ihrer Umgebung 


47) Bezeichnungen und Vorzeichen sind im Hiablick auf die Ubereinstimmung 
mit dem n-dimensionalen Fall gewahlt. 
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alle Vektoren von ihr fort, mit dem Index —1, falls in ihrer Um- 
gebung alle Vektoren nach ihr hinweisen, mit dem Index 0, falls in ihrer 
Umgebung alle Vektoren gleichgerichtet sind (und die Singularitét daher 
hebbar ist). Singularititen mit anderen Indizes treten fiir n—1 nicht 
auf. s,: sei die Summe der Indizes aller Singularititen von B auf 7,', 
—a,: die Anzahl der ins Innere von 7: weisenden Eckvektoren; dann 
ist #,.——1, 0 oder +1, je nachdem — a,:—2, 1 oder 0 ist; jeden- 
falls ist also 


(2*) a,. = —1+ 8. 
Summierung liefert 

(3*) a=—a'+s', 

und hieraus folgt durch Vergleich mit (1*) 

(4*) g? = a! — @® = — (a°— a). 


Dies ist fiir n —1 die in unserem Satz behauptete Beziehung. Wir nehmen 
ihn nun fiir n —1 als bewiesen an. Ist dann C” ein Komplex und & ein 
derartiges komplexstetiges Vektorfeld in ihm, da8 man Vektorfelder Ul,» 
mit den oben unter 2. genannten Eigenschaften a), b), c) konstruieren 
kann, so folgt, da %8* komplexstetig ist und der Satz fiir den Rand- 
komplex O*~* richtig, da also 


ae? - es (— 1. S(- 1)*«* 
sein soll, aus (4) die behauptete Beziehung 
(5) a =a" —(—1)"* 5 (—1)8 at = (= 1)" 5 (- 1)". 


Jedoch wissen wir nicht, ob man die Felder U,. stets konstruieren kann. 
Da aber ein durch Unterteilung von C0” entstandener Komplex dieselbe 
Eulersche Charakteristik hat wie C", so ist Satz I vollstindig bewiesen, 
sobald, was im nichsten Paragraphen geschehen wird, die Richtigkeit des 
folgenden Hilfssatzes gezeigt ist : 

Ist &” eine reduzierte affine Darstellung des Komplexes C” und % 
darin ein komplexstetiges Vektorfeld, so kann man durch Unterteilung 
von %&” eine Darstellung 8" und in 8" ein komplexstetiges Vektorfeld f, 
dessen Singularitéten mit denen von % in bezug auf Lage und Index 
identisch sind, derart herstellen, da8 sich in jedem n-dimensionalen Sim- 
plex ¢,, von 8” ein Vektorfeld U,. konstruieren J4Bt, welches in bezug 
auf % die Eigenschaften a), b), c) besitzt. 
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§ 4. 
Vervolistindigung des Beweises zu dem Satz iiber die Indexsumme der 
Singularitaten eines komplexstetigen Vektorfeldes. 

Um %” und § in der gewiinschten Weise zu erhalten, beseitigen wir 
zunichst die im Innern der Simplexe 7,4 von &" angebrachten Vektoren 
von % und ersetzen sie durch ein neues Vektorfeld 8, das dieselben Rand- 
felder B,. und dieselben Singularitaten mit denselben Indizes besitzt wie %, 
das aber in gewissen Umgebungen Q(P,) der singuliren Punkte P, — diese 
selbst natiirlich ausgenommen — analytisch ist; daB es derartige % gibt, 
ist an anderer Stelle**) gezeigt worden. ist komplexstetig in U", da 
es mit dem komplexstetigen Feld @ die Randfelder gemeinsam hat; § ist 
daher (nach § 3,1) auch komplexstetig in jeder durch Unterteilung von %” 
entstandenen Komplexdarstellung $6", sofern nur keiner der singularen 
Punkte auf einem Randsimplex von §” liegt. Ist nun y eine beliebige 
positive Zahl, so stellen wir durch Unterteilung von %” eine Darstellung 
®"(y) her, die auBer der eben genannten Beriicksichtigung der singuliren 
Stellen noch folgende Bedingungen erfiillt : 

B"(y) ist eine so feine Zerlegung, daB 1. jedes einen singularen 
Punkt P, enthaltende Simplex #" von $"(y) ganz in der analytischen 
Umgebung Q(P,) liegt, und da8 2. die Schwankung der Vektorrichtungen 
von § in jedem ¢", das nicht ganz in einem Q(P,) liegt, kleiner ist als y; 
Bedingung 2 1a8t sich, wenn 1 bereits erfiillt ist, durch weitere Unter- 
teilung infolge der gleichmaBigen Stetigkeit von % auBerhalb der Q(P,) 
stets erfiillen. 3. soll 6"(y) die Eigenschaft haben, daB jedes der Sim- 
plexe ¢” mit einem von endlich vielen, von vornherein durch &" bestimmten 
Simplexen tf,...,7; in Gestalt und Lage iibereinstimmt (§ 1,4); daB 
die Erfiillung von 3 mit einer beliebigen Verfeinerung der Unterteilung 
vertriglich ist, wurde in §1, 4 gezeigt. 

Wir beweisen nun, da8 man bei hinreichend kleinem y Vektorfelder U, . 
in der gewiinschten Weise an den Randern der ¢. anbringen kann. Um 
derartige y zu bestimmen, fassen wir zunichst ein Simplex 1; ins Auge: 
E;* [vy =1,...,-+1] seien die 1° begrenzenden ebenen Raume, deren 
positive Seiten wie in §1, 5 definiert seien. Unter einem ,,negativen 
Richtungsstern 9, von 1,‘ verstehen wir ein System von n-+-1 in einem 
festen Punkt O des Raumes angebrachten Einheitsvektoren a,, die so 
gerichtet sind, daB a, [y=1,...,%-+1] nicht nach der positiven Seite 
von B;*~" zeigt, also entweder nach der negativen Seite von Z,"~* weist 
oder parallel mit Z,*~* ist. Die o, bilden eine (n—1)-(n-+ 1)-dimensionale 


18) § 5, Aufgabe 4, Zusatz, der unter °) zitierten Arbeit. 
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abgeschlossene Menge S,. Unter den }n-(n-+1) Winkeln zwischen je 
zwei der Richtungen eines o, gibt es einen gréBten, m(o,); dabei sind 
WinkelgréBen so zu messen, daB sie stets zwischen 0 und z einschlieBlich 
liegen. m(o,) ist stets positiv; denn wire m(o,)=0, so wiirde das 
bedeuten, daB alle Vektoren a, eines o, in einen einzigen Vektor a zu- 
sammenfielen und daB daher dieser Vektor a fiir kein Z?~* nach der 
positiven Seite gerichtet wire; dies ist aber unméglich, da eine zu a 
parallele, durch einen inneren Punkt von 1; gehende orientierte Gerade 
nach der positiven Seite desjenigen Z;~* gerichtet ist, durch den sie in 
t, eintritt. Es ist also immer m(o,)>0; da andererseits m(o,) als eine 
in der abgeschlossenen Menge S, stetige Funktion an einer Stelle ihre 
untere Grenze y, erreicht, ist auch y, > 0. 

Wir definieren nun y als die kleinste der r Zahlen »,,...,y, und 
haben zu beweisen, daB man unter Zugrundelegung der Unterteilung 8"(7) 
sowohl (Fall «) in jedem Simplex ¢", auf dessen Rand **) die Schwankung 
von § kleiner als y ist, als auch (Fall 8) in jedem Simplex ¢”, auf 
dessen Rande §§ analytisch ist, ein Vektorfeld 11 mit den Eigenschaften 
a), b), c) (s.§ 3) konstruieren kann. 

Wir beginnen mit Fall «: tj habe also die Eigenschaft, da8 der 
Winkel zwischen je zwei Vektoren, die dem auf seinem Rande befind- 
lichen Teil %, von $8 angehéren, kleiner als y ist; dann gibt es, so 
behaupten wir, unter seinen Randraumen F,"~*, ..., F2;; mindestens 
einen, nach dessen positiver Seite alle Vektoren von §, gerichtet 
sind. Andernfalls lieBe sich naémlich aus Vektoren von §, ein ne- 
gativer Richtungsstern o von t; bilden, und dieser ware zugleich ein 
negativer Richtungsstern desjenigen 1;', mit dem ¢ in Gestalt und Lage 
iibereinstimmt; es ware dann m(c)>y,=>y, entgegen der Tatsache, da 
die Schwankung von §, kleiner ist als y. — Es seien also alle Vektoren 
von ‘B, etwa nach der positiven Seite von F,"~* gerichtet. A sei ein 
innerer Punkt des zu F;'~* gehérigen Randsimplexes #;"~* von #3, g ein 
ins Innere von t9 gerichteter, von A ausgehender Halbstrahl; OPS, ssa ead 
seien die iibrigen (n — 1)-dimensionalen Randsimplexe von ¢;. 9%, sei der 
zu ihnen gehérige Teil von %,, M die (eventuell leere) Menge der Punkte 
von g, in denen g von den durch die Vektoren von 3, bestimmten Halb- 
strahlen geschnitten wird. A gehért nicht zu M, de andernfalls der 
A enthaltende Halbstrahl von §, nicht nach der positiven Seite von Fy'~* 
gerichtet ware. M ist aber abgeschlossen; es gibt daher auf g im Innern 
von t Punkte, die nicht zu M gehéren; B sei ein solcher Punkt. Wir 
definieren nun das auf dem Rand von #; zu konstruierende Feld Ul, zu- 


%*) Es geniigt, 8 auf den Randern der ¢" zu betrachten. 
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nichst auf den t;~*,..., #27; durch die Bestimmung, daB diese Vektoren 
alle durch B hindurchgehen; dann erfiillt es dort gewiB die Bedingungen 
a), b), c), denn es ist iiberall ins Innere von ¢; gerichtet und hat mit 
Ro iiberhaupt keinen Ubereinstimmungspunkt. Wir haben U, nun noch 
in den inneren Punkten des Simplexes ¢/*~* zu konstruieren, auf dessen 
Rand es bereits festgelegt ist. Beriicksichtigen wir, daB U, auf diesem 
Rande und daB %, auf ganz ¢{"~* nach der positiven Seite von Fy’ 
weist, so kénnen wir Ul, in den inneren Punkten von #;*~* folgendermaBen 
vorschriftsmaBig bestimmen: Ist P ein von A verschiedener innerer Punkt von 
t?~*, so sei P der Schnittpunkt des Strahles AP mit dem Rande von t;~*, 
p(P), p(P), u(P) seien die in P bzw. P angebrachten Vektoren von 
$B, bzw. U,, q(P) die Projektion des Vektors p(P) vom Vektor u(P) 
aus auf Zy~* (d.h., wie frither, der Schnitt von Zf~* mit der durch 
u(P), p(P) und den zu u(P) diametralen Vektor i(P) ausgespannten 
Halbebene), q(P) der in P angebrachte, zu q(P) parallele Vektor. Der 
zu definierende Vektor u(P) soll nun derjenige Vektor des von p(P) 
und q(P) ausgespannten 2-dimensionalen, zwischen 0 und 2 liegenden 
Winkels sein, der diesen Winkel so teilt, daB das Winkelverhiltnis 
xX {p(P) u(P)}: c{u(P) q(P)} gleich ist dem Produkt aus dem Winkel- 
verhiltnis 3¢ {p(P)u(P)}: 3¢{u(P)q(P)} und dem Streckenverhiltnis 
AP: AP; in A selbst soll u(A)=p(A) sein. Das nunmebr auf dem 
ganzen Rand von ¢; definierte Feld Ul, geniigt allen Anforderungen: es 
ist stetig, tiberall nach innen gerichtet und hat mit %, einen einzigen 
Ubereinstimmungspunkt A. 

Damit ist Fall a erledigt, und wir wenden uns dem Fall f zu, wir 
setzen also voraus, daB $8, auf dem Rande von ¢) analytisch ist. K” sei 
eine ganz im Innern von % gelegene Vollkugel. Dann gibt es einen 
positiven Winkel 5 derart, daB jeder Winkel, dessen Scheitel und einer 
Schenkel dem Rand von ¢;° angehéren, wahrend der andere Schenkel einen 
Punkt von K” enthalt, gréBer als 6 ist. Wir teilen die Randsimplexe 
t?~*,..., 4277 in so kleine Teilsimplexe s;'~*, daB die Schwankung von 
in jedem einzelnen 3, ~* kleiner als 4 ist; wenn dann ein zu einem Punkt 
von 8," gehdriger Vektor von 8, nach einem Punkt von K” weist, so 
weisen alle §3,-Vektoren von s;~* ins Innere von t;. — Die Halbstrahlen, 
die durch die in den (n — 2)-dimensionalen Randsimplexen s*~* der 8”~* 
angebrachten Vektoren von §§, festgelegt sind, bilden eine endliche Anzahl 
analytischer, (n —1)-dimensionaler Hyperflichenstiicke; es gibt daher in 
K” gewi8 Punkte, die auf keiner dieser Hypertlichen liegen; C sei ein 
solcher Punkt. Definieren wir dann WU, zunichst in den ¢*~-* durch die 
Bestimmung, daB die Vektoren u(P) nach C weisen, so sind dort keine 
Ubereinstimmungspunkte mit {, vorhanden. Dieselbe Festsetzung treffen 
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wir fiir diejenigen s;~*, in denen kein zu 8, gehdriger Strahl nach einem 
Punkt von K" weist; auch dort treten dann keine Ubereinstimmungs- 
punkte von Ul, und $8, auf. In den iibrigen s;~* weisen alle Vektoren 
p(P) ins Innere von #;, und dasselbe gilt fiir die auf ihren Randern 
schon angebrachten Vektoren von U,. Wir kénnen daher in jedem ein- 
zelnen von ihnen durch das Verfahren, mit dem wir im Fall a das Sim- 
plex ¢/*~* behandelt haben, nach innen gerichtete Vektoren u(P) kon- 
struieren, die sich an die am Rande von s;~* bereits vorhandenen Vek- 
toren von Ul, stetig anschlieBen und im Innern von e;~* in genau einem 
Punkt mit dem Feld §, iibereinstimmen. 

Damit ist auch Fall £ erledigt, die Giiltigkeit des am Ende des 


vorigen Paragraphen formulierten Hilfssatzes ist gezeigt und Satz I voll- 
stindig bewiesen. 


§ 5. 
Fixpunkte kleiner Transformationen und Singularitéten stetiger 
Vektorfelder in geschlossenen Mannigfaltigkeiten. 


Wir machen nun Anwendungen von Satz I und beschrinken uns da- 
bei ausschlieBlich auf den Fall, daB C” — M” eine geschlossene (berandete 
oder unberandete) Mannigfaltigkeit ist. 

Jedem Punkt P von M” sei eine ihn enthaltende Umgebung U(P) 
zugeordnet, die so klein ist, daB sie bei Zugrundelegung einer bestimmten 
» ausgezeichneten Umgebungsdarstellung“ &{" von M” — in der Bezeichnung 
von §2 — ganz in jedem der Elemente 2". dargestellt wird, die die 
Bilder der Simplexumgebungen der P enthaltenden Simplexe sind; fiir 
hinreichend kleine Umgebungen U(P) ist diese Bedingung gewi8 erfiillt. 
f sei nun eine eindeutige und stetige Abbildung von M” auf eine zu M” 
gehérige Punktmenge und so ,,klein“, daB mit P das Bild f(P) der Um- 
gebung U(P) angehért; ferner besitze f, falls M” berandet ist, auf dem 
Rande keinen Fixpunkt. Dann ist f in bezug auf &” eine ,,Umgebungs- 
transformation‘ und erzeugt ein komplexstetiges Vektorfeld, dessen Singu- 
laritéten, von denen wir, da sie innere Punkte von M” sind, voraussetzen 
diirfen, da8 sie nur im Innern der 7," auftreten*®), nach Lage und Index 
mit den Fixpunkten von f identisch sind. Aus Satz I folgt dann 


%) Zu jeder Darstellung %” von M” la8t sich eine mit ihr im Sinn der kom- 
binatorischen Topologie homéomorphe Darstellung, d. h. eine solche, die durch Zer- 
legung und Zusammensetzung von Simplexen entsteht, angeben, in der endlich viele 
vorgeschriebene innere Punkte von M” durch innere Punkte der n-dimensionalen 
Simplexe reprasentiert werden. 
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Satz II. Die Summe der Indizes der Fixpunkte einer hinreichend 
kleinen Transformation der geschlossenen Mannigfaltigkest M” in sich ist, 
vorausgesetzt, daB héchstens endlich viele Fixpunkte auftreten, gleich der 
mit (—1)" multiplizierten Eulerschen Charakteristik von M”. 

Hieraus ergibt sich: 

Satz Ila. Jede hinreichend kleine Transformation einer Mannig- 
faltigkeit mit von 0 verschiedener Hulerscher Charakteristik in sich be- 
sitzt mindestens einen Fixpunkt. 

Wir stellen nun die Frage, ob es denn in jeder M” beliebig kleine 
Transformationen mit héchstens endlich vielen Fixpunkten gibt. DaB diese 
Frage zu bejahen ist, erkennt man — immer unter Benutzung der Be- 
zeichnungsweise von § 2 — folgendermafen: 7;",..., Tz» seien die Sim- 
plexe von &", Ey,..., 22% die die Simplexumgebungen der 7," dar- 
stellenden Elemente. Auf dem Rande von 7," definiere man ein stetiges 
Feld von auch der Lange nach bestimmten, nicht verschwindenden Vek- 
toren, deren Endpunkte £," angehéren; ihnen entsprechen vermége der 
affinen Abbildungen, die zwischen den Teilen der verschiedenen Z,". bestehen, 
Vektoren auf gewissen Randsimplexen gewisser der 7;",..., Tun. Diese 
Vektoren bringen wir in den Punkten, zu denen sie gehéren, an, so daB jetzt 
ein Teil der Randsimplexe von 7;",..., 7.» mit Vektoren besetzt ist. 
Wir bringen nun auf dem ganzen Rand von 7;" ein Feld von Vektoren 
an, deren Endpunkte in 2," liegen und unter denen die auf gewissen 
Randsimplexen von 7;" eventuell bereits angebrachten enthalten sind; daB 
diese Anbringung von Vektoren stets méglich ist, wurde in der Arbeit ,,Ab- 
bildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten“*) (§ 5; 2,3) gezeigt. 
So fahren wir fiir »=38,4,..., a” fort, bis die Rander aller 7%. voll- 
stindig mit Vektoren besetzt sind. Darauf wahlen wir im Innern jedes 7, 
einen Punkt P,. und ordnen jedem von ihm verschiedenen Punkt P von 
T,’. denjenigen Vektor PP’ zu, der parallel ist zu dem Vektor desjenigen 
Randpunktes P von 7,", in den P von P,.» aus projiziert wird, und 
dessen Lange sich zu der des genannten Randvektors verhilt wie die 
Strecke P,.P zu der Strecke P,»P; dem Punkte P,» selbst ordnen wir 
den verschwindenden Vektor zu. Auf diese Weise ist ein Vektorfeld mit 
den Singularitaten P,,» definiert. Durch die Vorschrift, da8 jeder Punkt 
in denjenigen Punkt des in ihm angebrachten Vektors PP’ iibergehen soll, 
der die Strecke PP’ in dem Verhiltnis ¢:1—¢ teilt, ist fiir jedes ¢ 
zwischen 0 und 1 eine Umgeburgsiransformation f, definiert. Die Schar 
der f, konvergiert gleichmaBig gegen die Identitét, wenn ¢ sich der 0 
nihert; jede dieser Abbildungen hs: die Punkte P,», und nur diese, zu 
Fixpunkten. 














Vektorfelder in »-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 245 


Es gibt also beliebig kleine Transformationen von M” mit endlich 
vielen Fixpunkten. Wir ziehen hieraus eine Folgerung: Ist M;' eine zu M" 
homéomorphe, d. h. eineindeutig und stetig auf M" abbildbare Mannig- 
faltigkeit, so la8t sich in M” eine Transformation mit endlich vielen 
Fixpunkten konstruieren, die jeden Punkt so wenig von seinem Ausgangs- 
punkt entfernt, daB diese Abbildung nicht nur in bezug auf eine Dar- 
stellung &" von M*, sondern auch in bezug auf eine Darstellung YU" 
von M;* eine Umgebungstransformation ist. Da nun der Index eines Fix- 
punktes eine topologische Invariante der betreffenden Transformation ist‘), 
so ergibt sich hieraus auf Grund von Satz IT der folgende bekannte 

Satz III. Homdomorphe Mannigfaltigkeiten haben dieselbe Eulersche 
Charakteristik. 

Dieser Satz ist einer der klassischen und einfachsten Satze der kombina- 
torischen Topologie®), in der man zwei Mannigfaltigkeiten als homodmorph 
betrachtet, wenn ihre Darstellungen miteinander isomorphe (8. § 1) Unter- 
teilungen besitzen. Der eben gefiihrte Beweis gilt fiir die Topologie im 
weiteren Sinne, in der man zwei Mannigfaltigkeiten bereits dann als 
homéomorph bezeichnet, wenn sie sich eineindeutig und stetig aufeinander 
abbilden lassen. Auch unter diesem allgemeineren Gesichtspunkt ist 
Satz III bereits von Alexander®™) bewiesen worden. 

Wir verfolgen nun die oben angeschnittene Frage nach der Existenz 
beliebig kleiner Transformationen mit endlich vielen Fixpunkten weiter: 
Ist es méglich, eine beliebig kleine Transformation anzugeben, welche an 
den vorgeschriebenen inneren Stellen Q,,...,Q,, (m=O) Fixpunkte mit 
den vorgeschriebenen Indizes g,,...,q,, besitzt, falls nur deren Summe 
gleich der mit (— 1)" multiplizierten Charakteristik ¢ von M" ist? Dies 
ist in der Tat stets méglich**). Denn die Punkte P,,..., Pas, Qi, ..+> Qu 
lassen sich in ein zu M” gehériges Element F einschlieBen**), und in 
diesem 148t sich weiter ein die genannten Punkte im Innern enthaltendes 
Element F, angeben. Wir wahlen nun — in der obigen Bezeichnung — 
t so klein, daB das darch /, gelieferte Bild von F, ganz in F liegt. F’ sei 
ein dem gewéhnlichen Raum angehdériges topologischen Bild von F, F, in 
ihm das Bild von F,, Pj,..., Pan, Qi,.--,Q% seien die Bilder der 
P,, .-+, Pamy Qi,+-+»Qm- Der Abbildung f, entspricht eine Abbildung ff 


*t) J. W. Alexander II, A proof of the invariance of certain constants of Ana- 
lysis Situs, Transact. of the Am. Math. Soc, 16 (1915). — Dort wird die Invarianz 
der Bettischen Zahlen fiir die Topologie im weiteren Sinne bewiesen. Da die Eulersche 
Charakteristik durch die Bettischen Zahlen ausdriickbar ist (s. z. B. Tietze a.a.0.), 
ist damit Satz III bewiesen; vgl. auch H. Kneser a.a.0O., FuBnote 2 auf 8. 12. 

*) Wir setzen n> 2 voraus. 

3%) s. § 2 der in FuBnote °) genannten Arbeit. 
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von F; auf einen Teil von F’; ihre Fixpunkte sind P{,..., Pus, die zu- 
gehérigen Indizes sind wegen ihrer topologischen Invarianz dieselben wie 
die entsprechenden Indizes bei der Abbildung f,; die von den Rand- 
punkten von Fy; nach deren Bildpunkten bei der Abbildung f/ gezogenen 
Vektoren definieren daher eine Abbildung des Randes von Fj auf die 
Richtungskugel, deren Grad (— 1)"-c ist. Auf Grund der Lésbarkeit**) einer 
,»Randwertaufgabe fiir Vektorverteilungen“ (s, die oben *°) zitierte Arbeit 


iiber Abbildungsklassen, § 5, 4) kénnen wir, da auch 5’ g, = (—1)"¢ ist 
p=1 


diese Randvektoren derart zu einem in ganz F{ definierten stetigen Vektor- 
feld ergiinzen, daB dessen Vektoren in den Q/ (u=—1,...,m), und nur 
dort, verschwinden, und da8 die Singularititen des Richtungsfeldes in 
diesen Punkten die Indizes g, besitzen. Die Vektoren dieses Feldes kénnen 
wir tiberdies alle so klein wahlen, da8 ihre Endpunkte simtlich im Innern 
von F’ liegen. Durch die Vorschrift, da8 jeder Punkt von F, in den End- 
punkt des in ihm angebrachten Vektors iibergehen soll, wird Fj derart 
auf einen Teil von F’ abgebildet, daB diese Abbildung g’ auf dem Rande 
mit ff tibereinstimmt und in den Q;, Fixpunkte mit den Indizes g, hat, 
im tibrigen aber fixpunktfrei ist. Der Abbildung g’ entspricht in F, eine 
analoge Abbildung g; ersetzen wir nun f, im Innern von F, durch g, 
wahrend wir im AuBern und auf dem Rande von F, /f, unverandert lassen, 
so haben wir eine Abbildung mit den gewiinschten Eigenschaften kon- 
struiert. Damit ist bewiesen: 

Satz IV. Sind Q,, ...,Q,, (m= 0) beliebige innere Punkte der Man 
nigfaltigkeit M", q,,...,9,, deliebige ganze Zahlen, deren Summe gleich 
der mit (— 1)" multiplizierten Charakteristik von M" ist, 80 gibt es beliebig 
kleine Transformationen von M” in sich, die in den Q, (u=1,...m 
Fixpunkte mit den Indizes q,, besitzen, im tibrigen aber fixpunkt{rei sind**) 

Ein Spezialfall dieses Satzes ist: 

Satz IVa. Jede Mannigfaltigkeit, deren Charakteristik 0 ist, gestatten 
beliebig kleine fixpunktfreie Transformationen in sich. 

Da fiir jede wnberandete geschlossene Mannigfaltigkeit ungerader 
Dimensionenzah! die Charakteristik 0 ist, so gilt insbesondere 

Satz IVb. Jede geschlossene unberandete Mannigfaltigkeit ungerader 
Dimensionenzahl gestattet beliebig kleine fixpunktfreie Transformationen 
in sich. 


Wir betrachten nun Vektorfelder, die stetig im gewdhnlichen Sinne 
sind: In einer Umgebung U(P) jedes Punktes P von M” sei eine 
Menge kartesischer Koordinatensysteme derart ausgezeichnet, daB die 
Koordinaten von je 2 (zu demselben Punkt oder zu verschiedenen 
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Punkten gehdrigen) Koordinatensystemen in jedem ihnen gemein- 
samen Stiick durch sstetig differenzierbare Transformationen  aus- 
einander hervorgehen; Randmannigfaltigkeiten von M™ sollen in diesen 
Koordinatensystemen stetig differenzierbar sein. Dann ist klar, was unter 
Stetigkeit eines Vektorfeldes **) zu verstehen ist. Um die Untersuchung der 
Indizes eines solchen Vektorfeldes direkt auf die Betrachtung unserer 
komplexstetigen Felder zuriickfiihren zu kénnen, miiBten wir eine Dar- 
stellung von M" besitzen, in der die Rander jedes einzelnen Simplexes 7’). 
auch in bezug auf eins der in M" ausgezeichneten Koordinatensysteme 
ebenen Raumen angehérten. Die Existenz einer solchen Darstellung ist 
nicht selbstverstandlich. Wir beschranken uns, um die hiermit angedeutete 
Schwierigkeit zu vermeiden, auf den Spezialfall, daB M” eine Riemannsche 
Mannigfaltigkeit ist; d.h. in jedem Punkt ist in bezug auf jedes aus- 
gezeichnete Koordinatensystem eine stetig von dem Punkt abhiingige 
symmetrische Matrix (g;,) (¢,k=1,...,m) gegeben, deren zugehérige 


quadratische Form By 9; , 42; dx, = ds* positiv definit ist und ihren Wert 
i, k=a 


beim Ubergang von einem ausgezeichneten Koordinatensystem zu einem 
anderen nicht andert. In jeder derartigen Riemannschen Mannigfaltigkeit 
entspricht nun jedem hinreichend kleinen Vektor eine Verschiebung des 
Punktes, in dem er angebracht ist, und jeder hinreichend kleinen Ver- 
schiebung ein Vektor in dem betreffenden Punkt. Mithin folgt aus den 
Satzen IT und IV 


Satz V. Die Summe der Indizes eines Vektorfeldes in einer Riemann- 
schen Mannigfaltigkett ist gleich der mit (— 1)" multiplizierten Charakteri- 
stik; man kann stets**) ein Vektorfeld mit vorgeschriebenen Singularitaten 
und Indizes konstruieren, sofern deren Summe gleich der genannten Zahl 
ist; es existiert dann und nur dann ein singularitdtenfreies Vektorfeld, 
wenn.die Charakteristik 0 ist; insbesondere laBt sich in jeder unberan- 
deten geschlossenen Mannigfaltigkeit ungerader Dimenstonenzahl ein solches 
anbringen. 


Unter den hiermit behandelten Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind 
z. B. diejenigen enthalten, die in den (n + k)-dimensionalen euklidischen 
Raum (k= 0) in stetig differenzierbarer Weise eingebettet sind; im Fall 
k =0 also die von endlich vielen stetig differenzierbaren (x — 1)-dimen- 
sionalen geschlossenen unberandeten Hyperflaichen begrenzten Teilmannig- 
faltigkeiten des Raumes; ferner die Clifford-Kleinschen Mannigfaltigkeiten, 
sowie viele andere, in denen sich eine Riemannsche Metrik definieren J4Bt; 
als Beispiel seien etwa noch die komplexen projektiven Raume Z, genannt, 
d. h. die Gesamtheiten aller Verhiltnisse z,:...:z, von komplexen, nicht 
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simtlich verschwindenden Zahlen; in ihnen la8t sich eine MaSbestimmung 
mit dem Bogenelement : 
o 
» 2,5, > 2,48; | 
1 «=o ‘=0 
ds* = — 


are FP y k e 
(24%) Zeyh Zaaedi, 





definieren**), 

Wir verweilen noch einen Augenblick bei dem Fall der von 
geschlossenen Hyperflichen begrenzten Teilmannigfaltigkeit des n-dimen- 
sionalen Raumes; M” sei durch die geschlossene unberandete Hyperflache 
M"~* begrenzt. Die Vektoren eines Feldes der betrachteten Art gehéren 
alle M* an, sind also auf M*™* iiberall entweder ins Innere von M* 
gerichtet oder tangential an M"~*. Die durch diese Vektoren gelieferte 
Abbildung von M*~* auf die Richtungskugel hat den Grad (—1)*-c, 
wenn wieder ¢ die Charakteristik von M" ist; die zu dieser Abbildung 
diametrale Abbildung, die durch ein Feld nirgends ins Innere von M” 
gerichteter Vektoren vermittelt wird, hat daher den Grad (—1)* -(—1)"-c=c. 
Dieser Grad ist die ,,Curvatura integra‘ von M™*‘). Damit ist bewiesen: 

Satz VI. Die Curvatura integra einer im n-dimensionalen Raum 
liegenden, stetig differenzierbaren, eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
begrenzenden, Jordanschen Hyperjflache ist gleich der Charakteristik der 
begrenzten Mannigfaltigkest. 

Diesen Satz habe ich friiher nur fiir den Spezialfall bewiesen, da& 
die begrenzte Mannigfaltigkeit ein Zlement ist. Ferner ergab sich an der 
genannten Stelle: Die 2k-dimensionale geschlossene, nicht notwendig 
Jordansche, stetig differenzierbare Hyperfliche m des (2k + 1)-dimensio- 
nalen euklidischen Raums sei ein ,,Modell“ der zweiseitigen, geschlossenen, 
unberandeten Mannigfaltigkeit M°*; dann ist ihre Curvatura integra C(m) 
eine topologische Invariante von M**, und die Indexsumme der Singu- 
laritéten jedes an m tangentialen Vektorfeldes ist, vorausgesetzt, daB nur 
endlich viele Singularitéten vorhanden sind, gleich 20 (m). Hieraus folgt 
nunmehr: 

Satz VII. Die Curvatura integra einer geachlossenen, nicht notwendig 
Jordanschen, stetig differenzierbaren Hyperfliche des (2k +-1)-dimen- 
sionalen Raumes, die ein Modell der zweiseitigen, geschlossenen, unberan- 
deten Mannigfaltigkeit M** ist, ist gleich der halben Charakteristik von M**. 

*) In § 5 der unter ‘) zitierten Arbeit habe ich auf einfache Weise eine beliebig 
kleine Transformation bzw. ein Vektorfeld in Z, mit der Indexsumme k +1 angegeben 
und auBerdem in etwas umstindlicher Weise gezeigt, daB die Charakteristik den 


Wert &k+1 hat; diese Bestimmung der Charakteristik ist nunmehr auf Grund von 
Satz V iiberfliissig. ° 
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Daraus ergibt sich weiter (vgl. die mehrfach zitierte friihere Arbeit), 
da die Curvatura integra stets eine ganze Zahl ist: 

Satz VIII. Hine geschlossene, unberandete, zweiseitige Mannigfaltig- 
keit M" mit ungerader Charakteristik besitzt im (n+ 1)-dimensionalen 
euklidischen Raum keine stetig differenzierbare Hyperflache als Modell, 
auch nicht bei Zulassung von Selbstdurchdringungen. 

Das einfachste Beispiel fiir eine solche M” ist die als ,,komplexe 
projektive Ebene“ definierte vierdimensionale Mannigfaltigkeit Z, (s. Fub- 
note 24). 

Ein Analogon zu Satz VIII ist die Tatsache, daB eine 2 k-dimen- 
sionale geschlossene Mannigfaltigkeit M*", die die vollstindige Berandung 
einer geschlossenen M**** bildet, stets eine gerade Charakteristik hat, 
naimlich die doppelte Charakteristik von M******), Eine M™* mit unge- 
rader Charakteristik, also z.B. Z,, kann daher durchdringungsfrei iiber- 
haupt in keinen einfach zusammenhingenden, nicht notwendig mit dem 
gewohnlichen Raum homéomorphen, geschlossenen (2% + 1)-dimensionalen 
Raum R**** eingebettet sein — wenigstens nicht im Sinne der kombi- 
natorischen Topologie, d. h. so, daB sie durch einen Teil des Randkomplexes 
einer Darstellung von R**** reprisentiert wird —, da sie dann die 


Begrenzung jedes der beiden Teile bilden wiirde, in die sie R**** zerlegen 
miiBte **), 


*5) Dies folgt daraus, daB die unberandete (2%-+-1)-dimensionale Mannigfaltig- 
keit, welche durch Identifizierung entsprechender Randpunkte zweier Exemplare von 
M***? entsteht, die Charakteristik 0 besitzt; vgl. Dyck, Beitrige zur Analysis Situs II, 
Math. Ann. 87 (1890). 


%) H. Kneser, Ein topologischer Zerlegungssatz, Koninkl. Akad. v. Wetenschapen 
te Amsterdam Proc. 27, Sept. 1924. 


(Eingegangen am 11. 8. 1925.) 


Zusatz. 


Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden, daB der Begriff der 
»komplexstetigen Vektorfelder“, auf dessen Verwendung die Ergebnisse 
der obigen Arbeit im wesentlichen beruhen, nicht klar genug definiert 
worden ist und zu MiGverstindnissen AnlaB gegeben hat. Ich formuliere 
daher diese Definition noch einmal ausfiihrlicher als friiher: 

YU” sei eine reduzierte affine Darstellung des Komplexes 0". Eine 
Zuordnung % von Vektoren »(P) zu den Punkten P von U heiBt ein in 0” 
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(in bezug auf 2%”) ,,komplexstetiges Vektorfeld‘‘, wenn folgende Bedingungen 
erfiillt sind: 

A. Im Inneren und auf dem Rande jedes einzelnen Ty's [u" = 1,..., 8"] 
ist B eindeutig und stetig, abgesehen héchstens von endlich vielen im 
Inneren gelegenen Punkten. 

B. P, sei ein Randpunkt von Ty, To" [1 <k <n] sei irgendein 
Randsimplex — nicht nutwendig dasjenige niedrigster Dimenstonenzahl —, 
dem P, angehért. Ty~* [9 =1,...,1r] seien die mit 7j~* in O” als 
identisch zu betrachtenden Randsimplexe anderer 7's, P, die P, ent- 
sprechenden Punkte der Ty", (Wy), [eo =0,1,..., 1] die k-fachen Win- 
kel, deren Scheitel diejenigen ebenen Raume Z;"~* sind, zu welchen die 
T*~* gehéren. 

Dann tritt stets einer von folgenden beiden Fallen ein: 

I. (Hauptfall.) Von den r+ 1 Vektoren »(P,) weist genau einer 
ins Innere seines (W;),, wahrend alle anderen ins AuBere ihrer (W; ), ge- 
richtet sind. 

II. (Grenzfall.) Einer der Vektoren v(P,), etwa v(P,), gehért dem 
Rande seines (Wy ), an; dann kann es unter den Vektoren p*, welche vermég 
der zwischen den Randraéumen bestehenden affinen und transitiven Zuord- 
nungen dem Vektor »(P,) entsprechen, einen oder mehrere geben, die 
ebenfalls zu & gehéren; es brauchen aber nicht — im Gegensatz zu dem 
am Schlu8 des § 2 herangezogenen Spezialfall des im gewdhnlichen Sinn 
stetigen Vektorfeldes in einer Mannigfaltigkeit — alle diese »* zu B zu 
gehéren. Alle iibrigen Vektoren »(P,), welche nicht Vektoren »* sind, 
zeigen ins AuBere ihrer (Wy ),. 


(Eingegangen am 26. 5. 1926.) 











Uber affine Geometrie XL: Eiflichen konstanter 
Affinbreite. 


Von 


Wilhelm Sii8 in Kagoshima (Japan). 


1. Bekanntlich haben Eiflachen konstanter Breite 6 die Eigenschaft, 
daB die Verbindungssehne der Beriihrungspunkte zweier paralleler Stiitz- 
ebenen die konstante Linge b besitzt und jede Normale eine Doppel- 
normale ist. Es liegt nahe, die Méglichkeit analoger Verhiltnisse in der 
affinen Geometrie der Eiflachen zu untersuchen. Dabei sei folgende De- 
finstion zugrunde gelegt: Eine ,,stetig-differentiierbare“ Eiflache 2 besitzt 
die konstante Affinbreite 6, wenn die Affinentfernung*) jedes Punktes P 
von E von seinem ,,Gegenpunkt‘**) P’ den konstanten Wert # besitzt. 
Andererseits fragen wir nach den Eiflachen, deren Affinnormalen affine 
Doppelnormalen sind. Es wird sich herausstellen, daB beide Fragestellungen 
nicht nur zu denselben Flachen fiihren, sondern sogar so einschneidende 
Bedingungen enthalten, daB sie charakteristische Eigenschaften des Ellip- 
soids darstellen. Wir werden folgenden Satz beweisen: 

Die Ellipsoide sind sowohl die einzigen Hiflichen konstanter Affin- 
breite wie auch die einzigen analytischen Hiflichen, deren Ajfinnormalen 
sdmtlich affine Doppelnormalen sind. 

AuBerdem werden wir auf das affingeometrische Analogon des Satzes 
von Herrn K. Reidemeister*) eingehen, da8 die Kérper konstanten Durch- 
messers mit denjenigen konstanter Breite identisch sind. Am Schlusse 
beschaftigen wir uns noch mit dem Problem der Eilinien, deren Affin- 
normalen affine Doppelnormalen sind, das auf Ellipsen fiihren wird. 


1) Siehe z.B. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II, Berlin 1923, 
8.110. Wir zitieren dies Buch mit (B). 


*) D. h. in P und P’ sind die Tangentenebenen einander parallel. 
*) Uber Kérper konstanten Durchmessers, Math. Zeitschr. 10, S. 214 ff. 
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§ 1. 
Eiflachen konstanter Affinbreite. 


2. Wir wollen annehmen, die betrachtete Eiflache Z sei keine Kugel, 
und die aquiformen (gewdhnlichen) Kriimmungslinien als Parameterkurven 
(u,v) einfihren. Dann ergibt sich fiir die konstante Affinbreite 6 nach 
unserer Definition’) der Ausdruck 





(fu, Iv, = —2) (§,&—r) = 
1 = === =j. é, = . 
(1) B= i. VE (§,&—z) 


wobei (~) den Gegenpunkt des Punktes (r), den Einheitsvektor der 
gewohnlichen Flachennormalen, K=4~* die GauSsche Kriimmung und 
E, F, G, L, M, N die gewéhnlichen FundamentalgréBen im Punkte (r) 
bedeuten, fiir die dann 
F=M=0 

sein soll. 

Aus (1) folgt bei Vertauschung der beiden Punkte (x) und (f) fiir 
die GauBsche Kriimmung K im Punkte (f): 


(2) K=i‘*=K=i". 

Wegen (2) aber wird die Eiflache Z von der Beriihrungskurve jedes 
umschriebenen (Stiitz-) Zylinders halbiert; Z ist somit nach einem Satz 
von Herrn T. Kubota‘) eine Mittelpunktseiflache. 


Es sei nun weiter (ij) der Affinnormalvektor im Punkte (r) 
(bzw. (£)). Dann ergibt sich nach unserer Wahl der Parameterlinien °): 
§ 


1 
(3) 97a tae ht F- 





Wir behaupten nun das Bestehen der folgenden Beziehung: 
(4) t—r=A-y. 


Setzen wir namlich 


(53) E—-t—4E,+ 72, +06, 
so folgt aus (1) zunichst 
(5b) o= 4. 


*) Einige Probleme iiber konvex-geschlossene Kurven und Flachen, Téhoku 
Math. Journal 17, 8. 351 ff., Satz 2. 
5) (B), 8. 166 (186). 




















Eiflachen konstanter Affinbreite. 
Ferner erhalt man durch Differentiation von (1): 
A,(é, r >. tr) + A(E, t Si: t) + A(é, | a t,) = 0, 
4,(6,E—z)+4(6,,F—£)+4(6,%,—,) = 9. 

Hierin verschwinden die dritten Glieder, da die Tangentenebenen in (r) 
und (f) einander parallel sind. Und nach den Ableitungsgleichungen von 

Weingarten ist: 
L 
é, cele Tu 
N 
é, ge ty: 
Somit erhalten wir " 
A - 
(a¢—“#2,,F—-1) =0, 


AN - 
(4¢—“F2,,f-1)=0. 
Nach (5a) und (5c) aber folgt 


(5c) 


| Ao-iALp=0, 
4,e—ANvy =0, 
oder nach (5c) 
wm ae bo 
(54) A 
y= 6. 
aN 


Aus (5a), (5b) und (5d) ergibt sich die behauptete Beziehung (4). 
Statt (4) kénnen wir auch schreiben: 
(6) 5+5=0. 


Es sei nun O der Mittelpunkt von Z, und es mégen die Vektoren x 
O zum Ursprung haben. Da die Tangentenebenen in den Endpunkten 
zweier entgegengesetzter Vektoren x einander parallel sind, so sind stets 
r und — zwei solche von O aus einander entgegengesetzte Vektoren: 
(7) C=r+r=—0. 


Nehmen wir nun an, £Z sei kein Ellipsoid, und wahlen wir von nun an 
die Affinkriimmunggslinien zu Parameterkurven (u’, v’)*), so folgt fir ¢ 
nach (4) 
0 = fy + tw’ = 2ry + Boy 
= fw" -[2 + B(c} —h)] 
=%'-(2+B(c}—h)), 


®) (B), 8. 164. 
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wenn hf die mittlere Affinkriimmung bedeutet. Daraus geht aber hervor: 


} —h=c}-h=—F, 


oder, da cf =0 ist’), 
(8) h = | — konst. 


Nun sind aber die Ellipsoide die einzigen Eiflachen mit konstanter mitt- 
lerer Affinkriimmung h*). Somit ist unsere Annahme, £ sei kein Ellipsoid, 
falsch und der erste Teil unserer Behauptung in 1, bewiesen. 


§ 2. 
Eiflichen mit affinen Doppelnormalen. 


3. Wir bezeichnen den zweiten Punkt, welchen die Affinnormale im 
Punkte (x) mit der analytischen Eifliche Z gemeinsam hat, mit (r*). 
y* mége der Affinnormalenvektor im Punkte (r*) sein. Dann lautet unsere 
Frage: Fiir welche Eiflachen Z gibt es eine (skalare) Funktion des Ortes 
q(u,v) derart, daB stets 
(1) ge —g=¢-9~-—¢"-9° 
ist, wenn g* den Wert von g im Punkte (r*) bedeutet? 

(1) stellt eine doppelte Erweiterung der Gleichung (4) von §1 dar, 
indem g nicht als konstant angenommen wird und die Tangentenebenen 
in (x) und (r*) nicht parallel sein miissen. Ubrigens bedeutet gq die 
Affinentfernung des Punktes (r*) vom Punkte (r). *) 

Wir nehmen wieder an, Z sei kein Ellipsoid, und wiahlen die Affin- 
kriimmungslinien zu Parameterkurven (u,v). Die Parameter (u,v) seien 
dabei so normiert, daB der Vektor » in das Innere von EZ weist und die 
affinen Hauptkriimmungsradien r,, r,, r*, rf’ im Punkte (rz) bzw. (r*) 
positiv sind**), Die Affinnormalen »* bilden nun nach (1) gleichzeitig 
mit ) eine Torse; d.h. wenn sich der Punkt (r) auf einer Affinkriimmungs- 
linie bewegt, so beschreibt der zugeordnete Punkt r¢* gleichzeitig eine 
Affinkriimmungslinie. u und v kénnen somit gleichzeitig in den Punkten 
(x) und (r*) als Parameter der Affinkriimmungslinien verwendet werden. 


Dann ist nach dem affingeometrischen Analogon zu der Formel von 
O. Rodrigues 


(2) 


per tt trtrfoe=0, 
tr +7,),=0, ty +rfys =0. 


*) (B), 8. 168 (a,,). — %) (B), § 74. 
*) (B), 8.162 (a9) und S. 165 (184). 
1) (B), 8. 212. 
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Die zu » und y* gleichzeitig gehédrigen Hiillgebilde haben mit » bzw. y* 
gemeinsame Beriihrungspunkte 
betas: A 
t=Etry=—r*+riy*. 
Durch Differentiation von (3) erhailt man unter Beachtung von (1) und (2): 


isa} 


* * 
ae fief) —y*(1—% |, 
qt ( S)+9(n. o* t ( “,) 


Hieraus folgt entweder 
(4a) r:=7,, r=re 
oder 


(8) 





*_ (r,- (ty—%) ie 

~ (ear), —%)% 
re = (r,- rs) ‘ 

° @W-q).” 

Wenn iiberall auf HZ (4a) erfiillt ist; so ist die Eiflaiche notwendig 
ein Ellipsoid**), was im Widerspruch zu unserer gegensatzlichen Annahme 
von oben steht. Auf der analytischen Eiflache 2 muB also tiberall (4b) 
erfiillt sein, dagegen (4a) nur in isolierten Punkten. Dann aber folgt aus 
(1), (2) und (4b) 


(4b) 


# a 
" a Be ae v, 


v. 
°— an 2 * te = %9 +qy,=g.9—4,, 
a 2 r, 


1 
* 
1%. ~%% 


* ade ae 
q, i= (r* 4 (r*—r*)r, ty q,9 tT; ty . 


rte — F, 


Also ist iiberall auf Z 


d. h. 

(5) q = konst. 

AuBerdem besteht nach (4b) fiir die Einheitsvektoren der gewdhnlichen 
Flachennormalen é, é* in (rz) bzw. (¢*) die Beziehung 

(6) é+é*=0. 

Mit (5) und (6) aber sind wir auf den in §1 behandelten Fall der 


%=%=9, 


") (B), § 77. 
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dortigen Gleichung (4) zuriickgefiihrt worden. HZ miiBte also im Wider- 
spruch zu der anfangs gemachten Voraussetzung doch ein Ellipsoid sein. 
Hiermit ist der zweite Teil des in 1. behaupteten Satzes bewiesen. 

4. Hier soll eine Betrachtung von Kérpern konstanten Affindurch- 
messers beigefiigt werden. Es sei B ein dreidimensionaler, von einer 
geschlossenen, zweiseitigen, ganz im Endlichen gelegenen, stetig -differentiier- 
baren Fliche F begrenzter Bereich. Unter dem ,,Affindurchmesser“ D von B 
verstehen wir das Maximum der Affinentfernungen e(f, 1) eines Punktes (7) 
aus B von einem Oberflachenpunkt (r). In Analogie zu der entsprechenden 
Definition von Herrn K. Reidemeister*) sagen wir, daB B von konstantem 
Affindurchmesser sei, wenn es zu jedem Punkt (rz) auf F einen Punkt (z) 
in (B) gibt derart, daB fiir jeden beliebigen anderen Punkt (4) aus B 


(7) e(g,t) Se(E,4) = 
ist, wobei c eine feste endliche Zahl bedeutet. Hierbei ist nach (1) in § 1 


(8) e(g, 4) = 24-9 = 1(é, 5-2). 
V/\x\ 


Wir behaupten: Hin Kérper B konstanten Affindurchmessers ist ein 
Ellipsord. 

Dazu miissen wir nach §1 nur zeigen, daB die Oberfliche F von B 
eine Eiflache ist und konstante Affinbreite besitzt. 

DaB F eine Eiflache ist, folgt aus (7). Denn zunachst mu8 iiberall 
auf F K>O sein. Nach unseren Voraussetzungen fiir F mu8 nimlich 
auf jeden Fall irgendwo auf F K>O sein. Ware aber in einem Punkte 
von F K=0, so miiBte B ganz in eine Ebene fallen, weil andernfalls 
nach (8) unendliche Affinentfernungen méglich waren, was im Widerspruch 
za der Endlichkeit der Konstanten c in (7) steht. Wenn aber K an einer 
Stelle von F wesentlich positiv ist und nirgends verschwindet, so ist 
tiberall auf F K>O und F somit wegen seiner Geschlossenheit eine 
Eiflache **), 

Wir betrachten nun die Menge M aller Punkte (a), fiir die 
(9) e(a,%))=c 


ist, wobei (x,) ein fester Punkt von F ist. In M ist nach unserer De- 
finition (7) mindestens ein Punkt (=) von B enthalten. Ein solcher 
Punkt (¢) gehért selbst zu F, weil sonst nach (8), da B ein Eikérper 
ist, der Schnittpunkt der Verlingerung von (f — rx) tiber den Punkt (Z) 
hinaus mit F gréBere Affinentfernung von (rz) besaBe als c. Alle Punkte (a) 


%*) Vgl. W. Blaschke, Kreis und Kugel. Leipzig 1916, 8. 164. 
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in (9) liegen also auf F oder auBerhalb B. Wir behaupten nun: Die 
Menge M der Punkte (a) ist eine zur Tangentenebene in (rx) an F 
parallele Tangentenebene in (t) an F. Nach (8) und (9) ist M eine Ebene, 


die wegen 
(4-0 


zur Tangentialebene in (r) parallel ist; M enthalt den Punkt (Z); sie ist 
Tangentialebene in ({) an F, da sie Stiitzebene von B sein muB; wegen (9) 
gabe es naimlich andernfalls wie oben gréBere Affinentfernungen in B als c. 

(x) und (f) sind somit ein Punktepaar, das mit (7) die Bedingungen 
eines Eikérpers konstanter Affinbreite erfiillt, w. z. b. w. 


§ 3. 
Eilinien mit affinen Doppelnormalen. 
5. Wir fragen jetzt nach den Eilinien mit affinen Doppelnormalen. 
Es sei H(z) eine solche Eilinie. Wir behaupten: E ist eine Ellipse. 
E mége auf die Affinlange s als Parameter bezogen sein. Es sei (f) 
oder (x(5)) der zweite Schnittpunkt der Affinnormalen im Punkte (z(s)) 
mit Z. Dann soll es also eine Funktiou g(s) geben derart, daB 


(1) (8) —£(8)=@(s)-2" (8) = —9(8)-2"(8) 

ist, wobei die Differentiation nach der Affinlinge stets durch Striche 
bezeichnet sei. Es sei k die Affinkriimmung, r= der Affinkriimmungs- 
radius und (8) der Affinevolutenvektor im Punkte (r(s)). Dann ist**): 


A f(a) = 4 (0) +r(s)2"(8), 
\y'(#) = 1" (8) 2” (2). 
Da die Affinnormalen Doppelnormalen sein sollen, so ist 
o(3) =9(s), 
(8) yf (8) $3 = y'(8)-8" = 9'(2). 


Hieraus schlieSt man unter Verwendung von (1) und (2) auf 
(4) { oe ne =4(8)9(8), 
q(8)r’(3)3’+9(8)r’(s)=0. 
Differentiiert man (i) nach s, so erhalt man wegen der Beziehungen** 
r’(s)+r(s)z"(s) =0, 
wth * (t’, 2") = 


18) (B), 8. 28. 
4) (B), 8. 15. (a, 6) bedeutet hier die Determinante a, }, —a, d, . 
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die Gleichungen 
on { wenvinr=w(, 
(z’(), 2’(8)) = —9'(8)8", 
aus welchen folgt: 
(7) q' (8) +9'(5)5"° = 0. 
Nehmen wir zunichst an, es sei 


q'(s)=0, 
so folgt aus (6), daB x’(s) und ¢’(5) stets einander parallel sind. Dann 
ist nach (1) und (5) 
((8) —z(8), 2(8)) = -g=—-@ 





also") 
o(s) =|z'(s)|’=|z"(8)|"=e(8), 
wenn g den aquiformen (gewéhnlichen) Kriimmungsradius bedeutet. Dann 
aber ist Z eine Eilinie mit Mittelpunkt. Da aber nach (4) 
r(s)+97(5) = gq = konst. 
ist, so folgt fiir Z 
r(s) =r(8) ={ = konst., 


d.h. Z ist eine Ellipse, wie wir behauptet haben. 

Wir nehmen jetzt an, es sei nicht g’=0, und werden aus dieser 
Annahme einen Widerspruch ableiten. Es ist Z dann keine Ellipse, also 
auch nicht r’(s)=0. 

Durch Differentiation von (4), erhilt man unter Verwendung von (4) 
und (7) nach kurzer Rechnung die Relation 
(8) q(8)r(5)=9(s8)r(s), 
wobei von unserer eben ausgesprochenen Annahme Gebrauch gemacht wird. 
Aus (4), und (8) ergibt sich weiter 

ya — 2 r'(s) r(s)r’(s) 


q(s)r'(8) ~~ ~—sr (a) (a) 








Also ist 

(9) r* (8) + 1r*(5) = a* = konst. 

(4),, (8) und (9) fiihren schlieBlich zu der Gleichung 
(10) r(s)q(s) =a* =r*(s) + r*(5) = konst. 
Hieraus erhalt man noch . 
(11) a°(2) +.9°(8) = 9" (0) - oy = [29 


%) (B), S. 82. 
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Es sei fiir s= 8, (5, = 5(8,)) 
q (8%) = 9 (5). 
Dann folgt aus (10) und (11) 
(12) 9 (8) = (5) = 2r(8,)—=2r(5,) =a V2. 


Betrachten wir den fiir den Punkt (r(s)) geltenden Parameterwert ¢ 
auch als Parameterwert des Punktes (r(3)), so besteht, wenn wir die 
Differentiation von ¢(3) nach s durch Punkte bezeichnen, die Beziehung**) 


(13) 5’9 = (¢(5), & (8). 
Nach (1), (5) und (10) ist nun 
(8) =x’ (s)[1—28)) + 9'(s)2"(8), 
£(8) = £"(0)[1— 22 + 9"(a)| — 3 C2r"(0). 
Nach (10) und (18) ist also: 
(14) a*5’* =[g*(s)— a*] [g*(8) —a* — aq” (s)] + 3a°q(s)q’*(s). 
Aus (4), erhalt man andererseits nach (7) und (10) 
Pa q(s)r’(s) _ g*(8) 





=~ Gar @ ~ ae) F 
also ist : 
’ q (8) 
(15) v= {ta}: 


Im Falle (12) (s = 8,) ergibt sich somit aus (14) und (15): 
a* 3’? ot — atg”(s,)+ 3a*V2q'*(8,) =a". 

Da ein analoger Schlu8 fiir den zugeordneten Wert s = 5, = 5(s,) gilt, 
ist somit: 
(16) aq” (8) = 3129’"(a%), 

aq” (8) = 812q'*(5,). 

Nun erhalt man durch Differentiation aus (7) 
q” (8) +9” (5)5’* + 29'(5)3'3” = 0. 
Ferner errechnet man aus (7), (11) und (15) 
5” wx 29°(8)9"(8) 


aq(s) ” 
so daB nach (16) in einem (12) entsprechenden Punkte sein mu8: 
(17) q’* (8) + 9'*(8>) + 209’ (8) 9’ (8) = 0. 


%) (B), 8. 10 (47). 














W. Si8. Ejiflachen konstanter Affinbreite. 
Da nun aus (7) und (15) 

(18) q*(8)q'(8) +9°(8)q’(s) =0 
folgt, so mu8 nach (15) und (17) in einem solchen speziellen Punkte sein: 
29’*(s,)(1—«) = 0. 

Der Wert der Konstanten @ ist aber von der zugrunde gelegten MaB- 
einheit abhaingig. Somit muB8 
q' (8%) = 9" (8) = 0 
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sein. Dann folgt aus (16) 

q” (8) = 9" (8) = 0 
und durch sukzessives Differentiieren der aus (14) und (15) hervor- 
gehenden Gleichung, sowie von (18) fiir alle »= 1, 2,3,... 
(19) q” (8) = q™ (5,) = 0 (y= 1, 2, 3,...). 
Dann aber mu8 iiberall auf H (12) bestehen; 2 miiBte also im Wider- 
spruch zu unserer Annahme ‘eine Ellipse sein, w. z. b. w. 

Folgender Satz, dessen Analogon in der elementaren Differential- 
geometrie ich a. a. O. beweisen werde, ist eine Folge des soeben bewiesenen 
Satzes: 

Enthali ein Hikérper K in seinem Innern einen Punki P von der 
Art, daB alle P enthaltenden Schnittovale Hilinien mit affinen Doppel- 
normalen sind, so ist K ein Ellipsoid. 

Da namlich die Schnittovale simtlich nach dem Obigen Ellipsen sein 
miissen, erlaubt ein Satz von Herrn T. Kubota*’) den SchluB, daB K ein 
Ellipsoid ist. 


Kagoshima, April 1925. 


1”) Einfache Beweise eines Satzes iiber die konvexe, geschlossene Fliche; Science 
Reports of the Téhoku Univ. 8 (1914), S. 285 ff., Kap. III und IV, woraus sich 
eine Erweiterung des obigen Satzes entnehmen laBt. 


(Eingegangen am 14. 7. 1925.) 








Die Wiederholung des Michelson-Versuchs und die 
Relativititstheorie. 


Von 


D. van Dantzig in Amsterdam. 


§ 1. 
Einleitung. 


In ihren Mitteilungen’) iiber die erste Wiederholung des im Jahre 1881 
zum erstenmal ausgefiihrten, aber damals auf eine falsche Rechnung 
gegriindeten Michelson-Versuches*) berichteten A. A. Michelson und 
E. W. Morley 1887: ,,Nur die Bewegung der Erde in ihrer Bahn in 
Betracht ziehend ... zeigen die Wahrnehmungen, daB die Relativgeschwin- 
digkeit der Erde und des Athers wahrscheinlich kleiner ist als ein Sechstel 
der Bahngeschwindigkeit der Erde und gewi8 kleiner als ein Viertel.“ 
Seitdem wurde dieses Ergebnis durchweg als ein negatives betrachtet. 
Spiter ist der Versuch von E. W. Morley und D.C. Miller wiederholt 
worden (1904—1906)*), und, nachdem Erstgenannter gestorben war, von 
Miller allein in den Jahren 1921, 1924 und 1925‘). Im Anschlu8 an eine 
Bemerkung von Michelson und Morley*) wurden die spaiteren Beobachtungen 
auf dem Mount-Wilson gemacht. 

Das bekannte Michelsonsche Interferometer wurde einer kontinuier- 
lichen Drehung in der Horizontalebene unterzogen, die durchschnittlich in 
etwa einer Minute ausgefiihrt wurde. Wahrend dessen wurde ununter- 
brochen die Lage der Interferenzstreifen wahrgenommen. Gearbeitet wurde 
bei verschiedenen Tages- und Jahreszeiten, wobei besondere MaSnahmen 


1) Amer. Journ. of Science 84 (1887), 8S. 388; Phil. Mag. 24 (1887), S. 444. 
*) Amer. Journ. of Science 22 (1881), 8. 120. 


*) Phil. Mag. 8 (1904), S. 758; 9 (1905), 8. 619, 680; Proc, Nat. Acad. So. 41 
(1905), 8. 821. 


*) Phys. Rev. 19 (1922), S. 407. 
*) Amer. Journ. of Science 24, 8. 341. 
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getrofien wurden, um die magnetischen und thermischen Einfliisse zu eli- 


minieren. Im Gegensatz zu den friiheren Resultaten wurde eine deutliche 





Fig. 1. 





Verschiebung der Interferenzstreifen wahrge- 
nommen. In Fig. 1, die Millers Abhandlung 
in der National Academy of Sciences*) ent- 
nommen ist, stellen die Pfeile der GréBe und 
Richtung nach die maximale Verschiebung der 
Streifen, bzw. das zu diesem Maximum gehé- 
rige Azimuth im Laufe eines Sterntages dar. 
(Die Zeitpunkte sind in siderischer Zeit an- 
gegeben.) Insbesondere zeigte sich eine ziem- 
lich gute Ubereinstimmung dieser Versuche 
(vom April 1925) mit denen vom April 1921, 
obwohl sie auf einem anderen Berg, mit einem 


anderen Beleuchtungs- und Wahrnehmungssystem und mit einem seitdem 
vollig umgebauten Interferometer gemacht worden sind. 


In England und Amerika haben diese Ergebnisse, die Miller in den 


Worten: 


»The ether-drift experiments at Mount-Wilson during the 


years 1921 to 1925 lead to the conclusion that there is a relative motion 
of the earth and the ether at the Observatory of approximately nine kilo- 
meters per second, being about one third of the orbital velocity of the 
earth?) zusammenfaft, groBes Aufsehen erregt. Dr. Ludvik Silberstein 
haben sie z. B. zu den Worten ,,... knock out the relativity theory radi- 
cally ... und zum Versuche ihrer Deutung auf Grund der Athertheorie 
von Stokes, Planck und Silberstein*) veranlaBt*). 

Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist: m zeigen, da8 der 
Miller-Effekt einen Riickgang zur klassischen Athertheorie keineswegs not- 
wendig oder wiinschenswert macht, und die diesbeziiglichen Betrachtungen, 
die der Verfasser in seiner vorlaiufigen Mitteilung in Nature’) nieder- 
gelegt hat, eingehender durchzufiihren. Am Schlu8 der Abhandlung werden 
einige der wichtigsten Bedenken gegen die Experimente erwahnt werden, 
wobei sich herausstellen wird, da8 ernster Zweifel an ihrer Richtigkeit 
keineswegs unberechtigt ist. Nichtsdestoweniger méchte es von Interesse 


*) D.C. Miller, ,Ether-Drift Experiments at Mount-Wilson“, Proc. Nat. Acad. 
Science 11 (Juni 1925), 8S. 306. Eine kurze Ubersicht findet man in Nature 116 


(11. Juli 1925), 8. 29. 


") Proc. Nat. Acad. of Science 11, 8. 314. 

®) L. Silberstein, Phil. Mag. 89 (1920), S. 161. 

*) Nature 115 (23. Mai 1925), S. 798. 

) D. van Dantzig, ,The Miller Effect and Relativity“, Nature 116 (26. Sept. 


1925), 8. 465. 
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sein, jetzt schon zu untersuchen, welchen EinfluS der Miller-Effekt auf die 
R.-T. haben wiirde, wenn er vielleicht dennoch sichergestellt wiirde. Vorlaufig 
wollen wir also annehmen, da8 dies tatsichlich geschehen sei, d.h. daB 
sich von experimentalphysikalischer Seite keinerlei Beobachtungsfehler 
aufweisen lassen, so da die gefundenen Resultate vollwertig in den Natur- 
gesetzen beriicksichtigt werden miissen. 


§ 2. 
Uber die Grundlagen der R.-T. 


Zuerst wollen wir bemerken, da das Grundprinzip der allgemeinen 
R.-T.: ,,Ein Naturgesetz ist invariant beliebigen topologischen (d. h. ein- 
eindeutigen stetigen) Transformationen gegeniiber“ von keinem einzigen 
Experiment beeintrichtigt werden kann, und also nach Hermann Weyl**) 
ein rein formales Prinzip darstellt**), Die Bedeutung dieses Prinzips 
wird besonders dadurch erhellt, daB man nach Prof. G. Mannoury**) das 
Problem des Aufbaus der Physik ginzlich auf psychische Inhalte zuriick- 
fiihrt. Ein derartiger Aufbau mége im folgenden kurz skizziert werden, 
wobei wir, der Kiirze halber, auf vollkommens Strenge der Darstellung 
und Aufzaihlung simtlicher Voraussetzungen verzichten miissen. 

Der Méglichkeit einer Physik, sowie einer jeden ,exakten“ oder 
wenigstens ,,konkreten“ Wissenschaft, liegt die — im Sinne Vaihingers**) 
»fiktive* — Méglichkeit zugrunde, die kontinuierliche Wirklichkeit in eine 
Menge diskreter Elemente aufzulésen, die mittels irgendeines Symbols 
(z. B. Wortes, Zeichens) angegeben werden kénnen: das ist aber nichts 
anderes als die Méglichkeit der Sprache iiberhaupt’*). Die Elemente dieser 
Menge nennen wir ,,Weltpunkte“. Sodann mu8 die Méglichkeit postuliert 
werden, gewisse Teilmengen mittels besonderer Symbole zusammenzufassen. 
Und zwar soll einerseits eine Menge bestimmter Teilmengen mittels je 





1) ,Massentrigheit und Kosmos“, Die Naturwissenschaften 12 (1924), 8. 197. 
Wieder abgedruckt in ,Was ist Materie?“ S. 61. Berlin: Julius Springer 1924. 

12) Diese Auffassung wird in der letzten Zeit ziemlich allgemein vertreten, u. a. 
von Prof. Einstein, wie dieser dem Verfasser Dezember 1924 nach Kenntnisnahme 
vorliegender Abhandlung brieflich mitteilte. Vgl. auch die in FuBnote **) genannte 
Abhandlung. 

13) U. a. in seinen an der Amsterdamer Universitit in den Jahren 1920—1921 
gehaltenen Vorlesungen. 

*) Hans Vaihinger, Die Philosophie des Als-Ob*. Berlin: Reuthen & Reichard, 
2. Aufi., 1913. 

15) Das Wort Sprache“ ist im allgemeinsten Sinne gemeint. Vgl. z. B. Fritz 
Mauthner ,Beitrige zu einer Kritik der Sprache“. Erster Band: Zur Sprache und 
zur Psychologie“. Stuttgart und Berlin: J. G. Cotta, 2. Aufl. 1906, 8. 3 ff. 
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einer ,,Identitatsrelation® (die dem psychischen Phinomen der Wieder- 
erkennung entnommen ist und aussagt, daB die Weltpunkte zum selben 
»Etwas“, z. B. zum ,selben“ wahrgenommenen Dinge gehéren), anderer- 
seits eine Menge bestimmter Teilmengen mittels je einer ,,Koinzidenz- 
relation“ (die aussagt, daB die zu einer Teilmenge gehérigen Weltpunkte 
in physikalischem Sinne ,,zusammenfallen“) herausgehoben werden. Die 
Teilmengen erster Art wollen wir vorlaufig A-Mengen, diejenigen zweiter 
Art ,,Punktereignisse“ oder ,,.Weltknoten“ nennen. Sodann soll eine be- 
stimmte A-Menge als ,,Ich-Menge“ herausgegriffen und auf Grund der 
psychisch gegebenen (Eigen-) ,,Zeitrelation“ linear geordnet werden. Achten 
wir auf die Tatsache, da8 ein Individuum sein ,,Zeitgefiihl“ (,,Kopfuhr“) 
auf die Welt iibertrigt, indem es ein beliebiges Punktereignis mit einem 
Moment seiner Lebenslinie (— eventuell nach ,,fiktiver“ Verlangerung —) 
korrespondieren l48t, so 1a8t sich in einem System von Postulaten aus- 
driicken, daB jedes Punktereignis mittels ,zur betrachteten Ich-Menge 
gehérigen Gleichzeitigkeitsrelationen“ auf einen und nur einen Weltpunkte 
der Ich-Menge abgebildet wird, solchermaBen, da8 jede A-Menge ebenfalls 
als eine linear geordnete Menge erscheint, die wir ,,Weltlinie“ nennen 
wollen. Dabei wird gefordert, daB niemals eine geschlossene Kette von 
(von Weltknoten verbundenen) Weltlinien zyklisch geordnet sein soll. Be- 
quemlichkeitshalber nehmen wir weiter an, die in dieser Weise konstruierte 
Menge sei zu einem vierdimensionalen Kontinuum erganzt, in dem die 
Weltlinien als stetige Kurven erscheinen, und das eineindeutig auf ein be- 
liebiges stetiges Koordinatensystem bezogen ist**). 

Jede Axiomatisierung der Physik*’) lé8t sich in der angedeuteten 
Weise lediglich auf die Fundamentalbegriffe ,Element“ (oder _,,Kinheit“ 
oder ,Ding“ usw.) und ,.Relation“ zuriickfiihren. Darin spricht sich die 
schéne Bemerkung Henri Poincarés**) aus, daf die Welt nur bis auf eine 
topologische Transformation definiert ist. das heiBt: Es ist méglich, das 
Weltgeschehen in solchen Worten wiederzugeben, da8 eine topologische 


**) Eine ahnliche Betrachtung wird in physikalischer Sprache von Professor 
H. A. Lorentz gefiihrt in der Einleitung von: ,De bepaling van het g-veld in de 
algemeene relativiteitstheorie met behulp van de wereldlijnen van lichtsignalen en 
stoffelijke punten, met eenige opmerkingen over de lengte van staven en den duur 
van tijdsintervallen en over de theorieén van Weyl en Eddington“, Verslagen der 
Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam 82 (1923), S. 383. Eine 
englische Ubersetzung wird nichstens in den Proceedings of the Koninklijke Akademie 
van Wetenschappen verdffentlicht werden. 

1") Z.B. H. Reichenbach, ,Axiomatik der relativistischen Raum-Zeit-Lehre“. 
Braunschweig: Vieweg & Sohn 1924. 

*) Vgl. 2. B. La Science et I’Hypothése*. Paris: Flammarion 1906, 8. 84ff. 
Chap. 4 und ,Science et Méthode“, ibidem 1913, S. 101 ff. (Livre I, Chap.I, § 1). 
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Transformation niemals eine ,richtige“ Beschreibung eines Ereignisses in 
eine ,,falsche“ verwandeln kann. 

Die obigen Betrachtungen gestatten uns, den méglichen Einwand ab- 
zulehnen, die vor-relativistische Lage sei mit einem positiven Ergebnisse 
des Michelson-Versuches wieder eingetreten, und es sei deshalb jeder Grund 
zur Betrachtung von topologischen Transformationen der Welt in sich 
hinfallig geworden. Im Gegenteil: wir diirfen jetzt unabhangig vom 
speztellen Ergebnis jedes Experimentes die Grundlage der allgemeinen R.-T. 
und den ganzen Rechenapparat des Tensorkalkiils iibernehmen. 


§ 3. 
Was entscheidet der Michelson-Versuch? 


Soweit wir uns auf den Miller-Effekt verlassen kénnen, zeigt dieser 
uns durchaus nichts iiber die etwaige ,,Existenz“ eines ,,Athers“ oder iiber 
irgendeine Translation der Erde, wie Miller meint’*), sondern nicht mehr 
und nicht weniger als die Tatsache, da8 sich bei einer Drehung des Inter- 
ferometers ,etwas andert“, daB also eine starre Drehung (d.h. eine 
Drehung, die die starren Kérper invariant lat) die Lichtbahnen nicht in- 
variant ldBt. Verstehen wir unter Isotropie Invarianz gegeniiber einer 
Drehungsgruppe, dann zeigt er uns also, daB Isotropie des Feldes und 
Isotropie der Lichtbahnen nicht aquivalent sind. Hs werden also zweierlet 
Metriken definiert, namlich diejenigen, die zu den starren Drehungen, 
und diejenigen, die zu den ,lichtgeometrischen Drehungen“ gehéren, d. h. 
den Drehungen (,,mit Formanderung“ der starren Kérper), die den Licht- 
kegel, also die sich ausbreitende Wellenflache, invariant lassen. Obwohl 
die R.-T. sich in ihrer heutigen Form auf die Identitét dieser beiden 
Transformationsgruppen stiitzt, ist dieser Punkt nicht von entscheidender 
Bedeutung fiir die Theorie: von allgemein relativistischem Standpunkt 
betrachtet, bleibt die Méglichkeit offen, daB Lichtbewegung von raschester 
Bewegung verschieden sein kann. 

Wahrend bei negativem Ergebnisse des Michelson-Versuches die bei- 
den vorgenannten Drehungsgruppen identifiziert werden kénnen, werden zur 
Beschreibung der physischen Phinomene einschlieBlich des Miller-Ejfektes 
wenigstens zwei symmetrische Tensoren erforderlich (auBer dem elektro- 
magnetischen Potentialvektor y;), namlich der ,,starrgeometrische Tensor“ 
dS8* =s,,dz‘dz* und der ,lichtgeometrische Tensor“ dL* = 1,, dx‘dz*, 
die zusammen die Rolle des alten metrischen Tensors ds* = g,,dz‘dz* 
iibernehmen und nur wenig voneinander differieren. Den starrgeometrischen 
Tensor dS° identifizieren wir mit dem Gravitationstensor dG* = g,,dx‘dz* 


*) a. a. O., vgl. ”). 


Mathematische Annalen. 96 18 
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und zwar deshalb, weil der Begriff des starren Kérpers tautologisch vom 
Begriffe des Fiihrungsfeldes abhingig ist. Der Begriff des starren Kérpers 
ist namlich sekundar gegen den Begriff Bewegung der starren Kérper“ 
und dieser 148t sich nur definieren, wenn der Begriff der ,zwanghaften 
Fiihrung“*°) schon bekannt ist. Wir beniitzen also zur Beschreibung der 
physischen Erscheinungen drei Tensorfelder: ein Gravitations- oder starr- 
geometrisches Feld g,, = ;,, ein elektromagnetisches Potentialfeld ~; und 
ein lichtgeometrisches Feld oder elektromagnetisches Fiihrungsfeld J,,. Es 
ist tibrigens eine groBe Schwierigkeit, daB bei jeder Vermehrung der 
Grundtensoren die Anzahl der Simultaninvarianten schnell zunimmt, so da8 
die Naturgesetze immer komplizierter werden. Wenn sich aber der Miller- 
Effekt als richtig erweist, so kénnen wir unméglich diese weitere Kompli- 
kation vermeiden; mégen wir also schon jetzt untersuchen, zu welchen 
Konsequenzen sie fiihrt. 

Durch die Wahl eines geniigend kleinen Weltstiickes kénnen wir 
bekanntlich erreichen, daB der Lichtkegel 


(1) dL’ =1,,dx*dz* =0 

innerhalb dieser Umgebung konstante Koeffizienten besitzt. Dies bedeutet, 
da8 wir die sich ausbreitenden Wellenflichen, die sich nur wenig von 
starren Kugeln unterscheiden, in einem geniigend kleinen Gebiete, wie auch 
ihre ,,genaue“ Gestalt sein mége, immer durch homothetische quadratische 
Flachen approximieren kénnen. Wir schreiben dann die Gleichung des vom 
Punkte 2° = z' = 2* = z* = 0) ausgehenden Lichtkegels in der Form 

(2) LD? =1,,2¢2* = 0 

und verabreden dabei, da8, wie iiblich, iiber zweifach vorkommenden 
Indizes summiert wird, und zwar bei lateinischen Indizes iiber die Ziffern 
0, 1, 2 und 3, bei griechischen hingegen nur iiber die Ziffern 1, 2 und 3. 
Wir nehmen jetzt zwei raumliche senkrechte Einheitsvektoren, «* bzw. 8°, 
die also den Bedingungen g,,a°a° =g,,f* 8° =1, g,,a° 8° =0 geniigen 
und legen an diese Vektoren die Arme des Michelsonschen Inferometers 
(Langen a bzw. b) heran. Eine einfache Rechnung zeigt, daB die Ver- 
schiebung der Interferenzstreifen bei einer Drehung um 90° in der Ebene 
von «® und f° 


d= 2G tO) {V (loga®)— loo loo a® a” — V (log B°)* — loole B° B° } 


ist, oder wenn wir 1,,=c*, he =cg, und l,g = —Joo— Too setzen, und 








*) Vgl. Hermann Weyl, Raum, Zeit, Materie“. Berlin: Julius Springer, 5. Aufl. 
1928, 8S. 220; 4. Aufl. 1920, 8S. 200. Falls weiter nichts bemerkt wird, wird immer 
nach der 5. Aufl. zitiert. 
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beachten, daB die eingeklammerte GréBe héchstens von der Ordnung 10~* c*, 


also g, von der Ordnung 10~* und r,, von der Ordnung 10~* sein kann, 
und bis auf GréBen héherer Ordnung entwickeln, 


(8) d=(a+ b) {rp00° a" + (goa*)? = Teo B° B° —(q.8°)*}. 


Wir haben hier ,die“ Lichtgeschwindigkeit c eingefiihrt, aber miissen 
dabei beachten, daB diese, fiir sich betrachtet, keinen Sinn mehr hat, 
indem sie nicht in allen Richtungen den gleichen Wert hat. Die Zahl c 
kann daher nur einen Mittelwert bedeuten und bleibt bis auf einen multi- 
plikativen Faktor (der in der GréBenordnung 10~* von Eins differiert) 
unbestimmt. In diesem Zusammenhang sei hervorgehoben, da der rela- 
tive Fehler bei den letzten direkten Messungen der Lichtgeschwindigkeit 
bedeutend gréBer, naémlich von der Ordnung 10~* ist™), so daB eine 
Festsetzung dieses Faktors jeden physikalischen Sinnes bar ist. 

Die Millerschen Experimente sind bisher nur auf die eingliedrige 
Drehungsgruppe in der Horizontalebene, noch nicht auf die dreigliedrige 
Gruppe im Raume bezogen worden. Wire dies der Fall, dann lieBen 
sich aus der Gleichung (3) mittels einer geniigenden Anzahl von Mes- 
sungen die g, und frag bestimmen (die g, aber nur bis auf das Vor- 
zeichen). Es wire also die Bestimmung der /,, auf diejenige der g,, zu- 
riickgefiihrt. Zwecks spaterer Betrachtungen wollen wir die Gleichung (3) 
noch etwas naher ausarbeiten. Beziehen wir uns auf ein orthogonales Ko- 


ordinatensystem, in dem die z'- und x*-Achse die Horizontalebene ent- 
halten, und setzen wir 


a® =(cosg,sing,0) und ~£* =(— sing, cosp, 0), 


indem der Apparat also in demselben Sinne gedreht wird, in dem » wichst, 
so wird 


(4) d=(a-- 6) { (92 + t11— 9 — Tq) 008 2g + (9, 99+ T4,) 8in 2¢}. 
Setzen wir weiter 


(5) Gi +11 G3 — Tog = S-0O8M; 9,9g+ T= S-sinw, 
so wird 
(6) d= (a+ b)-S-cos(w — 29). 


Es erreicht also d seinen Maximalwert d,,, = D fiir das Azimuth 
ou = }o@ und es ist D=(a+5)-S8. 


%) A. A. Michelson, ,New Measurement of the Velocity of Light“, Nature 116 
(1924), 3. 831. Gefunden wurde der Wert 299-820 + 30 km/sek. Michelson hofft, 
die Genauigkeit bis zum 4-' oder 5-fachen steigern zu kénnen. 


18* 
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Bis heute sind nur Deten beziiglich der Extremalmessungen, also 
S und @, verdffentlicht worden. Daraus allein lassen sich selbstverstand- 
lich die g, und r,g nicht bestimmen. Insbesondere fallen die beiden Vor- 
aussetzungen g. = 0 oder r,g= 0 in den Bereich des Méglichen. Die erste 
Hypothese, die aussagt, daB die Lichtausbreitung in gleichférmigen Ellip- 
soiden stattfindet **), deren Mittelpunkte in einem relativ zur Lichtquelle 
ruhenden raumlichen Punkte zusammenfallen, gibt, wenn die Koordinaten- 
achsen in die Richtungen der Hauptachsen der von der Horizontalebene 
abgeschnittenen Ellipse (Langen 1+ R,, bzw. 1+ R,) gelegt werden: 


D = 5(a+b)(R,— Ry). 


Die zweite Voraussetzung hingegen, die aussagt, daB die Lichtwellen 
Kugelflaichen mit gleichférmig zur Quelle bewegtem Mittelpunkte durch- 
laufen und also mit der klassischen Atherhypothese identisch ist, gibt, wenn 
q, = % = 0 gesetzt wird, die Bewegungsrichtung also zur x*-Achse parallel 
gewahlt wird, 
D =(a+ b)q}. 

Dabei entscheidet die klassische Athertheorie iiber den obengenannten 
Proportionalitatsfaktor in dem Sinne, daB c*—c3(1—q?/c3) gesetzt 
wird, wo ¢, die Lichtgeschwindigkeit ,,relativ zum Ather“ ist. Vorlaufig 
haben wir aber noch durchaus keine Veranlassung, anzunehmen — wie 
Miller tut, indem er sich auf den Standpunkt der klassischen Theorie 
stellt — daB die g, von der Ordnung 10~‘*, die rz, dagegen von der 


Ordnung 10~** oder noch kleiner seien, was zur Begriindung der Ather- 
hypothese notwendig wire. 


§ 4. 
Die Atherfrage. 


Nehmen wir jetzt an, die Koeffizienten der quadratischen Form seien 
bestimmt, ohne vorauszusetzen, da8 irgendeine kleiner ware als notwendig 
ist — die g, und die r,, seien also von der Ordnung 10~* bzw. 10~-* —, 
dann kénnen wir jedenfalls sagen, daB bei sichergestelltem Miller-Effekte 
der Giiltigkeitsbereich der Maxwellschen Gleichungen mit Bezug auf ein 
starres Koordinatensystem nicht iiber die Grenze 10~* hinausragen wiirde. 





**) Schon 1923 hat N. von Raschevsky in einer sehr lesenswerten Abhandlung, 
die dem Verf. erst nach Abschlu8 der vorliegenden Schrift bekannt wurde, die Még- 
lichkeit einer Lichtausbreitung in konzentrischen Ellipsoiden erwahnt ( , Kritische 
Untersuchungen zu den physikalischen Grundlagen der R.-T.“, Zeitschr. f. Phys. 14 
(1923), S. 107-149). R. benutzt aber nur Rotationsellipsoide und fihrt sie in anderem 
Zusammenhange und zu einem anderen Zweck ein als hier geschehen ist. 
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Es ware dann zu untersuchen, ob die anderen Versuche, die einen Effekt von 
der zweiten Ordnung nachweisen kénnten, z. B. der Trouton-Noblesche, bei 
Wiederholung immer noch ein deutlich ,,negatives“ Resultat zeigen, was 
allerdings eine schwer zu lésende Diskrepanz hervorbringen wiirde **). Nach 
der Bestimmung des Lichtkegels wire die Frage iibrigens in ihr kosmo- 
logisches Stadium getreten. Es wire dann — aber auch erst dann! — 
zu untersuchen, ob sich irgendwelcher Zusammenhang finden lieSe zwischen 
Richtung und GréBe der Achsen des Ellipsoids und des Vektors g, einer- 
seits und der Massenverteilung im Weltall bzw. deren Anderung relativ 
zur Erde im Laufe der Zeit andererseits. Dabei miissen wir der wich- 
tigen Bemerkung Hermann Weyls**) Rechnung tragen, nach der es még- 
lich ist, alle getrennten Kérper in der Welt mittels einer topologischen 
Transformation simultan auf Ruhe zu transformieren, so daB es keinen 
topologisch invarianten Sinn hat, von relativer Bewegung getrennter Kérper, 
z. B. der Erde und der Sternmassen, zu reden. Eine Bewegung der Erde 
relativ zu den Weltmassen hat folglich nur insofern empirische Bedeutung, 
als sie die zeitliche Anderung der Beziehungen zwischen der Erde und 


dem Felde in ihrer unmittelbaren Umgebung, dem _,,Sternenkompasse“, 
darstellt. 


Sind die g, wirklich von der Ordnung 10~‘, dann definiert der 
Miller-Effekt einen Vektor g,, den man ,,Athergeschwindigkeit“ nennen 
kann. Hier miissen wir uns der relativistischen Physik besonders dankbar 
zeigen fiir den von ihr eingefiihrten Begriff des metrischen (und zwar 
lichtgeometrischen) Feldes, der imstande ist, den alten Ather als Trager 
der Lichtwellen und anderer elektromagnetischer Phadnomene zu ersetzen, 
so daB er vortrefflich geeignet erscheint, den ,Atherismus“ mit dem 
»Non-Atherismus“ zu versdhnen. Wenn wir aber auf Grund des Miller- 
Effektes eine Athertheorie aufstellen, d.h. den Effekt in der Sprache der 
klassischen Athertheorie beschreiben wollen, so miissen wir darauf achten, 
da8 nur noch der Begriff ,,Athergeschwindigkeit“, namlich das Vektorfeld, 
nicht aber noch der Begriff des Athers selbst einen physikalischen Sinn 
erhalten hat. Es 1a8t sich z>er ein beliebiges Vektorfeld als Geschwindig- 
keitsield irgendeiner hypothetischen ,,materieartigen“ Substanz deuten, deren 
physikalische Charaktere, wie Zusammendriickbarkeit, Elastizitét usw., aus 


*%) Dieser Versuch ist inzwischen tatsichlich wiederholt worden, und zwar von 
R. Tomaschek auf dem Jungfraujoch, wie dieser in einer nach Abschlu8 dieses Auf- 
satzes verdffentlichten Abhandlung mitteilt [Annal. d. Phys. (4) 78 (1925), S. 743—756). 
Weil T. keinen positiven Effekt hat beobachten kénnen, ist die im Text erwahnte 
Unstimmigkeit tatsichlich entstanden, wie auch T. |. c. 8. 755 bemerkt. 


*) Am unter **) angefihrten Ort, S. 198 bzw. S. 62. Vgl. auch ,Raum, Zeit, 
Materie“, S. 268. 
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der etwaigen Existenz eines zugehérigen Divergenz- bzw. Spannungsfeldes 
abgelesen werden kénnen. Obwohl streng genommen eine ausgedehnte 
»gewohnliche* Fliissigkeitsmasse letzten Endes auch mittels ihres Ge- 
schwindigkeitsfeldes — genauer: ihres Mitfiihrungsfeldes schwimmender 
Kérper — definiert ist, so bleibt dennoch die ,,Athersubstanz“ in anderem 
Sinne hypothetisch als z.B. die Wassersubstanz, weil der Unterschied 
substanzerfiillter und substanzleerer Raumteile bei einer Fliissigkeits- 
masse direkt der Anschauung entnommen werden kann, im Falle des 
Athers aber durchaus keinen physikalischen Sinn besitzt. In diesem, aber 
auch nur in diesem Sinne kann der Begriff eines substantiellen Athers 
eine hypothetische physikalische Realitat erhalten. 

Der klassischen Athertheorie kann eben die Existenz des genannten 
Vektorfeldes nur niitzen, falls die r,g gleich Null sind. Selbst dann aber 
wire das Vektorfeld nur noch definiert in der Umgebung der Erde; es 
lieBe sich noch in einer beliebigen Weise iiber den ganzen Raum aus- 
breiten; nur eine petitio principii kénnte dazu fiihren, dieses Feld ledig- 
lich aus einer Relativbewegung der Erde mit Bezug auf die Weltmassen 
zu erkliren. Wenn auch in experimenteller Hinsicht die prirelativistische 
Lage wieder eingetreten wire, wo das ,, negative“ Michelson-Resultat noch 
nicht seine erschiitternde Wirkung ausgeiibt hatte, so wdre dennoch die 
klassische Athervorstellung nicht mehr aufrechtzuerhalten, auf Grund der 
neugewonnenen Hinsichten in die Grundlagen der Physik, die vor allem 
eine Verschdrfung des Begriffes des physikalischen Definiertseins und 
einen engeren AnschluB an das rein Empirische be.’ euten. 


§ 5. 
Die physikalische Bedeutung der Riemannschen Metrik. 


Wie wir oben sahen, lehrt uns der Miller-Effekt den Zusammenhang 
kennen zwischen den J,, und g,,. Weil der Lichtkegel sich nicht mit 
geniigender Genauigkeit direkt bestimmen laBt, sind wir gezwungen, die 
g;, #us den Gravitationserscheinungen allein, ohne Zuhilfenahme der Licht- 
bahnen, zu bestimmen. Es sei zu diesem Zweck die Welt auf ein be- 
liebiges GauBisches Koordinatensystem x°x'2*x* bezogen, in dem die 
(,,méglichen“ und _,,wirklichen“) Fiihrungslinien — d. h. die Weltlinien 
sich kriaftefrei bewegender materieller Punkte — empirisch bestimmt und 
durch die Gleichungen 


(7) at = O° (t, 6, Cy 0,0, 0, Cy C; Cy) 


dargestellt sein mégen, wo ¢ irgendein auf jeder Fihrungslinie zweimal 
stetig differenzierbarer Parameter ist, solchermaBen, da8 fiir jeden Wert 
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von ¢ die Punkte 2‘ ein dreidimensionales Kontinuum bilden, Dabei soll 
der Begriff ,,kraftefrei“ empirisch definiert sein durch die Angabe be- 
stimmter Bewegungen, wobei wir wie iiblich die Gravitations- und Zentri- 
fugalkrafte nicht als Krafte in diesem Sinne ansehen wollen. Anstatt mit 
den Gleichungen (7) kénnen wir auch mit den Differentialgleichungen 


a’ xf dx® dz' dz* dx* 
(8) oe = o'(2%atatat ie at dt dt ) 
operieren. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die 
Fiihrungslinien die Extremalen des Integrals J = f L dt sind, ist bekanntlich 


die Existenz einer Lésung L(xté)— L(2° wins 1 OF or ar o) hi 


simultanen Systems partieller Differentialgleichungen 


we MORE 6 BE pe 

(9) az aa! ww a 

Die Frage, ob die Welt eine MaBbestimmung gestattet, solchermaBen, da8 
die Fiihrungslinien geoditische Linien werden, ist also empirisch zu lésen: 
dies ist dann und nur dann der Fall, wenn die empirisch bestimmten 
Funktionen g‘ die Eigenschaft haben, daB sie die Integrabilitatsbedin- 
gungen der Gleichungen (9) identisch erfiillen. Wird diesen Bedingungen 
geniigt, dann kann jede Lésung LZ von (9) als MaBfunktion dienen; jede 
Lésung definiert eine mégliche _ bi. Metrik hat insbesondere 


die spezielle Riemannsche Gestalt L = as 7» Wo dG" eine nichtentartete 


quadratische Differentialform ist, dann und nur dann, wenn sich fiir jede 
Fiihrungslinie ein solcher Parameter G finden laBt, daB die Gleichungen 
(8) durch Transformation auf diesen Parameter die spezielle Gestalt 





da! da* 


erhalten, indem die Funktionen [,(x”) iiberdies gewissen Integrabilitate- 
bedingungen geniigen, die von L. P. Eisenhart und O. Veblen aufgestellt 
worden sind**). Fiir den Fall des gravitationsfreien Feldes, der sich 


24 
durch die Gleichungen =0, also g*=0 auszeichnet, erhalten wir 


z. B. als allgemeinste MaSfunktion 


dz da'da'*dz dz‘ @ 
L=F, (56 ae 40 a0) + 46 a 


wo F, und F, beliebige Funktionen ihrer Argumente sind. Durch Spezia- 


F,(z°x'z*2*), 


%) |The Riemann Geometry and its Generalization“, Proc. Nat. Ac. Se. 8 (1922), 
8, 19—23, 
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lisierung findet man bekanntlich, da8 im gravitationsfreien Felde eine 
Riemannsche Metrik existiert mit konstanten g,,. 

Falls die Welt eine Riemannsche Metrik gestattet, lassen sich die 
g;, aus den Gleichungen 


a . ~ 
jut Sur = Lie Gert Tiree 


mit héchstens zehn Konstanten /,...f,, bestimmen. Hermit ist also die 
Frage nach der Méglichkeit einer Weltmetrik vollstandig auf experimentell 
lésbare Probleme zuriickgefiihrt. Vollstandig bestimmt ist jedoch die Metrik 
noch nicht, solange die Konstanten noch nicht bestimmt sind. Es entsteht 
also jetzt die Frage, wie diese Festsetzung der Konstanten méglich ist. Be- 
kanntlich geniigt es dazu, die Zahlenwerte der g;, in einem beliebig vor- 
gegebenen Weltpunkte zu bestimmen. Nun wissen wir, da8 in einem 
geniigend kleinen Gebiete die g.g = dag = (1, «= 6; 0,a- 8) sind, mit 
Bezug auf ein starrgeometrisch-orthogonales Koordinatensystem. Weil wir 
auBerdem die Welt wenigstens mit groBer Annaherung als statisch be- 
trachten kénnen, kénnen wir die go, gleich Null setzen, so da8 nur noch 
Joo Unbestimmt bleibt. Zur Bestimmung dieser letzten GréBe ist dem 
Verfasser keine einzige Méglichkeit bekannt. Der Miller-Effekt bietet kein 
Mittel dazu, weil darin nur die raiumlichen Komponenten der g,, auf- 
treten. Die Perihelbewegung des Merkurs gestattet uns, die g.g mit 
gréBerer Genauigkeit zu bestimmen als es die irdiscuen Wahrnehmungen 
erméglichen; g,, tritt aber auch in diesem Effekt nicht auf. Die Licht- 
bahnkriimmung im Gravitationsfelde soll jetzt nicht mehr auf Grund 
der g,,, sondern der 1,, berechnet werden, diese liefert uns also, ahnlich 
wie der Miller-Effekt auf der Erde, ein Mittel, etwas iiber das gegenseitige 
Verhalten dieser beiden Tensoren in der Nahe der Sonne usw. zu erfahren. 
Von den g,, treten aber auch hier nur die raumlichen Komponenten auf. 
SchlieBlich sind bisher noch niemals Gravitationswellen beobachtet worden; 
wire dies wohl der Fall, so kénnte man aus ihrer Geschwindigkeit sofort 
den Wert von g,, bestimmen. Die Annahme, da8 diese Geschwindigkeit 
derjenigen des Lichtes gleich sein soll, hat natiirlich nur dann einen 
Sinn, wenn die g,, und J,, identisch sind, wie in der bisherigen R.-T. 
Der Annahme, da8 z. B. g,, gleich Null oder wenigstens sehr klein gegen- 
iiber /,, sein soll, kann man nur die rein formale Forderung entgegen- 
halten, daB die Riemannsche Fundamentalform nicht ausarten soll. Physi- 
kalisch ist sie durchaus gleichberechtigt mit der Annahme, g,, sei gleich /,, 
oder sehr groB gegeniiber /,,. 
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§ 6. 
Starrgeometrie und Lichtgeometrie. 


Uberblicken wir jetzt den zuriickgelegten Weg. Man hat vor etwa 
vierzig Jahren im Michelson-Experiment eine Beziehung erblickt zwischen 
zwei gleichférmig gegeneinander bewegten Systemen: dem relativ zur 
Erde und dem relativ zum ,Ather“ bzw. zu den Fixsternen ruhenden 
System. Diese Betrachtungsweise ist von Einstein in aller Konsequenz 
durchgefiihrt, indem er manche iiberfliissige Spekulation entfernte; damit 
hat er den wichtigen Ubergang von der alteren Substanzphysik zur heutigen 
Feldphysik vollzogen, die wesentlich auf dem Transformationsbegriff beruht. 
Heute miissen wir aber sagen, da8 das Michelson-Eperiment allein — 
ganzlich abgesehen noch vom spiteren angeblich positiven Resultat — 
nicht notwendig zur Betrachtung von Transformationen der genannten 
Art fiihrt. Empirisch sind durchaus keine zwei gegeneinander bewegte 
Systeme gegeben, sondern es handelt sich lediglich um ein viel engeres 
Transformationsproblem, namlich ein Isotropieproblem. Nur der Wunsch, 
ein etwaiges positives Ergebnis restlos auf Rechnung der Erdbewegung 
schieben zu kénnen, kann zur Betrachtung von Translationen fiihren. 

Man hat damals ganz richtig aus dem negativen Michelson-Effekt ge- 
schlossen, da8 die quadratische Differentialform der Lichtbewegung 
dL* = dx? — dx? — dx? — dz} bei einer starren Drehung invariant bleibt. 
Die weitere Folgerung aber, die Gravitationserscheinungen seien von der- 
selben Differentialform beherrscht, war keineswegs selbstverstandlich. Man 
hatte eigentlich nur schlieBen kénnen, das Gravitationsbogenelement dG 
sei eine tibrigens ganzlich unbestimmte Funktion F(dT, dI°) der beiden 
Argumente dT = dz, und dl = \dx? + dz3+dz3. Zur Begriindung der 
Einsteinschen Theorie braucht man noch die weitere Hypothese: A. ,,Die 
Funktion F hat die besondere Gestalt F(d7,dIr°)=VaT* —aIr*“. Aut 
Grund dieser Hypothese erst kann dG durch einen symmetrischen Tensor 
zweiter Stufe dargestellt werden. Das Michelson-Experiment hat aber 
nicht, wie Sfters behauptet wird, gezeigt, daB die Lichtgeschwindigkeit c 
mit Bezug auf verschiedene gegeneinander in gleichférmiger Translation 
begriffene Bezugssysteme den gleichen Wert hat — und das wird es 
auch niemals zeigen kénnen —, sondern nur, daB sie von der Richtung 
(mit Bezug auf die fest gedachte Erdoberfliche), in der sie gemessen 
wurde, unabhingig war, wenigstens soweit es sich um Drehungen in der 
Horizontalebene handelt. Die Invarianz von c bei einer Translation konnte 
nur mittels weiterer Hypothesen aus der Lorentz-Transformation erschlossen, 
d. h. also postuliert werden. Um die Unabhingigkeit der Lichtgeschwin- 
digkeit vom Bewegungszustand (also obengenannte Hypothese A) (wenn 
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der Miller-Effekt nicht giiltig ist) zu beweisen, miiBte allererst sowohl die 
Geschwindigkeit eines von einem Himmelskérper kommenden Lichtstrahls 
wie diejenige des von einer irdischen Quelle ausgesandten Lichtes jede 
fiir sich geniigend genau meBbar sein, und miiBte ihre Differenz sich als 
kleiner als die Ordnung 10~*, also absolut genommen kleiner als etwa 
ein Meter/Sekunde herausstellen. Dies erscheint vorlaufig wohl ausge- 
schlossen, weil der Fehler einer direkten Messung bei irdischer Quelle 
mindestens etwa 30 km/sek betragt (s. 0.). 

Unabhangig von obengenannter Hypothese geht dG bei einer beliebigen 
vierdimensionalen topologischen Transformation iiber in 


dG = F(y%,; dz‘ dzi, e,dz*), 


wo dI* =y,,dz‘dzi eine einfach entartete, also positiv semi-definite 
quaternire quadratische Form und e,dz‘=—dT ein totales Differential, 
also ¢, ein irrotationell verteilter Vektor ist. 

Mit Riicksicht auf die historische Lage ist es leicht verstandlich, 
daB man damals geglaubt hat, die obengenannten Folgerungen aus dem 
Michelson-Experiment ziehen zu miissen. Nichtsdestoweniger kann sich die 
Hypothese A auf keine einzige empirische Tatsache stiitzen, weil, wie wir 
oben sahen, der Vektor e; in keiner der bekannten Gravitationserschei- 
nungen auftritt, mit Ausnahme der Fiihrungslinien, die aber zur vollstan- 
digen Festlegung nicht ausreichen. 

Professor G. Mannoury hat in seinem Colloquium an der Universitat 
Amsterdam seit 1921 wiederholt hervorgshoben, daf die zwei Arten des 
Messens: mittels des Lichtes, bzw. mittels starrer Kérper, zwei logisch 
unabhangige Definitionen der Geometrie erzeugen, so da8 die Identitat der 
beiden zugehérigen Bewegungsgruppen als ein Naturgesetz explizit aus- 
gesprochen werden soll**), analog wie Einstein die genaue U bereinstimmung 
der beiden, ebenfalls unabhingigen, Definitionen des Massenbegrifis als 
triger bzw. schwerer Masse, im ,,Aquivalenzprinzip“ zur Geltung gebracht 
hat. Diese wichtige Bemerkung hat das Entstehen der vorliegenden 
Abhandlung méglich gemacht, indem sie den Verfasser zur Lésung des 
Michelson-Problems fiihrte, und zwar in dem Sinne, da8 hier der Inter- 
ferenzversuch als Experimentum crucis fiir die Existenz oder Nichtexistenz 
der betreffenden Identitét betrachtet wird *’). 


%) Vgl. in diesem Zusammenhang auch L. E. J. Brouwer, ,Het Wezen der Meet- 
kunde“ (Groningen 1909), S. 7. 

*”) Das Axiom der Identitaét von Lichtgeometrie und Starrgeometrie hat Hans 
Reichenbach in einer inzwischen verdffentlithten Abhandlung ausdriicklich hervor- 
gehoben, die dem Verfasser erst nach Einreichang dieser Schrift bekannt wurde 
[.Uber die physikalischen Konsequenzen der relativistischen Axiomatik“, Zeitechr. 
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§ 7. 
Metrik und Physik. 


Eine Metrik ist im Wesen nichts anderes als eine MeBmethode, ein 
Mittel, um physikalische GréBen gleicher Art in verschiedenen Weltpunkten 
miteinander zu vergleichen, also ein Gesetz, das den Kérper der in einem 
beliebigen Weltpunkte definierten (,,wirklichen“ oder ,,méglichen“) orien- 
tierten GréBen abbildet auf den Kérper der in jedem benachbarten Punkte 
definierten GréBen, kurz: ein Ubertragungsprinzip im Sinne der Infini- 
tesimalgeometrie. Ein derartiges allgemeines Ubertragungsprinzip, das die 
bekannten linearen Ubertragungen als Spezialfall mitumfaSt, 148t sich aus 
gewissen physikalischen Zustandsfeldern ableiten; insbesondere wird die 
Metrik Riemannscher Natur sein, falls sie sich in der bekannten Weise aus 
einem symmetrischen nicht entarteten Tensorfelde zweiter Stufe ableiten 
laBt. Die Frage, ob die Welt eine Riemannsche Metrik gestattet — bei 
der nicht das Wort ,,Metrik“, sondern das Wort ,,Riemannsche“ betont 
ist —, hat nur dann einen Sinn, wenn von vornherein irgendein Zusammen- 
hang zwischen den die betreffende Metrik definierenden GréBen und ge- 
wissen emptrisch gegebenen physikalischen Zustandsfeldern gefordert wird, 
abnlich wie in § 6 diese Frage beantwortet worden ist fiir den Fall, daB 


f. Phys. 84 (1925), S. 32—48]. Vgl. insbesondere 8S. 35: ,Der Inhalt der Kérper- 
axiome 148t sich nun folgendermaBen zusammenfassen: die materiellen Gebilde stellen 
sich auf die relativistische Lichtgeometrie ein“, und S. 47: ,Jetzt kénnen wir auch 
die Frage beantworten, was sich in der R.-T. andern wiirde, wenn die Versuche 
Millers als Beweis angesehen werden miiBten, daB der bisherige negative Ausfall des 
Michelson-Versuches nicht prinzipiell festgehalten werden darf. Nicht indern wiirde 
sich die Einsteinsche Zeitlehre, sie hat mit dem Michelson-Versuch gar nichts zu tun. 
Nicht andern wiirde sich auch die Lichtgeometrie; sie bleibt auf jeden Fall eine miég- 
liche Definition der raumzeitlichen Metrik, und wahrscheinlich eine viel bessere und 
genauere als die Geometrie der starren Stabe und Uhren. Andern aber wiirde sich 
unser Wissen iiber die Einstellung der materiellen Gebilde auf die Lichtgeometrie.“ 
Hier ware nur zu bemerken, daB die prinzipielle Gleichwertigkeit von Lichtgeometrie 
und Starrgeometrie bei Reichenbach nicht ganz deutlich hervortritt. Vgl. aber auch 
FuBnote **). Eine sehr verwandte Bemerkung findet sich auch in der in **) erwaihnten 
Abhandlung von N. von Raschevsky: ,Dabei sei noch bemerkt, daB die Annahme, 
die Lichtstrahlen seien geodatische Nullinien derselben Welt, fiir welche die Bahnen 
materieller Punkte geoditische Linien seien, auch vom Standpunkt allein der all- 
gemeinen Relativititspostulate gar nicht notwendig ist“ (&. 147). Nur das Wort ,, Welt“ 
ware hier vielleicht etwas irrefiihrend und kénnte besser durch ,,Feld“ ersetzt werden, 
obwohl das auf dasselbe hinauskommt., Die weitere Bemerkung aber ,Nun wird ent- 
weder die Welt (a) oder die Welt (b) der Wirklichkeit entsprechen miissen“ (S. 148) 
ist nicht ganz klar: es kénnen sehr wohl beide ,Welten“, d.h. beide Geometrien 
simultan ,der Wirklichkeit entsprechen“. 
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die Identitét der zur Metrik gehérigen geoditischen Linien mit einer 
Schar empirisch gegebener Fiihrungslinien gefordert wird. 

Weil es wegen dieser groBen Freiheit im allgemeinen méglich ist, eine 
gréBere Anzahl verschiedener MaSbestimmungen in die Welt einzufiihren, 
die durchaus nicht immer miteinander in Ubereinstimmung zu sein brau- 
chen, verliert in der hier vertretenen Auffassung das Gravitationsfeld die 
ausgezeichnete Stellung, die es in der bisherigen Theorie besitzt; trgend- 
ein phystkalisches Zustandsfeld, welches sich e:gnet, eine GroBeniibertragung 
zu erzeugen, kann als metrisches Feld betrachtet werden. Damit fallt auch 
der Begriff ,,des‘‘ physikalischen Raumes (Raum-Zeit-Kontinuums) im Sinne 
eines metrischen Raumes hinweg: die Welt wird ein mit Linienelementen 
ausgestatteter topologischer Raum, der sich in mannigfacher Weise als 
metrischer, insbesondere als Riemannscher Raum betrachten lat. Die in 
der heutigen Form der R.-T. fast mystisch erscheinende Einheit von Raum, 
metrischem Felde und Gravitationsfelde wird dann dadurch geklart, daB 
das empirisch gegebene Gravitationsfeld praktisch geeignet erscheint, eine 
Metrik zu erzeugen — und in seiner Qualitaét als starrgeometrisches Feld 
auch tatsichlich zum Messen benutzt wird. 


Obwohl also eine Identitdt von Starrgeometrie und Lichtgeometrie 
keineswegs tautologisch bedingt ist, und dG und dL also nur anndhernd 
gleich sein werden™), so wiirde dennoch bet negativem Ergebnis des Michelson- 
Experimentes das ,,6konomische Prinzip zur Begriindung threr provi- 
sorischen Identifizierung, also zur Annahme der Hypothese A, vollstandig 
ausreichen. Kénnen wir aber den Miller-Effekt als zuverlassig betrachten, 
so ist iiberdies dI* ungleich dz?-+dz3+dz3, wenn dL* die oben- 
genannte symmetrische Gestalt hat, also in einem ,,lichtgeometrisch-ortho- 
gonalen“ Koordinatensystem. Damit ware aber jeder Grund zur Annahme 
der Hypothese A hinfallig geworden. Beachten wir weiter, daB in der bis- 
herigen Theorie das Intervall ds begrifflich wesentlich von der Licht- 
geometrie abhangig ist, daB sich die Aqui-Intervallvarietéten z. B. durch- 
aus nicht ohne Zuhilfenahme von Lichtstrahlen empirisch definieren lassen, 
da8 also bei Spaltung der Geometrie in Starr- und Lichtgeometrie das 
Gravitationsintervall dG durchaus keine physikalische Bedeutung hat, so 
miissen wir schlieBen, daS es dann durchaus keinen Sinn hat, die beliebige 
Funktion F einzufiihren, so daB auch die Gravitationserscheinungen zu 


**) Eine ahnliche Bemerkung findet sich in der in *’) genannten Abhandlung 
von H. Reichenbach: ,Es ist von vornherein eigentlich sehr unwahrscheinlich, daB 
die Kérperaxiome vdllig streng erfiillt sein sollen. Das Licht ist ein physikalisch sehr 
viel einfacheres Gebilde als ein materieller Stab, und wenn man einen Zusammenhang 
zwischen beiden sucht, sollte man zunichst annehmen, da8 er nicht einem so idealen 
Schema entspricht, wie es die Kérperaxiome behaupten“ (S. 48). 
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ihrer Beschreibung zwei als voneinander unabhangig zu betrachtende Diffe- 
rentialformen brauchen, namlich die entartete quadratische und die 
lineare. Es wire weiter zu untersuchen, wie sich die Fihrungslinien am 
einfachsten aus diesen beiden Tensoren erklaren lieGen und ob die e, viel- 
leicht gianzlich zu entbehren waren, wenn man die Identitét der Fiihrungs- 
linien mit den geodatischen Linien preisgeben und als ihre Hamiltonsche 
Funktion nicht mehr dG, sondern irgendeine Funktion von dI” betrachten 
wiirde. AuBSerdem wiirde man fragen kénnen, ob die y,, irgendwie mit 
den J;, zusammenhingen oder ob vielmehr zwei mehr oder weniger gleich- 
artige Zusammenhinge existieren: einerseits zwischen den y,, und e, und 
der Massenverteilung im Weltall, bzw. dem Begriff des starren Kérpers, 
andererseits zwischen den /;, und gy, und den Strahlungserscheinungen im 
allgemeinen, bzw. dem elektromagnetischen Zustand. Vorléufig kommt man 
aber in dieser Hinsicht iiber Vermutungen nicht hinaus. 


§ 8. 
Der Miller-Effekt und die klassische Theorie. 


Wir wollen jetzt noch einiges bemerken iiber einige Einwande, die 
gegen den Miller-Effekt hervorgehoben worden sind. Wir haben schon be- 
richtet, da8 Silberstein die Gelegenheit sofort ergriffen hat, um die R.-T. 
& la lanterne zu verurteilen. Dagegen wendet Eddington ®) ein, daB diese 
,Surprising hypothesis of ether-drift‘‘ schon im voraus von den taglichen 
astronomischen Wahrnehmungen zuriickgewiesen wird, und zwar auf Grund 
der Tatsache, daB die ,Athergeschwindigkeit“ mit der Héhe zunehmen 
wiirde. Wenn ein Lichtstrahl eines Sternes auf dem Mount-Wilson vertikal 
wire, so wiirde dieser auf Meeresniveau eine Neigung von 7” haben. 
»An error of the order 7”, variable according to the time of day, would 
play havoc with fundamental astronomy.‘‘ Da der Ather irrotationell 
verteilt sein mu8, hat iibrigens schon Stokes 1845 auf Grund der Aberra- 
tionserscheinungen bewiesen. Eddington schlieBt mit den bemerkenswerten 
Worten: ,,The Michelson-Morley experiment was originally performed 
because it was thought — mistakenly as we now realise — that it would 
measure absolute ether-drift.... In the new application to differential 
ether-drift it is invading a field in which the facts have long been esta- 
blished by delicate observation, and it is difficult to regard it as a serious 
competitor.“ Mit Bezug hierauf bemerkt Giovanni Giorgi *®), daS man aus 
einer Zunahme der Horizontalkomponente der Athergeschwindigkeit mit 
der Héhe noch nicht auf ihre Rotationalitaét schlieBen darf, weil die Rota- 


%) Nature 115 (6. Juni 1925), 8. 870. 
%) Nature 116 (25. Juli 1925), S. 182. 
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tion dennoch Null sein kann, falls nur die partielle Ableitung der Vertikal- 
komponente in der ,,Bewegungsrichtung“ geniigend groB ist. Es bleiben 
dann nach Giorgi drei groBe Schwierigkeiten iibrig: 1. Eine irrotationelle 
Verteilung des Vektors zu finden, die zahlenmaBig mit den Miller-Ergeb- 
nissen iibereinstimmt; 2. zu erklaren weshalb, wenn der ,,Griff* (,,grip“) 
auf den Ather nicht die Wirkung einer Adhision ist, die Horizontalkom- 
ponente auf Meeresniveau Null wird; 3. wird die Vertikalkomponente 
irgendwo Null, so wird sie auf derselben Héhe, 100 km vom genannten 
Ort entfernt, 500 km/sek betragen miissen! Dies miiBte von groben 
Effekten aufgezeigt werden kénnen. Der Gesamteindruck Giorgis ist: 
»ln the present condition of things it will be advisable not to draw any 
conclusion from Prof. Miller’s experiment until results of further experi- 
ments are available and until, finally, we are able to examine whe- 
ther some unknown phenomenon has affected the results.“ Weiter hat 
W. F. G. Swann **) aus der Lorentzschen Fassung der Stokes-Planckschen 
Athertheorie fiir die Geschwindigkeit V, bei einer Entfernung r vom Erd- 
mittelpunkte die Formel 

Vars—Va _ bh 

Vr R 

hergeleitet. Hierin bedeutet R den Radius der Erde, also etwa 6400 km, 
und A die Differenz der Héhen zwischen Cleveland und dem Mount-Wilson 
(1,7 km), so daB diese Formel fiir eine Differenz der beiden Geschwindig- 
keiten von der Ordnung 10 km/sek offenbar auf einen Widerspruch fiihrt**) 


%*) Nature 116 (28. November 1925), S. 785. 

3%) Nach Einreichung dieser Abhandlung bemerkte G. Joos [ Phys. Zeitschr. 27 
(1926), S. 1—5] ebenfalls, daB die Relativbewegung des Sonnensystems gegen die 
Fixsterne, deren Geschwindigkeit etwa 20 km/sek betrigt, nicht imstande ist, die von 
Miller beobachtete starke Zunahme des Effektes mit der Héhe zu erkliren. Dazu 
miisse man schon die Bewegung des MilchstraBensystems gegen die entfernteren 
Spiralnebel, deren Geschwindigkeit nach Strémberg etwa 300 km/sek betriigt, in Be- 
tracht ziehen. In derselben Lieferung der Phys. Zeitschr. zeigt aber J. Weber, daf 
auch dann die Beobachtungen den zu erwartenden Resultaten widersprechen. Ubrigens 
macht G. Joos a.a.O. 8.5 eine Bemerkung: ,,Da ein einziger die fortschreitende Be- 
wegung der Erde anzeigender Versuch der R.-T. widersprechen kann, so sprechen 
zwar die anderen hier besprochenen Arbeiten gegen die Wahrscheinlichkeit des Miller- 
schen Befunds, sie kénnen ihm aber, wenn seine Richtigkeit sichergestellt ist, niemals 
aufwiegen“, die etwas gefihrlich ist, weil der Ausdruck ,der R.-T. widersprechen“ 
marnchmal in dem Sinne benutzt wird, daB die Riickkehr zu einer der Athertheorien 
von Stokes, Lorentz, Lodge, Silberstein, Lenard usw. die einzig iibrigbleibende Lésung 
wire. Hier kann aber nur gemeint sein, daB gewisse Anderungen in der R.-T. an- 
gebracht werden sollen, wie es z. B. der Verf. ima Text gemacht hat, die aber das neu 
entstandene Weltbild nicht wesentlich andern. Vgl. hierzu die in **) zitierte Abband- 
lung von N. v. Raschevsky: ,Versteht man unter Theorie die Gesamtheit aller ge- 
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Es mége dahingestellt bleiben, ob die Silbersteinsche Fassung der 
Athertheorie tatsichlich imstande ist, den Miller-Effekt quantitativ zu er- 
klaren **), es geht jedenfalls wohl so viel aus der angefiihrten Diskussion 
hervor, daB das Ergebnis weniger noch mit der R.-T., als mit der klassi- 
schen Athertheorie im grébsten Widerspruch steht. Am deutlichsten zeigt 
dies auBerdem eine ebenso wichtige wie einfache Bemerkung, die Prof. 
H. A. Lorentz Anfang Oktober 1925 in einem von der vorliegenden Ab- 
handlung veranlaBten Gesprich mit dem Verfasser machte, und die 
merkwiirdigerweise in der englischen Diskussion iibersehen worden ist. 
Diese Bemerkung lautet folgendermaBen: Nehmen wir an, es gabe eine 
absolute Athergeschwindigkeit, die eine feste Richtung gegen die Fixsterne 
habe. Dieser Vektor wiirde dann (auf die Erde bezogen) im Laufe eines 
Tages einen Rotationskegel um die Himmelsachse beschreiben. Seine Hori- 
zontalkomponente durchliefe also ein ebenes Vektorbiischel, das symmetrisch 
lage zur Projektion der Himmelsachse auf der Horizontalebene, das heibt 
zur Richtung Nord—Siid. Im Mittelwert iiber einen siderischen Tag wiirde 
der Vektor also die Richtung Nord—Siid haben miissen. Aus Abb. 1 geht 
aber ganz deutlich hervor, daB die mittlere Richtung der Vektoren einen 
Winkel von wenigstens 40° mit den Meridian bildet, im Widerspruch zu 
unserer Annahme*), Diese Betrachtung 1a8t sich nach einer ebenfalls von 
Prof. Lorentz Anfang Oktober 1925 herriihrenden Gedankenfolge auf den 
vom Verfasser behandelten allgemeineren Fall erweitern. Anstatt durch 
einen Vektor (D, my), wie Miller es tut, kénnen wir namlich das Ergebnis 
einfacher durch den Vektor (D, m) darstellen, wo }w = gy das Maximal- 
azimuth bedeutet. Bis auf einen Proportionalitatsfaktor werden dann die 
Komponenten des Vektors den Gré8en S cos w und § sin gleich sein [vgl. 
die Gleichungen (5)]. Die Rechnung wird dadurch erheblich vereinfacht 
und ergibt nach Prof. Lorentz, falls die J,, mit Bezug auf das Fixstern- 


machten Voraussetzungen und ihrer Folgerungen, so kann natiirlich durch Preisgabe 
der Einsteinschen Gleichungen die heutige allgemeine R.-T. durch eine neue ersetzt 
werden; in ihren Grundprinzipien aber, welche Vorstellungen iiber Raum, Zeit und 
Bewegung betreffen, wird diese neue Theorie von der heutigen nie verschieden sein“ 
(S. 404). Uber die Bedeutung der etwas vagen bei Joos vorkommenden Begriffe 
»Wahrscheinlichkeit eines Befundes“ und ,Sicherstellung der Richtigkeit“ vgl. § 9 
des Textes. 

88) Hierzu bemerkt Hans Thirring in einer nach Einreichung dieses Aufsatzes 
verdffentlichten Abhandlung [Naturwissenschaften 14 (12. Februar 1926), S. 111—116]: 
» ++. die Stokessche Annahme (stellt) iiberhaupt keine ausgearbeitete Theorie des 
elektromagnetischen Feldes dar und kann mit der Einstein-Minkowskischen Elektro- 
dynamik, die eindeutige Feldgleichungen lieferte, eine Reihe neuer Gesichtspunkte 
erdffnete und beobachtbare Effekte voraussagte, nicht in Wettbewerb treten.“ 

*) Dieselbe Bemerkung wurde spiter in dem in **) genannten Aufsatze von 
Thirring gemacht. 
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system konstant sind, da8 der Mittelwert von S sin  iiber einen siderischen 
Tag verschwindet. Das so erhaltene Diagramm, das aus Abb. 1 dadurch 
hervorgeht, da8 man die Winkel aller Vektoren mit der Vertikale ver- 
doppelt, soll dann also symmetrisch liegen zur Vertikalen, was ebensowenig 
der Fall ist. Die Betrachtung lat sich iibrigens auch ohne Rechnung 
durchfiihren, wenn man beachtet, da8 eine Funktion, die im obengenannten 
System konstant ist, im mit der Erde rotierenden System immer die 
Meridianebene zur Symmetrieebene hat. Dies gilt also auch fiir die Kom- 
ponenten eines Tensors beliebiger Stufe, also auch fiir jede daraus ab- 
geleitete Invariante, insbesondere fiir den Vektor (S, w). 

Aus diesen verschiedenen Bemerkungen geht hervor, daB es gianzlich 
ausgeschlossen ist, im Miller-Effekt ein Experimentum crucis zwischen der 
klassischen Theorie und der R.-T. zu erblicken. 

Aus der obenerwahnten Unabhangigkeit der Méglichkeit des allge- 
meinen Tensorkalkiils von jedem Experimente ergibt sich ohne weiteres, 
daB die Erwigung der Méglichkeit einer Riickkehr zur klassischen Theorie 
nicht mehr und nicht weniger bedeutet als die Vermehrung der Anzahl 
der Grundtensoren. Und wenn man dies tut, so gibt es durchaus keine 
Veranlassung, die J;, sofort durch die Bedingung einzuschranken, die raum- 
lichen Komponenten von dL” sollen mit denen von dG@* identisch sein, 
wie es die Erklarung des Miller-Effektes mittels eines einzigen Vektors 
tut; da ist eben die oben eingefiihrte Verallgemeinerung zur vollstandigen Un- 
abhangigkeit der beiden Tensoren die am meisten auf der Hand liegende und 
vorurteilsfreiste Erklarung. Es la8t sich dann auch der Lorentzschen Kritik 
dadurch vorbeugen, daS man z. B. annimmt, die g seien (im Fixsternen- 
system) nicht, die r,, aber wohl von der Zeit abhangig, und zwar in dem 
Sinne, daB die letzteren ganz oder teilweise von der Erde bei ihrer 
Drehung mitgefiihrt werden, das hei®t, daB das Ellipsoid im Laufe des 
Tages seine Lage relativ zur Erde beibehilt, also gegeniiber dem Fixstern- 
system rotiert (wodurch die Komponente in der Richtung Ost — West bei Miller 
erklart werden kann), und daB die Abweichung des Ellipsoids von einer Kugel 
mit der Héhe zunimmt. Die Konstanz der g_ sichert dann die Irrotatio- 
nalitat des Geschwindigkeitsvektors, und die Variabilitét der r.g wider- 
spricht den Aberrationserscheinungen nicht, weil diese, wie u. a. G. Giorgi 
a. a. O. bemerkt, von der Richtungsdifferenz der Wellennormalen am Anfang 
und Ende eines Lichtstrahls unabhangig sind. Der Michelsonsche Versuch 
iiber den Einflu8 der Erdrotation auf die Lichtgeschwindigkeit, der kiirzlich 
von A. A. Michelson und Henry G. Gale wiederholt worden ist®), ergibt 

%) A. A. Michelson und H. G. Gale: ,,The Effect of the Earth’s Rotation on the 
Velocity of Light“, Nature 115 (18. April 1925), S. 566. Vgl. auch: C. Runge, Die 


Naturwissenschaften 13 (15. Mai 1925), S. 440, und E. Freundlich, ebenda 18 (29. Mai 1925), 
8. 485. 
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auf Grund unserer Rechnungen genau dasselbe Resultat wie in der klassischen 
Theorie. Lésen wir namlich dZ* = 0 nach dzx®, dann finden wir fir die 
zum Durchlaufen eines infinitesimalen Vektors dx* bendtigte Zeit 





—1,,d2* + V(l,,4x2*)"—1,,dx*dax*.,, 
i 


Wenn wir den Vektor in entgegengesetzter Richtung von einem Licht- 
strahl durchlaufen lassen und die Differenz der Zeiten bilden, so erhalten 
wir zweimal das erste Glied im Zahler, indem das zweite Glied, die Dis- 
kriminante, eine gerade Funktion in dz* ist und also fortfillt. Beim 
Miller-Effekt war es gerade umgekehrt, weil da die Differenz der Wurzeln, 
d. h. die Diskriminante auftrat. Dies ist im allgemeinen der Unterschied 
zwischen den Effekten ersten und zweiten Grades: bei Effekten ersten 
Grades tritt die Summe, bei denjenigen zweiten Grades die Differenz der 
Wurzeln dz® vondL*=0 auf. Ubrigens sind die in Gleichung (11) auf- 
tretenden J,, (die wir deshalb weiterhin mit i, bezeichnen) nicht dieselben 
wie die friiher eingefiihrten: die J,, haben Bezug auf das Fixsternsystem 
2°xtz%x*, die Ij, auf ein mit der Erde rotierendes Koordinatensystem 
y°y'y*y*. Wahlen wir die Erdachse als gemeinsame x*- und y*-Achse, 
dann lauten die Transformationsformeln: y°= x°, y* +-iy*= e°t® (2? +2), 
y*= 2°. Schreiben wir xf fiir die partielle Ableitung von x‘ nach y/ und 
driicken wir die J;, wie friiher aus in den g, und r,,, dann lauten die Trans- 
formationsgleichungen fiir J, auf Grund der Invarianz von dL" 


(11) dz® = 





Nao = lj 024 = beg tf 2p = box, 
weil alle anderen Glieder in Fortfall kommen. Schreiben wir hierfiir 
Kio = Cq. = CO, Xe; 


dann stellt sich heraus, da8 die g, sich genau so transformieren, als ob 
nur eine dreidimensionale raéumliche Transformation vorgenommen wiirde. 
Fiir [jo finden wir 


, 


loo = 145 219 2% = Too + loa Xo + bap xo 26 = 
= 0? + €qa% — Jap% X — Tap Zo Xe - 


Das zweite und vierte Glied ist klein gegeniiber den anderen und kann 
vernachlassigt werden, weil J,, nur im Nenner auftritt. Das dritte Glied 
ist, wie eine einfache Rechnung zeigt, gleich w*{(y’)*+ (y*)*}, also 
gleich dem Quadrat der linearen Geschwindigkeit eines Punktes der Erd- 
oberfliche, und kann deshalb ebenfalls gegen c* vernachlassigt werden. Wir 
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erhalten deshalb fiir die Zeitdifferenz zweier Lichtstrahlen, die in entgegen- 
gesetzten Richtungen eine geschlossene Kurve XK durchlaufen, 


cw" ss . 
2h “ez = 2h aaye= 2h gaze. 
EK K EK 


Das ist aber genau derselbe Wert, den Michelson gefunden hat. So wie 
mit diesem ist unsere Erklarung des Miller-Effektes mit jedem Experi- 
mente erster Ordnung (10~*) bis auf GréBen von der Ordnung 10° 
in Ubereinstimmung. 

AnlaBlich der Erérterung iiber den Miller-Effekt mége hier noch auf 
einen schon von Anfang 1924 datierenden Versuch Herrn N. v. Raschevkys**), 
sich mit diesem Effekte auseinanderzusetzen, hingewiesen werden. Die 
dort gemachte Bemerkung, der Michelson-Versuch kénne in der allgemeinen 
R.-T. wegen der Kriimmung der Lichtstrahlen nur annahernd negativ aus- 
fallen, ist zwar prinzipiell richtig, kann aber (wie Herr v. Raschevsky 
jetzt selbst zugibt) dennoch nicht zur Erklarung des Effektes dienen, weil 
eine merkliche Anderung der Gravitationspotentiale innerhalb eines Ge- 
bietes, das in der Zeit einige Minuten, im Raume einige Meter umfabBt, 
zu groben anderen Effekten AnlaB geben miiBte. Im Prinzip ist aber 
manche Bemerkung der vorliegenden, unabhingig davon entstandenen Ab- 
handlung schon bei Herrn v. Raschevsky vorweggenommen. 


§ 9. 
SchluSbemerkungen. 


Wir wollen uns durchaus nicht verhehlen, daB die hier gegebene Er- 
klarung des Miller-Effektes als eine Uberlegung ad hoc angesehen werden 
muS. Die weitaus einfachste Erklarung, die man iiberhaupt von den Be- 
obachtungen Millers geben kann, ist unbedingt diejenige, die sie fiir fehler- 
haft erklart. 

Ee ist die Aufgabe der Physik, die wahrgenommenen physikalischen 
Erseheinungen soviel wie médglich zu ordnen, RegelmaPigkeiten in thnen 
zu erkennen und sie in médglichst wenig Urteilen (Gesetzen) zusammen- 
zufassen. Diese sind, streng genommen, rein historische Urteile, aber sie 
erméglichen es, unsere Erwartungen betrefis spiterer Erscheinungen auf 
sie zu stiitzen und mit einem starken Gefiihl von Sicherheit in den Natur- 
ablauf einzugreifen, einem Gefiihl, das uns, wie die Praxis zeigt, nicht allzu 
oft betriigt®’). Hine beliebig vorgegebene endliche Menge von Erschei- 

%*) ,Bemerkung iiber das positive Ergebnis des Michelsonschen Versuches und 
die Relativitaétstheorie“, Zeitechr. f. Phys. 22 -(1924), S. 401. 


8") Vgl. hierzu: L. E. J. Brouwer, ,Over de Grondslagen der Wiskunde“ ( Amster- 
dam-Leipzig, Maas en Van Suchtelen 1907), 8. 817. 
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nungen lapt sich immer in einem geniigend komplizierten Naturgesetz 
(das auch iiber nicht oder noch nicht wahrgenommene Erscheinungen Aus- 
sagen macht) vollstdndig wiedergeben, ahnlich, wie man durch eine beliebig 
vorgegebene endliche Menge von Funktionswerten immer eine ganze ratio- 
nale Funktion legen kann. Und ebenso wie man eine gegebene Menge 
von Funktionswerten von der endlichen Kardinalzahl N mittels eines 
Polynoms gegebenen (n-ten) Grades fiir N > n--1 solchermaBen approxi- 
mieren kann, daB die Genauigkeit mit n steigt, so kann man auch eine 
gegebene endliche Menge von Erscheinungen mittels einer Physik von be- 
liebig vorgegebener beschrankter Kompliziertheit mehr oder weniger genau 
approximieren, wobei die Genauigkeit mit der Kompliziertheit der Physik 
wachst. 

Dazu ist notwendig, daB die Menge der Erscheinungen ,,gegeben“, d. h 
genau aufgezihlt ist. Dies ware klar, wenn wir den Begriff ,,wahrge- 
nommene physikalische Erscheinungen“ unzweideutig festlegen kénnten. 
Dies ist aber keineswegs der Fall: er la8t sich nach Belieben mehr oder 
weniger weit ausdehnen. Es ist nicht iiblich zu fordern, daB z. B. die 
»metapsychischen Phanomene“ oder die ,,Experimente“ irgendeines An- 
fingers in die Naturgesetze aufgenommen werden sollen obwohl dies 
sehr wohl méglich wire. Uber die Frage, ob die Gesetze den Miller- 
Effekt mit einschlieBen sollen oder nicht, l48t sich aber noch streiten. 
So viel ist jedoch wohl sicher: in einer Physik, deren Kompliziertheit 
dadurch beschraénkt ist, daB sie héchstens die beiden Fundamentaltensoren 
von vier Dimensionen g,, und —; enthalten soll, lapi sich der als positiv 
angenommene Effekt wahrscheinlich nicht wiedergeben; erweitert man aber 
die Anzahl der Grundtensoren, dann zeigt die vorliegende Uberlegung, dap 
die kompliziertere Physik auch dieser Erscheinung vollstandig Rechnung 
zu tragen vermag. 


(Eingegangen am 25. 1. 1926.) 


19* 











Ober die Differentialgleichungen der Himmelsmechanik. 


Von 
Aurel Wintner in Budapest. 


Fiir die exakten Differentialgleichungen der Himmelsmechanik ist 
typisch die nichtlineare Differentialgleichung 


(1) E+ o(t)e—2 So, (t)2 


wobei x einen Parameter bedeutet und die p bekennte, nach 22 perio- 
dische Funktionen sind. 

(2) 2+ (t)z=0 

ist also eine homogene lineare Differentialgleichung mit periodischen Koef- 
fizienten, die bekanntlich wenigstens eine Eigenlésung von der Gestalt 


(3) 2 4, exp ((e+k)t¥—1) 


besitzt. Wir wollen nicht voraussetzen, daB es eine solche Lésung von (2) 
gibt, die einerseits von sakularen Gliedern frei ist, andererseits mit (3) 
ein Fundamentalsystem von (2) bildet. Wir wollen also den Fall der 
mehrfachen Elementarteiler nicht ausschlieBen. 

Kénnen wir behaupten, daB (1) eine Lésung besitzt, die in eine kon- 
vergente Reihe von der Gestalt 


(4) TZ A(z) exp [Fe +k) t= 1] 


entwickelt werden kann (wenigstens wenn |2/| hinreichend klein ist), wo- 
bei @ dieselbe Zahl wie in (3) bedeutet? Man setze 9=o+1])—1, wo- 
bei o und + reell sind. Wir werden die Frage bejahend beantworten in 
dem Falle, wo o rational ist. Ist t=, so ergeben sich die periodischen 
Lésungen der ersten bzw. zweiten Poincaréschen Klasse (genre), je nach- 
dem o verschwindet oder nicht (mod 1); ist t 20, so ergeben sich asym- 
ptotische Lésungen. Es sei schon jetzt erwahnt, daB die Poincarésche 
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Theorie der letzteren prinzipiell mangelhaft ist. — Wir erhalten alle 
diese Lésungen mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten, also mit 
einer Methode der Praxis: 

Wir setzen (4) in (1) ein und vergleichen die Koeffizienten der beider- 
seits stehenden ,,bedingtperiodischen“ Reihen. Es ergibt sich so ein un- 
endliches, nicht lineares, implizites System von Gleichungen, welches durch 
(5) bezeichnet werden soll. Von leicht angebbaren Einzelfillen abgesehen, 
kann dieses System rekursiv nicht aufgelést werden. Wir beweisen, dab 
unter den genannten Voraussetzungen die 4;,(2) durch (5) als (analytische) 
Funktionen von 2 definiert werden, und daB sie derart abgeschitzt werden 
kénnen, daB daraus die Konvergenz von (4) geschlossen werden kann. 
Es ist dabei von Wichtigkeit das Prinzip der Transformation des Kernes. 

Des naheren sei auf die Punkte 1., 3., 4., 5. und 6. der Einleitung 
verwiesen; den iibrigen Teil der Einleitung kann der Leser iiberschlagen. 


Einleitung. 
1. In der neueren Himmelsmechanik nimmt das folgende Problem 
eine zentrale Stellung ein: 
Vorgelegt ist das Differentialsystem 
(1) #,—= D,(2,,2,,..., 2,3 exp(#/—1), exp (—#!—1); ») 

(¢ = 1, 2,..., %); 
hierbei ist t(30) die unabhangige Verinderliche; ~ ist ein Parameter; 
bekannt ist eine nach 22 periodische Lésung 
(2) °z, = X,(t) (¢ = 1, 2,...,%) 
des Differentialsystems 
(3) °#, = @,(°a,, °x,,...,°",3 exp(t]—1), exp(— t!—1); 0) 

(¢=1,2,...,%), 
in das das System (1) fiir «= 0 iibergeht; es wird verlangt, an die be- 
kannte Ausgangslésung (2) ,,bedingtperiodische* Lésungen von (1) analy- 
tisch anzuschmiegen. 

Der Fall, wo 


ao, 
(4) ny 


0 (§=1,2,..., 0), 


soll nicht ausgeschlossen werden. 
Man versucht fiir (1) den Ansatz 


(5) az, = X,(t)+ wé, (¢ = 1,2,...,%). 
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Mit Riicksicht auf (2), (3) ergibt sich fir die &, das Differentialsystem 
(8) E— 385 (X(t), Xy(t), «++ X, (0s exp (t—1), exp (—t]—1); 0) 


ps 12 , (X, (t), X(t), ..., X, (#); exp (#/—1), exp(—t)—1); 0) 


+uY,(&,, &, ---.&3 exp(t}—1), exp(—#/—1); x) 
(¢==1,2,..., 2) 

mit der Nebenbedingung 
(7) A=1. 
Hierbei ist Y; eine bekannte Funktion. Wir setzen voraus, daB die ®, 
derart sind, daB die Y, in regulare Potenzreihen ihrer Argumente ent- 
wickelt werden kénnen. 

2. Setzen wir voraus, daB, indem (6) ohne Riicksicht auf die Neben- 


bedingung (7) behandelt wird, sich eine von 4 und yw abhingige Lé- 
sungsschar 


(8) &,(t; 4, #) (f= 1,2,...,m) 
ergibt. Die Lésungsschar sei etwa fiir 
(9) |AJ< A, |p| <M 


bekannt. Die beiden Schranken A, M sind einander in dem Sinne asso- 
ziiert, daB z. B. auf Kosten der Verkleinerung von M die andere Schranke A 
im allgemeinen vergréBert werden kann. — Wir setzen voraus, daB die 
Schranke M derart gewahlt werden kann, daB zu ihr A= 1 als assoziierte 
Schranke gehért. — Dies ist gewiB méglich, wenn die Bedingungen (4) 
erfiillt sind, da dann 4 in (6) iiberhaupt nicht eingeht; dies ist z. B. in 
der Hill-Brownschen Mondtheorie der Fall. — In anderen Fallen kann 
A =1 erreicht werden, wenn statt (5) der Ansatz 


(10) a, = X,(t)+nré, (¢=1,2,..., ”) 
versucht wird usw. Wir wollen voraussetzen, daB (7) erlaubt ist. 


8. Nach dem vorigen Punkte wollen wir das Differentialsystem (6) 
ohne die Nebenbedingung (7) betrachten. 


Setzt man in (6)i=—y=0, so ergibt sich das Jacobische System 


(11) "Eom BEng G(X, (8s Xq (ts -o-r Xp (15 exp (tY—T), exp(— tY—1); 0) 

(¢ = 1,2,..., #) 
( Variationsgleichungen), wobei das Zeichen ’ darauf hinweisen soll, daB 
(5)’ X,(t)+ 46, (¢=1,2,...,%) 
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im allgemeinen noch keine Lésung von (1) darstellt, sondern nur eine 
erste Naherung gibt. 

Nach der von Hill herriihrenden, von Poincaré und v. Koch prizi- 
sierten Theorie der charakteristischen Exponenten kann die Aufsuchung 
der bedingtperiodischen Lésungen des linearen Differentialsystems (11) 
auf die Methode der unbestimmten Koeffizienten gegriindet werden; wir 
beschaftigen uns, im Anschlu8 an eine wenig beachtete Arbeit von v. Koch’), 
mit der Aufgabe, mit derselben Methode die bedingtperiodischen Lésungen 
von (6) zu finden. 

4. Die Hauptschwierigkeiten der Poincaréschen Himmelsmechanik*) 
riihren bekanntlich davon her, da8 identisch verschwindende charakteristi- 
sche Exponenten existieren*). — Im Falle der asymptotischen*) Lésungen 
hat Poincaré diese Schwierigkeiten auch nicht tiberwunden. Er erhilt 
naémlich (iibrigens mit einer nicht stichhaltigen SchluBweise) eine ge- 
wisse Schar von Funktionenreihen in ¢, welche Schar durch einen Para- 
meter ~ zusammengehalten wird; wiirde die Funktionenreihe bei einem 
festen wu, konvergent sein, so wiirde sie eine asymptotische Lésung bei 
diesem Werte von yu darstellen. Nun sind die Reihen divergent; Poincaré 
beweist die Semikonvergenz und folgert bloB daraus die Existenz der 
asymptotischen Lésungen. — Ohne eine nahere Untersuchung wird aber 
durch die Semikonvergenz die Existenz offenbar noch nicht verbiirgt, da 
(wegen der Semikonvergenz) der Parameter einem Grenzprozesse zu unter- 
werfen ist; es laBt sich also a priori nicht behaupten, daB es ein yu, gibt, 
zu welchem eine asymptotische Lésung gehért. — Poincaré hat die Exi- 
stenz der asymptotischen Lésungen im Falle der Himmelsmechanik nicht 
bewiesen (seine spiteren, blo8 formalen Untersuchungen kommen hier 
nicht in Betracht); was von Poincaré behandelt wird, ist eine interessante 
Eigenschaft seiner Reihenschar, aber nicht mehr. 


5. Die erwahnte Schwierigkeit umgehe ich durch einen Kunstgriff, 
der von Herrn Schmidt’) in seinen analogen Untersuchungen iiber die 
nichtlinearen Integralgleichungen angewendet und seitdem von Herrn 
Lichtenstein zur Behandlung von anderen schwierigen Fragen herangezogen 


1) Bull. Soc. Math. de France 27 (1899), S. 215-227. 

*) Acta Math. 18 (1890); Méth. Nouv. de la Méo. Cél. I-III. Paris (1892—1899). 

*) Und zwar wegen der Existenz der klassischen Integrale (NB. das Integral 
der lebendigen Krifte [Jacobisches Integral] ist zweifach zu zihlen), also aus geo- 
metrischen Griinden (Transformationsgriinden), wie in der Theorie der Gleichgewichte- 
figuren. — In der Hillschen Perigium-Theorie werden diese Exponenten bekanntlich 
mit Hilfe desselben Integrals eliminiert, aus welchem sie entspringen. 

*) Méth. Nouv. I, chap. VII. 

5) Math. Annalen 65 (1908), S. 370-899. — Vgl. v. Koch, 1. c. 8S. 221-299. 
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wurde (Transformation des Kernes). — Die Hilfsmittel sind dabei die 
Theorie der normalen Determinanten*), deren Hauptsitze in dem zweiten 
Abschnitte zusammengestellt sind, und ein Existenzsatz (nebst Ab- 
schitzungen ) iiber unendliche implizite Gleichungssysteme; der Beweis dieses 
Existenzsatzes geschieht ohne Schwierigkeit mit derselben Methode, die 
Herr Lindeléf’) in dem elementaren Falle angewendet hat. 

Bei den periodischen Lésungen ergeben sich als Bedingungsgleichungen 
unendliche Systeme vom Typus 


+2 
(12) ao ie = Eh (Hi Yo. Ys Y-3>---) (€=0, +1, £2,...), 


wobei die Matrix ||a,,|| normal ist und die /, gewisse Potenzreihen von 
unendlich vielen Verinderlichen bedeuten. Es kann nicht vorausgesetzt 
werden, da8 diese nichtlinearen Bedingungsgleichungen mit Rekursions- 
formeln fquivalent sind. — Bei den asymptotischen Lésungen ist die 
Matrix im allgemeinen nicht normal; ich zerspalte dort das System (12) 
in zwei unendliche simultane Teilsysteme. Das erste derselben wird mit 
der bei den periodischen Lésungen angewendeten Methode behandelt, 
wahrend das zweite Teilsystem summarisch, blo8 auf Grund des Existenz- 
satzes erledigt werden kann; blo8 mit dem letzteren kénnte man bei dem 
volistandigen Systeme nicht auskommen. 


Es sei iibrigens bemerkt, daB der Existenzsatz nicht nur an die 
Theorie der normalen, sondern auch an die der absolut konvergenten 
Determinanten*) angepaBt werden kann; vgl. auch den Anhang. 


Die Realitatsdiskussion werde ich nicht durchfiihren; bei den perio- 
dischen Lésungen reduziert sie sich auf die Diskussion der Verzweigungs- 
gleichungen*); bei den asymptotischen Lésungen tritt dazu noch ein an- 
derer Umstand hinzu; die Frequenzen der bedingtperiodischen Reihen sind 
namlich hier nicht alle reell, was man nicht zu beachten pflegt; begniigt 
man sich mit der ersten Naherung, d.h. betrachtet man nur die Varia- 
tionsgleichungen (11), so verursacht freilich dieser Umstand in gewissen 
Fallen keine Schwierigkeit, vgl. eine Arbeit von Herrn Hough*®). 

6. Wir werden aus (6) nur eine Gleichung und nur einen Parameter 
behalten und iiberdies voraussetzen, daB der Parameter bloB als Faktor 


*) v. Koch, Acta Math. 16 (1892-1893), S. 217-295. 
”) Bull. de Darboux 28 (1899), S. 68. — Vgl. meine Note Math. Annalen 95 
(1926), S. 544-556. 
*) v. Koch, C. R. 116 (1898), S. 179-181. 
*) Vgl. Lichtenstein, Math. Zeitechr. 1 (1918), S. 265—268. 
1) In Darwins Scientific Papers, I, S. 117—119, Cambridge 1911. 
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eintritt. Wir werden uns also mit der Differentialgleichung 


(18) E+ o(t)e—a So, (t)2" 


beschaftigen, wobei « der Parameter ist und die m nach 22 periodisch 
sind. Aus den Beweisen wird hervorgehen, daB der Ubergang von (6) 
zu (13) unter sinngem&8 entsprechenden Annahmen blo8 auf eine Verein- 
fachung der Schreibweise hinausliuft. 


Nach der Theorie der linearen Differentialgleichungen besitzt die 
lineare Differentialgleichung 


(14) t+o(t)ze=0, 
da p(t) periodisch ist, wenigstens eine Eigenlésung von der Gestalt 


(15) 2— 3 yexp((e+#)t!=1). 


Es wird fiir uns bequem sein, abweichend von der iiblichen Normierung, 
als den charakteristischen Exponent die Zahl g zu bezeichnen. Nach dieser 
Bezeichnung gehéren nicht die rein-imaginaren, sondern die reellen Expo- 
nenten zu den ,stabilen“ periodischen Lésungen. Der charakteristische 
Exponent kommt nur modulo Eins in Betracht. 


Ist n>1, so ist natiirlich ausdriicklich vorauszusetzen, daB (11) 
partikulare bedingtperiodische Lésungen besitzt; in der Hill-Brownschen 
Mondtheorie, bei Librationszentren usw. ist diese Bedingung bekanntlich 
erfiillt. Ich brauche also nicht vorauszusetzen, daB die allgemeine Liésung 
von (11) bedingtperiodisch, d. h. von s&kularen Gliedern frei ist. Noch 
weniger ist es notwendig, daB alle charakteristischen Exponenten von- 
einander verschieden sein sollen. 


Den Fall der Himmelsmechanik kénnen wir bei den asymptotischen 
Lésungen aus Vorzeichengriinden jedoch nicht behandeln. Wir kénnen 
zwar die Bedingungsgleichungen auflésen und beweisen, daB die bedingt- 
periodischen Reihen fiir t= 0 absolut konvergent sind. Um aber die Kon- 
vergenz fiir 0 >t>—oo oder fir 0<t<-+ co mu beweisen, miissen 
wir natiirlich voraussetzen, daB die imaginaren Teile der in der Partikular- 
lésung von (6) auftretenden charakteristischen Exponenten entweder alle 
<0 oder alle >0 sind und diese Bedingung ist bei den Bewegungs- 
gleichungen bekanntlich nicht erfiillt. 


Abgesehen von den ,,regularen“ periodischen Lésungen (Abschnitt IV), 
beschaftigen wir uns, wie erwahnt, nur mit der folgenden Aufgabe: 
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@ ist ein bekannter charakteristischer Exponent von (14); es wird 
verlangt, die Lésungen 


(16) ZZ Ay (=) exp (ie + k)t¥—1] 


von (13) zu finden, wenn || geniigend klein ist. 
Wir lésen diese Aufgabe in den folgenden Fallen: 
a) @ = 0 (Abschnitt V); 
b) ent, 1<_p<q (Abschnitt VI); 
c) g@=o+rl—1, 120, o=', 0 <p <q (Abschnitte VII—XI). 

7. Es bleiben daher die beiden Fille iibrig: 

d) @ ist reell und irrational. 

e) e=o+r/—1, t20, © ist reell und irrational. 

In der Mondtheorie ist bekanntlich der charakteristische Exponent 
reell (in unserer Normierung). Ist er auch rational, so kann unsere Auf- 
gabe gelést werden; zwar sagt Herr Brown), da8 dieser Fall [namlich b)] 
auszuschlieBen sei, da sonst die Bedingungsgleichungen eine Unbestimmt- 
heit zeigen; doch ist dies, wie wir sehen werden, ein Versehen (oder 
wenigstens eine ungewohnte Terminologie). Es ist eine offene Frage, ob 
unsere Aufgabe im Falle d) (in dem nicht praktischen Sinne des Wortes) 
gelést werden kann. [Im Falle e) kann sie ebenso gelést werden wie im 
Falle c).] 

8. Ich méchte in diesem Zusammenhange ein Versehen von Poincaré 
erwahnen. Es folgt bekanntlich in einem Gebiete, das in dem Inneren 
der zugehérigen Hillschen Grenzkurve liegt, aus der Existenz einer definiten 
Integralinvariante die Poissonsche Stabilitét jast tberall. Poincaré be- 
hauptet, es gehe aus der Existenz der asymptotischen Lésungen hervor, 
daB die kursiv gesetzte Einschrankung nicht weggelassen werden kann. 
Nun sind in dem Felde, in das die Hillsche Variationskurve eingebettet 
ist, die charakteristischen Exponenten reell. Folglich liegen die im kiassi- 
schen Sinne asymptotischen Kurven, falls sie existieren, anderswo. Mithin 
ist die Frage der Existenz der erwahnten Nullmenge unerledigt. Poincaré 
wurde offenbar durch seinen Satz Méth. Nouv. I, 8S. 226 irregefiihrt. 

9. Die Lésung unserer in dem sechsten Punkte gestellten Aufgabe 
kann auf die Mondtheorie unmittelbar nicht angewandt werden. Denn 
wir betrachten den charakteristischen Exponent als von vornherein gegeben 
und variieren ihn nicht mit 2, wahrend die Natur der besonderen mond- 
theoretischen Konstantendeutung eine solché Variierung des charakteristi- 


11) Amer. Journ. of Math. 15 (1898) S. 250. 
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schen Exponenten erfordert. Doch kann man den analytischen Kern des 
Hill-Brownschen Prozesses **) folgendermaBen herausschilen : 

Man geht von einer periodiscnen Lésung (2) aus; sie ist die Hillsche 
Variationskurve. Den von Hill**) als Desideratum formalierten direkten 
Existenzbeweis derselben habe ich anderswo**) gefiihrt, mit einer Methode, 
die auch bei der die Mondparallaxe beriicksichtigenden Kurve von Herrn 
Brown **) angewendet werden kann. 

Es sei nun die periodische Lisung (2) gegeben. Man macht den 
Ansatz (5) und erhalt so die Differentialgleichungen (6). Die Exponenten 
sind reell. Sind sie auch rational, so kénnen wir unsere Aufgabe lésen: 
der Ansatz fiihrt zu einer periodischen Lésung. Wir wiederholen nun mit 
dieser periodischen Lésung den ProzeB, den wir auf (2) angewendet haben 
usw. in inf. Es ist natiirlich nicht bewiesen, und es ist auch nicht zu 
erwarten, daB dieses Verfahren in dem analytischen Sinne des Wortes 
konvergent ist. 


10. Es sei schlieBlich bemerkt, da8 analoge Untersuchungen auch in 
dem komplexen Gebiete médglich sind. 


I. Existenzsitze tiber unendliche implizite Gleichungssysteme. 


Hauptsatz. Es sei {f,(2; y,, Yq: --+3 Hy» Mas -+-)} eine solche Folge 
von Potenzreihen von unendlich vielen Veranderlichen, daB es positive 
Zahlen 

@; a; b,, b,, ...3 4,, Ay, ---3 ME, Mh, -:- 


gibt, derart, daB, wenn fi, die beste Majorante von f, bedeutet, die fol- 
genden Ungleichungen gleichzeitig bestehen : 


CST H(a5 0, dy 5 Ay Ay EM, (F=1,2...). 


Dann besitzt das System 
Y;= Xf; (¢ == 1, 2, ...) 
in dem Bereiche 
|w|Smin(a,«); |4,|S4,, |4|S4,,--. 
eine und nur eine Potenzreihenlésung 


{ 9; (25 45 Mes + -)} 
die den Bedingungen 
Y;(05 Hy, My, ---) =0 (¢ =1,2,...) 


4) §. z. B. Brown, Amer. Journ. of Math. 17 (1895) 8. 318-358. 
8) Coll. Math. Works I. 8. 287. Washington 1905. 

4*) Math. Zeitechr. 24 (1925) S. 259-265. 

16) Amer. Journ. of Math. 14 (1892), S. 141—166. 
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geniigt ; es gelten dabei in dem erwahnten Bereiche die Abschitzungen 


|Hi(25 My» Myr --)| SO, (¢=1,2,...). 
Aus dem Hauptsatze folgt leicht eine Verallgemeinerung desselben 
fiir den Fall, wo man mehrere z hat. Es seien die f,, solche Potenz- 


reihen 





fog (ys Bes -++> 23 Yar Mare s+s Myr Myr) (8=1,2,...,7; el, 2,...), 


da8 es positive Zahlen 
a; @; 6,,4,,...; 4,,4,,...; ©, M, ... 
gibt, derart, da& 
“<a F,,(@,@, ...,@; b,,b,,...3 Ay, 4,--) SM, 
(e=1, 2,...,7; ¢=1,2,...). 
Dann gibt es ein solches 6(>0), daB das System 


w= Dae (¢ =1, 2, . 


in dem Bereiche 
|%,|S8,|\2,|S8,..-,|%,| SP; |w4,|SA,,|my| QA, --. 


eine und nur eine Potenzreihenlésung 


{94(%ys ys -- +> 2,3 ys Mas +++)} 
besitzt. Es gelten in dem erwahnten Bereiche die Abschitzungen 


1 Fe ( Sao Bes --29 Bes Mas Mer -- 1 QO (¢ =1,2,.. 


und es verschwinden natiirlich alle y, wenn alle x verschwinden. 


Um diesen Satz aus dem Hauptsatze abzuleiten, setzen wir zunichst 


F,= Y2,fy also 
s=1 


y,= F, (¢ = 1, 2, ...). 


Man hat offenbar 
F,(B, 8, +09 BS b,, By, 0003 A,, A,,...) SM,rB (¢=1, ie tas 


wenn 


0<fsa. 
Nach dem Hauptsatze besitzt also das System 


Y;= %F, (¢=1,2,... 


in dem Bereiche **) 


| 201 Soi 1441S Bs |e] SA |e} S 85 Lota S Aas ol Sy, >. 


*) x, geht namlich in die F; nicht ein. 


) 








Differentialgleichungen der Himmelsmechanik. 293 


eine und nur eine Potenzreihenlésung 


{¥;(%; %,, %, sey Bs Has Mar -++)}> 
derart, daB in dem erwahnten Bereiche 


| Fe(Mes Bas Sqr. -0r Bs Myr Mgr? 1 Se (Fl, B,...). 


Wird nun f derart gewahlt, daB a >1, so ist damit unsere Behauptung 
bewiesen. 


Wir kénnten diese Verallgemeinerung des Hauptsatzes zu Konvergens- 
beweisen heranziehen, indem wir {b,} derart wahlen kénnten, daB 


5 b,< + co. Es wird aber bequemer sein, den folgenden Spezialfall des 
verallgemeinerten Hauptsatzes anzuwenden : 


Es seien die 
fog(Bao Bqs -+ +> Bes Yas Yor->-3 Mar Mge>--) (@==1,8,..., 9; Fanl, @...) 
solche Potenzreihen, daB es positive Zahlen 
a; 4, 4,,..3 FF 
gibt, derart, daB 
f,,(@,4,...,@; b,b,...; A,,A,,...) 5M. (e—1,2,...,9;6=01,2,...). 
Dann gibt es ein solches 8 (> 0), daB das System 


r 
Wi = 2 ofa (§=1,2,...) 
in dem Bereiche 
|%,|S8, |m%|SB,.--|%,|S8; |a,|S4,, |4y|S4,,--- 
eine und nur eine Potenzreihen-Lésung 
{y; (z,, %, > on %,5 Py» Pa, ie -)} 
besitzt. Es gelten dabei die Abschitzungen 
| Hy (eqs Bqs ++ +> Spi Mas Mgr )|S 9  (F=1,2,...). 
Wir werden diesen Satz schlechthin als den Existenzsatz zitieren. 
Setzt man voraus, da die f,, des Existenzsatzes eine gemeinsame 
Majorante besitzen, so erhilt man im besonderen einen Satz, der nach 


1 

dem Ubertragungsprinzip { — 5 dem Fundamentalsatze von Herrn 
0 0 

Schmidt (1. ¢.) entspricht. 
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Ii. Satze aus der Theorie der normalen Determinanten. 


Es sei 6,,= 1, 6,,=0 (¢,k=0,+1,+2,...3;¢4&). 
Die Matrix |\a,,|| wird normal genannt, wenn*’) 


Pi -a"™ — 8,| << +0. 


Dann 1a8t sich durch Abschnittbildung zu dem Symbole det(a,,) eine 
Zahl D eindeutig zuordnen. 


Man setze @,,=a,;. Die Matrix ||\a,,|| ist mit der transponierten 
Matrix ||@,,|| gleichzeitig normal. 

Die Matrix, die in der normalen Matrix ||a,,|| dem Elemente a,, ad- 
jungiert ist, ist normal. — Es bezeichne a‘** baw. a‘* den Wert derjenigen 
normalen Determinante, die in der Matrix ||a,,|| bzw. ||@,,|| dem Elemente 
a,, bzw. @,, adjungiert ist. Dann gilt der Satz: 


x +@ 
FS le*|—0(1);  ¥ a| = 0(1). 
k=-@ k= -@ 

In dieser Arbeit sind die Landauschen Symbole immer so zu ver- 
stehen, daB der Stellenzeiger in den beiden Richtungen ins Unendliche 
wachst und da8 die Abschitzung nicht nur fiir fast alle, sondern auch fiir 
alle Werte des Stellenzeigers gilt. 


Das System 
+@ 
= a, 9, = 9; (¢=0,+1,+2,...) 


1a8t bei allen je beschrankten b,-Folgen dann und nur dann eine be- 
schrinkte Lésung zu, wenn D+0. Man erhilt aber einen falschen Satz, 
wenn man das kursiv gesetzte Wort unterdriickt; auf diesem Umstande 
beruht das Prinzip der Transformation des Kernes; auch ein Versehen von 
Poincaré, betreffend die periodische Lésbarkeit bzw. periodische Nichtlés- 
barkeit gewisser Differentialgleichungen, hangt mit diesem Umstande zu- 
sammen, wie es aus dem Abschnitt V hervorgeht. 

Es gilt aber der folgende Satz: Das obige System laBt bei einer 
beliebig festgehaltenen beschrankten 6,-Folge dann und nur dann eine 
eindeutig bestimmte beschrankte Lésung zu, wenn D +0; und zwar man 
hat dann 


+@ 
“=p Daa (§=0,41, +2,...). 


k=-@ 


*”) Wir bezeichnen den absoluten Betrag der Zah! A,, durch | A;,|, den Wert 
der zu der Matrix || A,,|| gehérigen Determinante, falls er existiert, durch det (A;,) 
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Eine Lésung {y,} des homogenen Systems 


pe tee =O (¢=0,+1, +2,...) 


soll eine Eigenlésung genannt werden, wenn 


+o 
0< J+ |y|< +o. 


Das zu der Matrix ||a;,|| gehérende homogene System 148+ dann und 
nur dann Eigenlésungen zu, wenn D = 0. 


Die Anzahl r der linear unabhingigen Eigenlésungen, die zu ||a,, || 
gehéren, soll als der Rang von |\a;,|| bezeichnet werden. 

Zu r=0 sei D +0 zugeordnet. 

\|a,,|| und |/@,,|| sind vom gleichen Range. 

Der Rang ist endlich. 


Ill. Das Prinzip der Transformation des Kernes. 


Es sei die Matrix ||a,,|| normal und es sei det(a,,)=0, also r>1. 
Es seien 


{di};  {d"} (s=1,2,...,1) 
solche Zahlenfolgen, daB 
+o +2 
Ze l< + 00; ale < +oo (s=1,2,...,r). 
Setzt man dann 
a, =a, — Seay (¢,k=0, +1, +2,...), 


s=1 
so ist |\«,,|| normal, wegen 
+o +2 +2 +2 
» le@n—O 1S SF + |Q,—4,| 
i=x-@ i=-xk=-2 


k=-@ 


r += +2 w 
+2 2 2 lad < +0. 

Das Prinzip der Transformation des Kernes besagt, daB die r-+-r 
Zahlenfolgen derart gewahlt werden kénnen, daB det(a,,) von Null ver- 
schieden ausfallt, d.h. daB zu |\«,,|| keine Eigenlésung gehért; und zu- 
gleich auch derart, da8 diese Elimination der Eigenilésungen durch weniger 
als r+ aus diesen Zahlenfolgen nicht geleistet werden kann. 
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IV. Periodische Lésungen der ersten Klasse. Der regulire Fall. 
Es sei die Differentialgleichnng 
(1) i+ p(t)e—a So, (t)2" 
vorgelegt; ¢ ist die reelle unabhingige Veranderliche, z ist ein Parameter, 
+@ ——— 

o(t)— 3 ¢, exp(kt}—1), 

(2) wg 
y,(t)—= 5 cexp(kt¥—1),  (n=0,1,2,...) 

k=-@ 
sind gegebene Funktionen. Wir setzen voraus, daB 


+@ 
al ol < +03 
(3) +@ 
ala |< +00 (n=0,1,2,...), 


und daB die Potenzreihe 5’ ( s |¢{"|) 2" einen von Null verschiedenen 
n=0 k=-@ 


Konvergenzradius besitst. Da eine Abnlichkeitstransformation von z die 
Gestalt von (1) unverandert la8t, kénnen wir gleich voraussetzen, daB 
s +@ +@ n 
1 
(4) > ( Sef!) ( 3 ae) < +03 
n=0 k=-@ k= —o@ 


statt 4 soll immer 1 gelesen werden. 
Versucht man den Ansatz 


+o 
(5) 2— 5) &S) exp(ktY—1) 


k=-@ 
und setzt man (2) und (5) in (1) ein, so ergibt die Vergleichung der 
Koeffizienten der darin beiderseits stehenden Fourierreihen das folgende 
unendliche nicht lineare System von Bedingungsgleichungen: 





+@ 
(6) pm ie Ye = Y5(Yor Ma» Poa. +++) (§=0, +1,...), 
worin 
%,=—- (k= 0, +1,...), 
¢, = — <7 (i,k=+1,+2,...;¢+8), 
(7) : 
eq, = = (¢=+1,+2,...); 


o{?) of) , 
¥v; =—— S—ty- D> Pe MeN --- (= 0, +1,...). 
» 3 
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Da {y,} so entsteht, dab 


x( of” exp (kt ¥1) 1) ( y4 exp (kt}—1 )) 


n=0 k=-@ k=-—@ 
= >’ y, exp(kt¥—1) 


gesetzt wird, so ist nach (4) 
+o 
= %,(1,1,1,...)< +0, 
um so mehr 


(8) %,(1, 1,1, ...)=O(1). 
Andererseits ist die Matrix ||a,,|| normal, da nach (7) und (3) 


Bs , yao 6,,| 1+ |¢,| vi45 pyr 


i=-ek=-@ i=-o@* 


=1+ |e 5 4431 Slal<te. 


ace! once eee 


k=-ei=-—@ 


Setzen wir zuniachst voraus, daB 
(9) D = det (a,,) + 0. 


Dann kénnen wir nach der Theorie der normalen Determinanten das 
System (6) in der Gestalt 


+@ 
(10) w=2h h=p Swe (§=0,+1,...) 


k= -@ 


darstellen, wobei wa |a**|==0O(1). Mit Riicksicht auf (8) ist also auch 


f,(1,1, 1, .)=0(1). Nach dem Existenzsatze gibt es also ein solches /, 


da8 durch ( 10) die y; als solche, in dem Gebiete |x| < f regulire Funk- 
tionen definiert werden, daB in diesem Gebiete 


(11) ly(z)|S1 (¢=0, +1,...). 


Damit ist die formale Existenz und zugleich auch die Konvergenz 
von (5) bewiesen. Da8 letztere zwei Sachen wesensgleich sind, hat bei 
einem anderen Problem schon Poincaré**) gefunden; bei Poincaré gibt es 
eine Rekursionsformel, bei uns nicht. 





1%) Journ. de Math. (4) 1 (1885), S. 172—196. 
Mathematische Annalen 96. 20 
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Die Existenz und die Stetigkeit der zweiten Ableitung von z folgt 
aus (5) und (11) unmittelbar noch nicht, wohl aber mit Heranziehung von 


, 


(1) i= —o(t)e+2 So,(t)2", 


da wir die Reihe (5) mit Riicksicht auf (4) und (11) in die rechte Seite 
von (1)’ einsetzen kénnen. 

Ist also (9) erfiillt, so sind die y,(z) eindeutig bestimmte regulire 
Funktionen; ist im besonderen y,(#)=0, so ist mithin y,(x)=0 
(¢=0,+1,...), da dann 2=0 eine Lésung von (1) darstellt. Anders 
wird die Sache stehen in dem folgenden Abschnitt, falls man die Zahlen- 
folgen gehérig normiert. 


V. Periodische Liésungen der ersten Klasse. Der Verzweigungsfall. 


Es sei jetzt det(a,,)—0. Der Rang r von |a,,|| ist also >1 
Es sei zunachst r= 1. 


Es seien 
(12) {d;}; {d;} 
solche Zahlenfolgen, daB 
+@ +2 | 
(18) Siai<ta; FT ldi<t+o. 


Setzt man dann 
(14) «;, = a,, — d,d, (i,k=0,+1,...), 
so ist nach dem dritten Abschnitt die Matrix ||«,,{| normal, und nach dem 
Prinzip der Transformation des Kernes kénnen wir voraussetzen, daB 
(15) 4 = det («,,) + 0. 

Es ist nach (14) 


+® 


+@ +@ “ 
ti Y, == mie Y, + 2 4 d, Y,; 


setzt man also 
+@ VU 
(16) zi=— J 4,y, ( Verzweigungsgleichung ), 


1 <— 


k=—-@ 


so kann (10) in der Gestalt 


+o 


(17) S @,y,=27y,+ 2,4, (¢=0,+1,...) 
k @ 
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dargestellt werden. Das System (17) kann man aber nach der Theorie 
der normalen Determinanten mit Riicksicht auf (15) in der Gestalt 


+@2 +@ 
(18) y= 2% > vet + a, + > d,a% (§=0, +1,...) 
k=-@ =-@ 


schreiben, wobei 
(19) = afl = 0(1). 
Man hat nach (8), (13), (19) 


+@ +@ 
1 ic. 1 
£2 V(ls1edy..-/eM|=O(1)s FD dhatt= 0(1), 
Nach dem Existenzsatze gibt es also ein solches 8, daB die y, durch (18) 


als solche, in dem Gebiete |z|< #; |2,|< 8 regulare Funktion von z 
und 2, definiert werden, daB in diesem Gebiete 


(20) | y,(,%,)| <1 (§=0, +1,..); 
man hat ferner 
(21) y,(0,0)=0 (¢= 0, +1,...). 


Mit Riicksicht auf (13) und (20) kénnen wir diese y;(2, 2,) in die 
Verzweigungsgleichung (16) einsetzen. Es ergibt sich so die Relation 


(22) _— ~~ Fen (2 a, ). 

In dem Punkte z= xz, = 0 verschwinden nach (21) die beiden Seiten von 
(22). Durch (22) wird also xz, als solche im kurventheoretischen Sinne 
analytische Funktion von x definiert, welche mit gehériger Annaherung des 
Punktes z= 0 verschwinden kann bzw. fiir = 0 erklart ist und = 0. 
Es sei z,(x) diese Funktion. 

Um feste Vorstellungen zu haben, setzen wir etwa voraus, daB z, (2x) 
eine solche, bei 2 = 0 algebraisch verzweigte Funktion ist, deren alle bei 
x = 0 liegende Zweige verschwinden fiir x = 0. Es gibt dann ein solches y, 
daB |x,(z)| <6, wenn |z|<y. Ist gleich y<f, und setzen wir 
y;(x) = y,;(x, z,(x%)), so ist nach (20) 


(23) ly;|(@)| 1, wenn |z|<y (¢=0, +1,...). 


Offenbar ist {y,(2)} eine Lésung von (18), also auch von (10). 
Daraus und aus (23) ergibt sich die Existenz der bei (6) versuchten 
periodischen Lésung wie vorher. 


Ist r >1, so setze man statt (14), (16), (17) usw. bzw. 
(14) = 4, — Saf dy’, 


a=1 


20* 
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a 

(16) z= — 3 d'n, 
+2 r 

(17) = Y= zy, + S2x,d;”, 
=—@ s=1 


VI. Periodische Liésungen der zweiten Klasse. 


Setzt man in (1) und (6) =0, so erhilt man bzw. 


(24) f+ p(t)t = 0; 
+@ 
(25) 2 4% =9 (¢=0, +1,...). 


Nach der Theorie der linearen Differentialgleichungen besitzt (24) wenigstens 
eine Eigenlésung von der Gestalt 


+“ 


(26) C= > “exp le + é)t=1]. 


‘=-@ 
@ ist der charakteristische Exponent. Ist g=0, so geht (26) in eine 
Reihe von der Gestalt 


(27) 5% exp (¢¢/—1) 


i=! 
iiber; man iiberzeugt sich leicht, daB der Ansatz (27) fiir (24) zu den 
Bedingungsgleichungen (25) fiihrt; der Fall des vorigen Abschnittes ist 
also der des verschwindenden charakteristischen Exponenten. 
Es sei jetzt 
e=t; O<p<q; (p,q)=1. 
Zunichst fiihren wir in (1) neue Bezeichnungen ein; wir setzen 
O;= 3 of” = ef”, falls i = 0(modgq); 
¢ ¢ 
C,=0; Of =0, falls «= 0(modg). 
Dann kénnen wir statt (1) und (2) schreiben: 


z+ ©(1)2—2 5" 0,(1)2"; 
st il | 
(28) P(t)= - So, exp r | 





+2 kty-1 
,(t)— 5) Of” exp ——. | 


k=-—@ 
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Wir versuchen den Ansatz 





— kt 
(29) z= 5 ttexp a 


Bis auf die Wahl der ¢-Einheit, haben wir mit einem schon behandelten 

Probleme zu tun. Es bleibt zu beweisen iibrig, daB die Lésungen, zu 

welchen der Ansatz (29) fiihrt, sich nicht alle zu Lésungen der ersten 

Klasse entarten, d. h. daS (29) auch zu solchen Lésungen fiihrt, bei denen 

ein solches ¢ [== 0 (mod q)] existiert, daB Y,(x) nicht identisch verschwin- 

det; also zu solchen Lésungen, deren primitive Periode gréBer ist als 22. 
Das System 


+@ 

(30) i Sy AnY,=2¥, (¢=0, +1,...) 
k=-@ 

soll so zu (28), (29) gehéren, wie (6) zu (1), (5) gehért. Dann ist die 


Matrix || A;,'| normal und das zu (30) gehérige homogene System, d. h. 
das System 


(31) 3 Agl,=0 int 44, 3 
k= -@ 
gehért so zu der Differentialgleichung 
(32) Z+ 6(t)Z=0, 
wie (25) zu (24); mit anderen Worten, der Ansatz 
3 
(38) Z= s4 Lt exp 
i=-« * 


fiihrt zu den Bedingungsgleichungen (31). 

Jede Lésung von (24) ist eine Lésung von (82). Daraus folgt, da8 
jede solche Lésung (24), die von der Gestalt (27) ist, identisch ist mit 
einer solchen Lésung (32), die von der Gestalt (33) ist. Es entspricht 
mithin einer jeden solchen Lésung von (25), welche der Bedingung 


x iat <+ oo geniigt, in eindeutiger Weise eine solche Lésung v 


k= -@ 


(31), welche der Bedingung su ty) = < +o geniigt. Diejenigen Lésungen 
von (31), die in diesem Fae aus den Lésungen von (25) abgeleitet 
werden kénnen, sollen als entartete Lésungen von (31) bezeichnet werden. 

Da 2 [p=£0(modq)] ein charakteristischer Exponent ist, so besitzt 
(31) wenigstens eine nicht entartete Eigenlésung. Da eine solche von 
den entarteten Lésungen offenbar linear unabhingig ist, so ist mithin die 
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Matrix ||A,,!| von gréBerem Range als |\a,,||. Ist also r(>0) der 
Rang von ||a,,||, so haben wir nach dem Prinzip der Transformation des 
Kernes (vgl. auch die SchluBbemerkungen der beiden vorigen Abschnitte) zur 
Behandlung des allgemeinen Ansatzes (29) wenigstens r+-1 2,-Parameter 
einzufiihren, wahrend zur vollstandigen Behandlung des entarteten An- 
satzes (6) + z,-Parameter geniigen. Mithin fiihrt der Ansatz (29) auch zu 
solchen Lésungen, zu denen der Ansatz (6) nicht fiihrt, q. e. d. Freilich sind 
dabei die von Herrn Schmidt erwahnten Ausnahmefille nicht beriicksichtigt. 

Wir werden diese SchluBweise bei den asymptotischen Lésungen nicht 
wiederholen. Ubrigens deckt sich dort der Begriff der nicht entarteten 
Liésung mit dem der zu j=1 gehérigen Eigenlésung. Auch vorher 
kénnten wir zwei Stellenzeiger anwenden und es ware dann auch hier 
dies der Fall. 


VII. Asymptotische Lésungen. Aufstellung der Bedingungsgleichungen. 


Wir gehen zu dem Falle iiber, wo der charakteristische Exponent 
nicht reell ist. Es sei 


(1) @=o+r/-1, 720, omit, 0O<p<q. 
In der Differentialgleichung 
(2) i+9(t}e—2 So, (t)2", 
worin 
+@ — 
(8) p(t) — 3 eexp(tt!—1), 
(4) e(t)= 3 cg” exp (kt /—1) (n=0,1,...), 
sollen die Bedingungen 
(5) lalss (k=0, +1,...), 
(6) lo < 3 (a0, 1,...3 Be 0, $1,...) 


erfiillt sein (statt ; ist 1 zu lesen) ; es soll ferner der Konvergenzradius 
der Potenzreihe 3'I,2" von Null verschieden sein. Dann kénnen wir 
n=0 


gleich voraussetzen, daB 
(7) Q= ST.K%*<+0, 
n=0 - 


wenn K eine absolute Konstante bedeutet; sie soll spiter, bei (42), de- 
finiert werden. 
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Setzt man den Ansatz 


(8) -¥ rus exp (je + 4)#/—1), 


j=0 i=-@ 


sowie die Reihen (3) und (4) in die Differentialgleichung (2) ein, so er- 
gibt die Vergleichung der Koeffizienten der darin beiderseits stehenden 
bedingtperiodischen Reihen die Bedingungsgleichungen 


[Pzho=2| 3 %.2"ho 





— Yit[%2)i= =| 3.2"), (¢= +1,+2,...), 


= 0° Yio + [eZ] 6 = «|S o 3" bo (j =1, 2,...), 





eee aE 
-(*) Yet (P2]i=2| 2 om? ya 
(j=1,2,...; ¢= +1, +2,...). 


Es bedeutet dabei [Q],, den Koeffizient von exp((je+#)#/—1] in der 
bedingtperiodischen Reihe Q. 

Offenbar [vgl.(38)] ist [pz],, eine Linearform derjenigen y, deren 
erster Stellenzeiger gleich j ist; wir wollen setzen 


— Yoot [P2]o= ae 5 (aS — 90%) Yor 


—[p2z).= 2 (alt- On)%ou (§= +1, +2,...) 


(10) * al¢ Z)jo = 5 (ait — Sox.) ¥jx (F=1,2,---), 





+@ 
eel, = 2 (ait — 9:4) Yj 


a 
jt 
(3) 
(j =1,2,...; $= £1, +2,...). 
Die a sind Konstanten, die durch die c bestimmt sind; 6,,—1, sonst 
3,,= 0. 
Wir setzen ferner 

hoo= [2 a 
(11) “ 

hos =| Pn?" yy (s—=+1,42,..), 
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h 1; 2 es . 
pode], Gane, 


(11) 2th, 
aoe (2e+*)" 
jt / 
(j =1,2,...5 $= 1, +2,...), 
die h sind also gegebene Potenzreihen der y. 


Wir kénnen dann das System (9) folgendermaSen zusammenfassen : 
+e 4) . 
(12) _) Qe Y;,= th;, (j=0,1,...; = 0, +1, ...). 


Es gelten dabei, wie nachtraglich gezeigt werden soll, fiir alle Werte der 
Stellenzeiger die Abschatzungen 


+2 +2 Ww e 
(18) ZF |e — Sel SF SO < +0, 
(14) hy,(1, 1, 1, .)$5SH< +00. 


VIII. Asymptotische Lésungen. Zerspaltung der Bedingungsgleichungen. 
Wir setzen 
(15) 9je(%+ Yoo Yous Yio» ---) = — 5 (ait — 844) Yj, + thy, 
(j =0,1,...; = 0, £1, ...). 
Dann ist nach (13) und (14) 


=—-o k= —@ J 


(16) J(111,1,-.JS F el ~a,)4-4,01. 1.1.55 22 
(j= 0,1,...; #=0, +1,...). 

Es bedeute « eine positive Zahl. Nach (16) gibt es ein solches N,, da& 

(17) 9,(1,1,1,1,..) Se (G=N.+1,N.4-2,...; $=0, £1,...). 


Es bedeute j, einen festen nicht negativen Stellenzeiger, der nicht 
gréBer ist als N,. Nach (13) ist die Matrix ||a;”|| gewi8 normal. Da 0 
ein charakteristischer Exponent ist, so ist der Rang von ||a;,}’|| gréBer 
als Null. Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir voraus, dab f 
die N,+1 Matrizen ||a{’|| alle vom Range Eins sind. Es seien 


(18) {d,}; {d, 4} (jg ist fest ) 
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solche Zahlenfolgen, da8 


+e $e . 
(19) | tit | < +005 a itnsl< to (jg = 0,1,...,Me)- 
Setzt man also 
(20) afi — afe — dj ¢dje, 


so sind die N,-+ 1 Matrizen || «|| normal. Nach dem Prinzip der Trans- 
formation des Kernes kénnen wir ad derart wahlen, daB 


(21) A;, = det (af?) + 0 (jo = 0,1,..., Ne). 
Man hat nach (20) 


 » 2 wy =. 
2 Ae Yjk = 2 Cie Yjk + = dj,¢ dj,e Yjnk - 


Setzt man also 

+2 L : 
(22) x, = — te Yigk (jo =0,1,..-, Me), 
so hat man nach (12) 


+@ P 
(23) = OP yn = hig + 25,0;,¢ (jo=0,1,....M3 $= 0,41,..-), 


also mit Riicksicht auf (21) 


(24) Ms =2 7, 3S byro™ + 2, x 


2. d;,,a%**, 


cuki ¢=(0,+1,...), 


wobei 
+o 
(25) e 3 jae%**) — O(1) (j,=0,1,...,Me3 |¢] +00). 
Bezeichnet man die rechte Seite von (24) durch 


(26) fins (%5 %j3 Yoos Yous « ++) (9Sip, Sz), 


so folgt aus (14), (19) und (25) unmittelbar, daB es eine Zahl Z, gibt, 
derart, daB fiir |x| $1, |2,|91 


(27) fue (as @,51,1,.--)]S(|z|+|%|)Z (OSi SNe) 
besteht. Setzt man noch der Symmetrie halber 
(26)’ fis = 958 (i>), 


so kann man das System (12) in der folgenden gemischten Gestalt dar- 
stellen: 


(28) Y5¢ = 153 (j= 0,1,...;8=0, +1,...). 
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Hierbei sind die fy Potenzreihen der Veranderlichen 


@; Loy Zy,+++> N35 Yoo Yor Yios--+> 


x ist der Parameter der Differentialgleichung (2), die z;, sind durch die 
Verzweigungsgleichungen (22) definiert; nach (27), (17), (26)’ bestehen 
die Abschiatzungen 


(29) lA(zia51,1,..)/|S(jzl+la)Z 
(\2|<S1,|2,| <1; = 0,1,..., Ms $= 0, £1,...), 
(30) f.(1,1,1,1,...)Se 


(GG=N.+1,Me+2,...; $=0, £1,...). 


IX. Asymptotische Liésungen. Auflisung der Bedingungsgleichungen. 
Es sei 0< #<1. Dann ist nach (29) 
(31) fj (9; 8;1,1,...) $202, (O<jSN,) 


Wir wiahlen « derart, dab 0<e<1, legen dann N, und Z, fest und 
wahlen # so, daB 20Z,<1. Dann ist nach (30) und (31) 


(32) [Aull ((=0,1,...; $0, +1,...), 
wenn 

(33) |z| SO; |x| S%, |z,|S9,..., |ev,| SH |ys| S1. 
Betrachten wir statt (28) das System 

(28)' Ham Eye 


Da & in die f;, nicht eingeht, und da die 6 und die M des Hauptsatzes 
jetzt gleich der Einheit sind, so ist die Zahl min (a;«) dieses Satzes bei 
dem Systeme (28)’ gleich der Einheit. Da also = 1 erlaubt ist, so be- 
sitzt das System (28) im Bereiche (33) [die x sind jetzt die ~ des Haupt- 
satzes | eine und nur eine Potenzreihenlésung {y,(z; z,,..., 2y,)}, derart, daB 


(34) | ¥js(25 %,--@w,)|S1 (j= 0,1,...458=0,+1,...). 

Wir behandeln endlich die Verzweigungsgleichungen (22), ebenso, wie 
das in dem fiinften Abschnitte angegeben ist. Es ergibt sich so, daB es 
ein Bereich 8 von x gibt, derart, daB durch das System (9) die y;,; also 
solche analytische Funktionen y,,(x) definiert werden, daB in jedem Punkte 
von $ die Abschitzung 


(35) lyj(z)|S1 ((=0,1,...5¢=0, +1,...) 
besteht. 
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Nach (1) hat mant+20. Es sei z.B.r<0. Wir setzen dann 
voraus, daB i< 0. Dann hat man fiir j > 0 
(36) exp [(je +4)#Y—1] | = | exp[— jrt + (jo +8)t/—i]| 
= exp(— jrt) S exp(— rt) <1; 
2s ist also nach (35) 
° af "s 1 , . 
ue) exp (je +4)t¥-1]| <p ({=0,1,...:¢=0, $1,...) 
und die Reihe (8) ist auf der durch $ und durch ¢ < 0 bestimmten Punkt- 
menge gleichmaBig konvergent. 
Definieren wir eine periodische Funktionenschar v(t; x) mittels der 
[wegen (35) gleichmaBig konvergenten] Fourierreihe 


(87) v(t; o- sme * exp (it 1), 


so ist nach (8), (35) und (36) 


a2) ols nis SS | Me exp (ie +4)#/—1]| 


j=l i=-@ 








<ap(-x1) 3 3 +3. t+ — 00 


j=li=—2 
Mithin ist (8) eine konvergente Darstellung einer asymptotischen Lésung. 
Bei Briot-Bouquetschen Problemen, wo die y rekursiv berechnet 
werden kénnen, gilt bekanntlich in wenigstens einem Blatte von 8 


(37)' v(t; 2) =0, 
doch ist das im allgemeinen nicht wahr. 


X. Asymptotische Lisungen. Beweis der Abschitzung (13). 


Bedeuten j, 4 beliebige Stellenzeiger, und nimmt man @ und z aus 
(3) bzw. (8), so ist 


(38) (orhi=|(_ Zoe eut=0)3 z ' tasexp (e+ ®t = 1) 
(Sven cny=i 1 )) 3 


“al Some) 


aja exp [(je + k)t!— =m 


a } Ya exp (et f=1)| 
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oder ausfiihrlich geschrieben 








[P2]loo= P =§ Yor? 
~ fork — 35 Pie (tan $3, £9.. 
k=-o 
(39) 1 1 wu 
— glvtlo= — ap 2 Tin (j =1, 2,...), 
2 +o 
Pe SS Ce =k y 
(2e5*)" (jo+i)* a. k jk 
jt 
Die Vergleichung davon mit (10) ergibt 
aye = Co, 
as? — 3, = + (t= +1, +2,... 
ais — 3,, = — “= (§=+1,4+2,... 
(40) (j) C_, \ 
az — 95, = Firs (j =1, 2, ’ 
£m = iG. j= 3 Soe $1, +2.... 
ae 6;, Ge+t ke (j 1,2,..5¢=t1,+ 
(k=0, +1,...). 
Es ist bekanntlich 
+0 ‘ 
41 ee st 
(41) 2 Fant 7) 
(statt ; ist 1 zu lesen) ; es sei K die kleinste solche Zahl, dab 
+@ 
(42) > = Pana <7 7 (¢=0, +1,.. 
k= -@ z* v= 
besteht. 
Man hat nach (40), (5), (42) fir 7 =0 


+2 +0 


3 Sit-w,icit 5S ae 


i=-—o k=-@ t= -@ k= -@ 


sir is 


i=-@ paseo © 


pag Sit 0K x4, i 


fa-e * 





ds 


) 
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und fir j >0 
s) je_y | \ ee” 
= S hail —O./S 7 = b+ dy S| ft, 


+@ +@ +2 


s Ft. +? 2 


wel TR ge pwede tile (i-k)* 





lel Ea = 
< 3 —-+TK DY 
J 





ljo+él"’ 


ite 


Um (13) zu beweisen, haben wir uns noch mit der letzten Summe zu 
beschaftigen. Es ist nach (1) 
+@ 1 +2 1 +2 1 
init 2 Ge 2. Gena 
q 


+@ 


1 
Se (E 4a) ite 


wobei durch y eine gehérig gewahlte Restklasse modulo gq reprasentiert 
wird; es ~. nun nur endlich viele solche Summen, und offenbar sind 





XI. Asymptotische Lésungen. Beweis der Abschiizung (14). 
Es ist nacht (42) 





: a 
43 ;sas =(0,1,...;¢=0, +1,...). 
ith 325 Paap See O 

Sind Q, und Q, solche Funktionen, fiir welche die Operationen [ };, 
erklart sind, so sind die letzteren offenbar auch fiir das Produkt Q,-Q, 
erklart und wir kénnen (43) folgendermaBen deuten**): Ist 


, , 1 ' 1 ss 38 a , ¥ 
LQ Sie [Qe ]j: Sip (natiirlich fiir alle j und #), 





so ist 


IQ, Qaal So Also 


**) Vgl. analoge Anwendungen von (41) bei Riemann, Werke, 2. Aufl. (1892), 
S. 250 und bei Liitkemeyer, Diss, Gittingen (1902). 
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A) Ist [Ql Sap (»=1,2,...,m), 80 ist 
1(Q,-Q,:° Q,))1|S 


B) Ist (Qeel S 5 (»=1, 2), so ist 


Peal 1) 








I[@,- Q)| a 
Wir setzen 
(8)' w= 3 SA ajeexp [(ie +4) #1—1] 
und + ~— 
(4)' a(t) = S |ef” exp (it!—1) 
Dann ist nach A) 
(44) Ps ~ 


au 


Andererseits hat man nach (5) und ay 
(45) (Fj; Sa 

us (44) und (45) ergibt sich nach B) 
(46) [%.2"];< 


Da (46) nach (45) auch fiir n = 0 besteht, so ist 


y (F.2" |S 
d.h. nach (7) offenbar 
(47) Le $2"), < rs, 


da alle Koeffizienten > 0. 
Es ist also nach (11) 


Zan 





he(1,1,1,...)5[34,2"] <4 


n=0 oi 1 


hyo(1,1,1,-.-)Slel*[ $92] se" 


n=0 








=0,1,...). 
=1, 2,...) 
= 0, 1,...) 
ot ey eee 
(¢=0, +1,...), 
(j= 1, 2,...), 
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und fiir die tibrigen h 














[2.2 
>: Q 
Bit, 009... _ ae. 
bye sa Sear 
jt 
Q Q konst 
sai (jo+i)*+jrr" s jr < j 


Anhang. 
Zur Hilbertschen Theorie der unendlich vielen Veranderlichen. 


Es bedeute {f;(x; y,, Ya, ---)} eine solche Folge von reellen Potenz- 
reihen, da8 


(1) Stf,(a; 6, b,...)]’<+00, a>0, b>0. 


Es bedeute |\a,,{| die Matrix einer reellen beschrinkten*) Bilinearform, die 
eine (eindeutig bestimmte, reelle) beschrinkte Reziproke besitzen soll; 
es bezeichne ||b,,|| die Matrix der letzteren. — Wir behaupten, da8 das 
nicht lineare System 


(2) Dn Yu (2) = 2 (25 Hs ()s Ya(2), +) 
in einem gewissen Intervalle 
(3) —Bp<2< 8 (8 Sa) 
eine und nur eine reelle reguliére Lisung besitzt, derart, daG 
(4) S[y;(x)]" < konst, 
falls (3) erfillt ist. 
Betrachten wir das lineare System 


(5) Fin My = 2h (25 Nyy Ngr + ++)s 
wobei x und die y reelle, den Ungleichungen 

(6) lz|<a;  |mi<d, [ml <b, -.. 
geniigende Zahlen bedeuten. Man hat nach (1) 

(7) S [fi 25 My» Me» -+.))" < konst, 


falls (6) erfiillt ist. (5) wird nach bekannten Sitzen durch 
(8) Y= © SOA "i> Ng, +++) 


®) Vgl. E. Schmidt, Rend, Palermo 25 (1908), 8. 74—77. 











312 A. Wintner. Differentialgleichungen der Himmelsmechanik. 
aufgelést, wobei 
(9) 2 bir = 0(1). 
Nach bekannten Satzen ist dabei 
(10) Py y2 < konst, 
falls (6) erfiillt ist. Wir setzen 
(11) D(z; Ma» Nar =) = 2 Dig hy (2 a ee 


Das System (2) kann nach (8) und (11) in der Gestalt 


(12) y,(z) = « ®,(2; y, (x), Yq (2), --.) 
geschrieben werden, wobei nach (11), (1) und (9) 


(13) ®,(a; b, b, ...)=O(1). 
Nach dem Existenzsatze besitzt also (12) in einem Gebiete (3) eine und 
nur eine regulare Lésung; (4) ergibt sich aus (10), da nach dem Existenz- 
satze |y,(2)| <b; die Realitét ergibt sich daraus, daB die Teilsummen 
der y,;(z) aus (12) rekursiv berechnet werden kénnen. 

Man beachte, daB die ®, nicht eine gemeinsame Majorente zu be- 
sitzen brauchen [vgl. die Andeutungen von Herrn Schmidt*)]. 


Der Fall, wo das System Sa,,y,=—0 eine endliche Anzahl von 
k 


linear unabhingigen Eigenlésungen besitzt (Punktspektrum), 1a8t sich mit 
Hilfe der Transformation des Kernes auf den regularen Fall zuriickfiihren. 
Es hangt freilich dann von den Verzweigungsgleichungen ab, ob man zum 
Schlu8 Reelles erhilt. 

In den nicht behandelten Fallen (Haufungsstelle und Streckenspektrum) 
kénnen analoge Sitze nach Herrn Hellinger*’) nicht bestehen. 

Wegen Anwendungen verweise ich auf eine Arbeit von Herrn 
Lichtenstein**), worin auf Grund der Hilbertschen linearen Siatze lineare 
Differentialgleichungen behandelt werden. 


*) Diss., Gdttingen (1907), S. 20. 
*) Rend. Palermo 88 (1914), S. 1183—166. Vgl. Gétt. Nachr. 1919, S. 171. 


(Eingegangen am 1. 8. 1925.) 








Ober den Zusammenhang zwischen den definierenden 
Gleichungen und der Idealtheorie in algebraischen 
Kérpern. 

(Erste Mitteilung.) 

Von 
Oystein Ore in Oslo. 


In den Untersuchungen iiber den Zusammenhang zwischen der Theorie 
der Ideale und den héheren Kongruenzen hat Dedekind versucht, die Ver- 
bindung zwischen den Idealeigenschaften und den Kigenschaften der defi- 
nierenden Gleichung eines Kérpers zu bestimmen. Seine Untersuchungen 
sind aber auf Gleichungen von spezieller Form beschrinkt und auch fiir 
diese erhalten seine Resultate nicht die notwendige Allgemeinheit, indem 
die sogenannten gemeinsamen auBerwesentlichen Diskriminantenteiler auf- 
treten. Bei seinen Untersuchungen iiber die Verzweigungstheorie der 
algebraischen Kérper wird der Diskriminantensatz unter gleichzeitiger Heran- 
ziehung von mehreren erzeugenden Gleichungen erreicht. 

Die Kroneckersche Theorie der Ideale mit der Einfiihrung von un- 
abhingigen Variablen als HilfsgréBen leistet fiir die Verzweigungstheorie 
nicht mehr als die Dedekindsche, und man kann daraus auch keine 
Schliisse auf die Eigenschaften der definierenden Gleichungen ziehen. 

Bei der Henselschen Theorie der Ideale wird der Kérper durch 
p-adische und z-adische Zahlen erweitert, und man erhalt in diesem er- 
weiterten Kérper durch den Henselschen Hauptsatz direkt einen Zusammen- 
hang zwischen der Primidealzerlegung einer Primzahl und der Zerlegung 
der definierenden Gleichung im p-adischen Bereiche. 

In dieser Arbeit werde ich zeigen, wie man in voller Allgemeinheit 
den Dedekindschen Gedankengang durchfiihren kann und wie man sehr 
natiirlich unter Anwendung der Theorie der Primzahlpotenzmoduln fiir eine 
feste endliche Potenz p* und ohne Adjunktion von HilfsgréBen diese Pro- 
bleme behandeln und lésen kann. Speziell gebe ich eine neue und aus- 
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nahmslose Behandlung der Verzweigungstheorie bei den algebraischen 
Kérpern. 


Diese Untersuchungen beruhen auf dem folgenden Hauptsatz, der dem 
Henselschen analog ist: 


Wird der Kérper durch die irreduzible Gleichung f(x) = 0 definiert, 
und besteht fiir f(z) die Zerlegung in irreduzible Faktoren (mod p*), 
e>dé+1, 


f(x) = f, (2) (2)... f,()(mod ps), 


wobei der Grad von f,;(x) gleich n, ist, so hat die Primzahl p die Prim- 
idealzerlegung 

p=Ppi'pr’... Pr, Np =p”. 
Die Diskriminante von f(x) ist genau durch p? teilbar. 

Von diesem Satz ausgehend, behandle ich zunichst die Eigenschaften 
des Fiihrers; und durch Einfiihrung von neuen Fiihrerbegriffen (Partial- 
fiihrern in bezug auf Primzahlen und Primideale) wird gezeigt, wie sich der 
Fiihrer zerlegt; es wird auch gezeigt, wie man fiir die definierende Gleichung 
eine Normalform angeben kann, wobei alle Partialfiihrer der Primideale 
gleich Eins werden. Weiter fiihre ich die Abbildungskérper fiir die Prim- 
ideale ein und studiere damit u. a. die Eigenschaften des Index; es ergibt 
sich daraus eine neue Formel fiir dic Zusammensetzung des Index. 


Dann werden die Eigenschaften der Kérperdifierente und Kérper- 
diskriminante behandelt und gezeigt, wie man durch Einfiihrung der Supple- 
mentzahlen diese GréBen ohne Ausnahme bestimmen kann. Die Dedekind- 
Henselsche Ungleichung fiir die Differentenexponenten wird unter Anwen- 
dung eines einfachen Hilfssatzes in ein paar Zeilen bewiesen; durch diesen 
Hilfssatz erhailt man auch den Liickensatz fiir die Supplementzahlen, wo- 
durch der sonst iibliche Ausnahmefall vollstaindig erledigt wird. Zuletzt 
gebe ich einige Existenzsitze fiir algebraische Kérper mit vorgeschriebe- 
nen Idealzerlegungen und Differentenexponenten, insofern sie nach den 
obigen Satzen mit der Primidealzerlegung vertraglich sind; diese Satze sind 
auch fiir mehrere andere Untersuchungen von Bedeutung. Es wird auch 
hier die genaue obere Grenze der Multiplizitét angegeben, womit eine 
Primzahl in der Diskriminante eines Kérpers n-ten Grades aufgehen kann. 
Ich mache speziell darauf aufmerksam, da8 es unterhalb dieser Grenze 
Liickenzahlen gibt, welche nicht als Diskriminantenexponenten vorkom- 
men kénnen. 
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Kapitel I. 
Einige Satze iiber héhere Kongruenzen fir Primzahlpotenzmoduln. 


§ 1. 
Ein Hilfssatz. 


Die hier gegebene Behandlung der Theorie der algebraischen Zahlen 
beruht auf der Theorie der héheren Kongruenzen fiir Primzahlpotenzmoduln, 
und ich werde daher in diesem Kapitel die notwendigen Theoreme aus 
diesem Gebiet aufstellen. 

Bekanntlich hat die Theorie der héheren Kongruenzen fiir Primzahl- 
potenzmoduln nicht denselben einfachen Charakter wie fiir Primzahlmoduln, 
und namentlich gilt nicht mehr der Satz von der eindeutigen Zerlegung 
der Polynome in irreduzible Faktoren. Wie ich aber in Kapitel 2 zeige, 
wird dieser Satz durch einen anderen Hauptsatz ersetzt. 

Es soll zunachst ein wichtiger Hilfssatz entwickelt werden. 

Es seien 

f(z) = a,2z* + a,27*-'+...+4,, 

g(x) =}, a™ + b,a"-1+ ...4+ 5, 
zwei Polynome, wobei hier, wie sonst immer unter Polynom eine ganze 
rationale Funktion mit ganzen rationalen Koeffizienten verstanden wird. 

Weiter sei 

R = R(f(x), 9(2)) 
die Resultante von f(z) und g(x), wobei R eine ganze rationale Zahl ist. 
Es wird R +0 angenommen, so daB die Polynome f(z) und g(x) keinen 
gemeinsamen Faktor haben. 

Mit p soll immer eine rationale Primzahl bezeichnet werden. Es sei 
p¢ die genaue Potenz, worin p in der Resultante R aufgeht. 

Wenn dann F(z) ein beliebiges Polynom vom Grade kleiner als n + m 
ist, also 

F(z) = ¢,2*+*-1 + 6, g*t-3 4+... te, 
so soll bewiesen werden, da8 man immer solche Polynome f, (x) und g, (x) 
bestimmen kann, daB 


(1) f(~)g,(z) + 9(x) f(z) = pe F(x) (mod p*) 
ist, wo « > @ eine beliebige ganze rationale Zahl ist und wo weiter die 
Grade von f,(xz) und g,(a) kleiner als n bzw. m sind, also 

f, (a) = A,z*-! + Apz*-*?+ ...4+A,_, 


g, (2) = Byz*- + B,z™-* + ... + B,_;. 
21* 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung beweist man leicht, indem man in 
(1) die Produkte ausmultipliziert und die Koeffizienten der entsprechen- 
den Potenzen von zx vergleicht. Man erhilt so das System von linearen 
Kongruenzen 


a) By + by Ao = pec, 

(2) a, B, +4, B, + 6, A, + b, A, = pee, (mod p*), 
und man sieht leicht, daB die Determinante dieses Systems gleich R ist. 
Durch passende Multiplikation mit Unterdeterminanten erhalt man aus (2) 
Kongruenzen von der Form 

RA, = p? K,(mod p*) (¢=0,1,...n—1), 

RB,;= p* H,(mod p*) (¢=0,1,...m—1), 
w oK, und H, ganze rationale Zahlen sind, welche als lineare Ausdriicke 
in den Koeffizienten c, dargestellt werden kénnen. Setzt man nun 
R = p? R’, wobei R’ also nicht durch p teilbar ist, kommt 

A, = R" K,(mod p*-e), 

B, = R” H,( mod p*-e), 

R’ R" = 1(mod p*-e) 
ist. Umgekehrt folgt leicht, daB diese Werte von A, und B, eine Relation 
von der Form (1) geben. 

Wie man auch bemerkt, sind die Koeffizienten A, und B;(mod p*-¢) 
eindeutig bestimmt und wenn daher f,(2) und g,(x) zwei andere Poly- 
nome sind, wofiir die Gradzahlen kleiner als n, bzw. m sind, und weiter 
die Kongruenz 

f(x) 9,() + 9(2) f,(z) = pe F(x)(mod p*) 
besteht, so hat man notwendigerweise 
f,(%) = fy(@), 9,(%) = 9,(x)(mod p*-e). 
Diese Resultate kénnea folgendermaBen ausgesprochen werden: 

Satz 1. Wenn die Resuliante der Polynome f(x) und g(x) genau 
durch p® teilbar ist und weiter F(x) ein gegebenes Polynom vom Grade 
kleiner als n-+-m bezeichnet, kann man immer Polynome f,(x) und 
g, (x) mit Gradzahlen kleiner als n und m so bestimmen, daf 

f(%) 9, (2) +9 (=) fy (%) = pe F(x) (mod p*), 


und die Polynome f,(x) und g,(x) sind dann (mod p*~¢) eindeutig be- 
stimmt. 


wobei 
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§ 2. 
Faktoren der Polynome (mod p*). 
Ein Polynom g(x) heiBt Teiler von einem Polynome f(z) (mod p*), 
wenn eine Kongruenz 


f(x) = p(x) p, (x) (mod ps) 
besteht. 


Ein Polynom soll reduziert heiBen, wenn der Koeffizient der héchsten 
Potenz von 2 nicht durch p teilbar ist. Im allgemeinen kann man dann 
annehmen, da8 dieser Koeffizient gleich eins ist. 

Im folgenden werden auch nicht-reduzierte Polynome vorkommen, wie 
ich aber zeige, kann man fiir solche Polynome einfach eine Normalform 
(mod p*) angeben. Es gilt nimlich der Satz: 


Satz 2. He seien in 

f(z) = a,z* + a,2*-!+...+4,_,_,27°t1+a,_2°+...+4, 
alle Koeffizienten a,,@,,.-.,@, ,-, durch p teilbar, wahrend a,_, nicht 
durch p teilbar ist. Hs besteht dann eine Zerlegung 

f(x) = g(x) (4+ ph(z)) (mod p*), 

wobei g(x) ein reduziertes Polynom vom Grade r ist, h(x) ist ein Poly- 
nom und A bezeichnet eine durch p nicht teilbare Konstante, und weiter 
ist diese Zerlegung (mod p*) nur in einer Weise ausfiihrbar. 

Dieser Satz ist schon von Schénemann') bewiesen, ich gebe aber 
hier einen anderen Beweis. 

Es besteht die Kongruenz 

f(x) = @,_,(2"+ b, 2*-? v na v b,) = a,_,g'(x), (mod P), 
wenn nur die Zahlen 5; so gewahlt sind, dab 

b,a,_, ” Gr +i (mod P) 

ist, was offenbar immer méglich ist. Daraus folgt, daB man A=—a,_, 
setzen kann. 

Der Satz wird jetzt durch vollsténdige Induktion bewiesen. Es be- 
stehe die Kongruenz 

f(x) =g°""(z) (4+ ph*” (2) (mod p*~*) 
und nach der Voraussetzung iiber die Eindeutigkeit kann man dann 
g(x) = g*-»(z) + p*-* G(x), 
A+ ph" (2) = A+ ph" (2) +p" H(2) 


1) Th. Schénemann, Von denjenigen Moduln, welche Potenzen von Primzablen 
sind, Journ. fir Math. 82 (1846), 8. 98—105, § 54. 
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annehmen. Die Zusatzpolynome G (2) und H(z) werden dadurch bestimmt, 
da8 die Relation 


f(x) = (g°~” (xz) + p** G(x) (A+ ph” (x) + p** H (x) (mod p*) 
bestehen mu8. Daraus folgt 
f(z) — 9° (@) (A + ph®™ (x) = p** (A(x) 9°” (@) + 4G (a) (mod p*) 
oder wenn man 
f(x) —g""(x) (4+ ph (x) = p** F(z) 
setzt, erhilt man zur Bestimmung von G(x) und H(z) 
F(z) = H(z) g*-» (x) + AG(x) (mod p). 
Diese Kongruenz kann aber nur (mod py) in einer eindeutigen Weise be- 
friedigt werden, und zwar indem man F(x) durch g*-"(z) dividiert, 
F(x) =q(z) 9°" (z)+r(z), 
H(z)=q(z), G(x) =+(z) (mod p) 
wird. Der Satz 2 ist dadurch bewiesen. 
Es sei jetzt f(x) ein reduziertes Polynom und weiter 

f(x) = f, (x) fy(x) --- f(a) (mod p*) 
eine beliebige Zerlegung von f(z) in Faktoren (mod p*). Man kann dann 
nach Satz 2 immer annehmen, da8 ein Faktor f,(x) die Form 

f,(z) = 9,(x) (A; + ph,(x)) (mod p*) 
hat, wobei g,(z) reduziert ist und die Konstante A, soll nicht durch p 
teilbar sein. Das Produkt 

G(x) = 9,(%) 9.(2)---9,(2) 

ist dann wieder reduziert, und weiter kann man auch 
(3) A+ pH(z)=(4,+ ph, (2) ...(4, + ph, (2) 
setzen, wobei A nicht durch p teilbar ist. Aus der Kongruenz 

f(x) = G(x) (A+ pH(z)) (mod p*) 
schlie8t man aber 
(4) A+ pH(x) = 1 (mod p*). 


Denn der Grad von G(x) ist, wie man leicht sieht, gleich dem Grade von 
f(z), und wenn es in pH(x) Glieder gibe, welche nicht (mod p*) ver- 
schwinden, wiirden daraus durch Multiplikation mit G(x) Glieder ent- 
stehen, welche nicht in f(x) enthalten waren. Die Richtigkeit von (4) ist 
also rachgewiesen. 


wobei also 
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Aus (3) folgt dann 
(A, + ph,(z))...(A, + ph, (x)) = 1 (mod ps), 
und daraus leitet man sofort den Satz ab: 
Satz 3. Wenn ein reduziertes Polynom (mod p*) durch ein Polynom 


von der Form A-|- pF (x) teslbar ist, gibt es immer ein anderes Polynom 
B+ pG@(zx), so dap 


(A+ pF(x)) (B+ p@(xz)) = 1 (mod p*). 


Solche Polynome A + p F(z) kann man passend Hinheitsteiler (mod p*) 
nennen. Man erkennt leicht an Beispielen, da8 solche Einheitsteiler fiir 
alle « existieren. So ist z. B. 


1+2™p’, prt 
ein Ejnheitsteiler (mod p*), indem 
(1+ 2™ p*) (1 — 2™ p*) = 1 (mod p*). 

Ein Polynom g(x) soll trreduzibel (mod p*) heiBen, wenn (zx) 
reduziert ist und aufBer sich selbst keine reduzierte Teiler (mod p*) ent- 
halt. Aus dem Vorausgehenden folgt einfach, daB jedes reduzierte Polynom 
in irreduzible Faktoren zerlegt werden kann, ich bemerke aber sofort, dab 
diese Zeriegung im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. 


Von den unwesentlichen Kinheitsteilern wird im folgenden bei der 
Zerlegung eines reduzierten Polynoms immer abgesehen. 


§ 3. 
Uber den Zusammenhang zwischen den Faktoren (mod p*) 
fiir verschiedene a. 


Fiir die weitere Untersuchung der Zerlegungen der Polynome ist ein 


Satz, der in anderer Gestalt bereits von Herrn Hensel*) aufgestellt ist, 
von Wichtigkeit. 


Es sei f (x) ein gegebenes, reduziertes Polynom, und weiter D = D (f(x)) 
die Diskriminante von f(z). Es wird D +0 vorausgesetzt, d. h. f(z) soll 
keine mehrfachen Faktoren enthalten; man setzt voraus, daB D genau 
durch p°* teilbar ist. 

Weiter wird angenommen, da8 eine Zerlegung 
(5) f(z) = f, (2) f,(2) (mod p**) 
besteht, wobei also f,(2) und f,(x) reduziert angenommen werden. Wenn 


*) K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. IV, § 3. Leipzig 1908. 
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dann die Resultante R(f,(z), f,(~)) genau durch p® teilbar ist, so folgt 
aus der Relation 
D = D(f,(2)) D(fy(2)) R* (f,(2), fy (2)) (mod p***) 
sofort, daB 56> 20 sein muB*), 
Man kann nun beweisen, daB man aus der Zerlegung (5) fiir alle 
a>6d-+1 eine Zerlegung 


(6) f(x) =f" (z) fa” (x) (mod p*) 
ableiten kann, wobei 

(7) 1" (2) =f,(2), f(z) = fy (2) (mod p*-e+*) 
ist. 


Man beweist auch diesen Satz durch Induktion, indem man 


(8) f(x) = fy"? (2) fa" (a) (mod p*~*) 
als bewiesen voraussetzt, wobei also auch 
(9) "(x)= f,(2), f°” (x) = f,(x2) (mod p*-***) 


sein soll. Da, wie schon bemerkt, 6— 9 > 0 ist, so wird auch die Resul- 
tante von f,°~" (x) und f,"""(x) genau durch pé? teilbar. 
Setzt man jetzt 
fi” (%) = fr” (x) + p***g, (2), 
fa” (2) = fa” (2) + p**"* 9, (2), 


so sind wegen (9) sicher die Kongruenzen (7) erfiillt. Weiter kann man 
aber die Zusatzfunktionen g,(xz) und g,(x) so bestimmen, da8 auch die 
Zerlegung (6) besteht. Dazu ist nur erforderlich, daB die Kongruenz 


f(x) = F{e-® (x) Re” (@) + p-*-e (9, (a) ff- (2) + 9, (2) F{°-” (x) (mod p*) 
besteht, indem man bemerkt, daB das Glied 
p%*—*-8e 9, (x) 9, (x) 
(mod p*) verschwindet, Nach (8) kann man aber 
p*-* F(z) = f(z) — fe-” (2) fe (z) 
setzen, so da8 man zur Bestimmung von g,(x) und g,(z) die Kongruenz 
9,(2) f°? (2) + 9,(2) f{*-? (x) = pe F(x) (mod pe**) 


erhilt. Diese Kongruenz ist aber nach Satz 1 immer lésbar, wodurch 
unsere Behauptung bewiesen ist. 


*) Es ist von Interesse zu bemerken, daB diese Relation nicht su bestehen 
braucht, wenn man nicht-redusierte Faktoren (mod p“*) zulaBt. 
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Es sei nun 


(10) f(z) = f,() f,(2) -.. f(x) (mod p***) 


eine beliebige Zerlegung von f(z) in reduzierte Faktoren. Es wird voraus- 
gesetzt, daB die Diskriminante D(f,(z)) eines Faktors genau durch p* 
teilbar ist, waihrend die Resultante R,;— R(f,(x), f;(z)) genau durch p%; 
teilbar sein soll. Nach einem bekannten Satze iiber Diskriminanten folgt 
dann aus (10) 


s=— 38 ; 
(11) = Pi 2S 5 
Setzt man hier der Kiirze wegen 
12 ’ = ’ 
(12) @ aes 
so geht die Gleichung (11) in 
(13) b= 36,420’ 

t=1 

iiber. 


Unter Anwendung der vorstehenden Untersuchungen folgt dann die 
Richtigkeit des Satzes : 


Besteht fiir f(x) die Zerlegung (10), so besteht auch fiir alle a>6-+-1 
eine entsprechende Zerlegung 
(14) f(z) = f(x) Ao (x)... f(z) (mod p*), 
wobei allgemein 

f{° (x) = f,(x) (mod p*-e’+*) (¢=1,2,...,9r). 

Man leitet auch mittels dieser Untersuchungen einfach als Spezialfall 
den Satz von Schénemann‘*) ab: 

Besteht die Zerlegung 


f(x) == f, (x) f,(~)-.. f,() (modp), 
wobei die Faktoren f,(z)(modp) alle zueinander relativ prim sind, so 
besteht fiir alle « eine Zerlegung 
f(x) = f{ (x) Ff (x)... F(z) (mod ps), 
wobet 
f{° (x) = f,(x) (mod p) (¢=1,2,...,9). 

Unter Anwendung dieser Sitze werde ich nun die Zerlegung eines 
Polynoms in irreduzible Faktoren (mod p*) untersuchen. 

Aus dem Schénemannschen Satze schlie8t man sofort, daB eine irredu- 
zible Funktion (mod p*) entweder kongruent einer Primfunktion (mod p) 





*) Th. Schénemann, a. a, O. § 59. 
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oder kongruent einer Potenz einer Primfunktion (mod) ist. Wenn die 
irreduzible Funktion (mod p*) némlich verschiedene Primfunktionen (mod p) 
enthielte, so wiirde sie auch (mod p*) reduzibel. 

Es sei jetzt (10) eine Zerlegung von f(z) in irreduzible Funktionen, 
d. h. die Faktoren f,(z) sollen alle (modp**') irreduzibel sein. Die 
irreduziblen Funktionen f,(x) miissen dann alle voneinander verschieden 
sein, da sonst die Diskriminante von f(x) nicht genau durch p° teilbar 
sein kann. 

Aus einer irreduziblen Funktion f,(2) (mod p*+') erhailt man einen 
entsprechenden Faktor f{“)(x) in der Zerlegung (14) von f(x) (mod p*). 
Man kann dann zeigen, da8 auch f;“)(2) eine irreduzible Funktion (mod p*) 
ist, d.h. die Zerlegung (14) ist eine Zerlegung von f(x) in irreduzible 
Faktoren (mod p*). 

Man hat niamlich bewiesen, da8 


(f(a) = f(x) (mod p'-¢*) 
ist. Nach (11) und (12) ist aber 
6,55 — 0’, 
so daB auch die Kongruenz 
f{° (x) = f,(%) (mod p***) 
besteht. Daraus folgt aber, daB f{“(x) (mod p**+*) irreduzibel sein muB, 
und also ist /{°(x) um so mehr (mod p*) eine irreduzible Funktion. Das 
Polynom f;(z) mu8 namlich (mod p*+*) irreduzibel sein, da sonst /,(z) 
nach dem friiher Bewiesenen fiir alle héheren Potenzen von p, also auch 
(mod p*+!) reduzibel wire, gegen die Voraussetzung. 
Man kann diese Resultate in einem Satze zusammenfassen : 
Satz 4. Zerlegt man das Polynom f(x) in irreduzible Faktoren 
(mod p**) 
f(«) = f,(%) f(x) -.. f,(@) (mod p***), 
so besteht fiir alle « >4-+-1 eine entsprechende Zerlegung in irreduzible 
Faktoren (mod p*) 


f(x) = f° (x) ff? (x)... f(x) (mod ps), 
wobei 


fi) (2) = f,(2) (mod p'e'+?) (f= 1,2,..., 7). 


Aus diesem Satze folgt, daB die Zahlen 4, und g,; fiir die entsprechen- 
den Faktoren f{* (x) dieselben wie fiir f,(x) sein werden, sie sind also 
von @ unabhingig. 

In dem nachsten Kapitel werde ich als Anwendung der Untersuchungen 
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iiber algebraische Zahlen auch einen Hauptsatz iiber die Mehrdeutigkeits- 
verhiltnisse bei den Zerlegungen (mod p*) geben. 


Kapitel II. 
Allgemeine Untersuchungen iber algebraische Zahlkirper. 
§ 1. 
Zwei Hilfssitze. 


Es sollen jetzt die Eigenschaften eines algebraischen Zahlkérpers K 
vom Grade nm untersucht werden. Der Kérper K wird durch eine ganze 
algebraische Zahl # definiert, wobei # der irreduziblen Gleichung 
(1) f(z) = 2*-+a,2*-!+...+4,=0, f(#)=—0 
geniigt, worin die Koeffizienten a; ganze rationale Zahlen sind. 

Alle Zahlen in K werden durch die Zahlen 


(2) F(d)=¢,+¢,0+...+¢,_,0"" 


erzeugt, wenn die c, alle rationalen Werte durchlaufen. Fiir K kann man 
bekanntlich auch eine Minimalbasis 


(3) 4, Dg, +++) W, 
finden, so daB jede Zahl w in K in der Form 
w = b,w,+b,0,+...+,o, 


dargestellt werden kann, und wenn eine ganze Zahl des Kérpers ist, 
so sind alle 5, ganze rationale Zahlen. Die Diskriminante einer Minimal- 
basis heiBt die Kérperdiskriminante und soll mit d bezeichnet werden. 

Alle Zahlen von der Form (2), wobei die Koeffizienten c; ganz 
rational sind, bilden einen Ring R, d.h. die Summe und Differenz 
F, (8) + F,(#) und Produkt F,(#)F,(%) von zwei Zahlen in FR ist 
wieder in R enthalten. 

Es soll zunachst ein einfacher Hilfssatz bewiesen werden. Aus den 
Eigenschaften der Minimalbasis (3) folgt, daB Gleichungen von der Form 


1 = €,, @, + Cyg M+... +6,,0,, 
O = Cy, Wy TH Cyg Wy +--+ + Cg, My, 


®* «© 6 © 6 ¢'s 6 © & © @ eee 


(4) 


bestehen miissen, wobei alle c¢, j ganz rational sind. Die Determinante 


k=|¢,;| (¢ =m 1,2,...,8; fel, 2,...,%) 
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hei8t der Index der Zahl &. Wenn D die Diskriminante der Gleichung (1) 
ist, so beweist man leicht aus (4), daB die Relation 


(5) D=k'd 
besteht; es folgt daraus, da die ganze rationale Zahl k& nicht verschwinden 
kann. 

Aus den Gleichungen (4) folgen Relationen von der Form 


(6) kaw,= Ay + A, 9+...+4,,-,0°"* (§=1,2,...0), 
wobei auch alle A,; ganz rational sind. 

Es sei jetzt der Index k genau durch p* teilbar, so daB man k = p*k’ 
setzen kann, wo k’ nicht durch p teilbar ist; der Buchstabe x soll im 
folgenden immer diese feste Bedeutung haben. Wenn daher « > x eine 
ganze rationale Zahl ist, so folgt aus (6) leicht, daB die Zahlen p* m, (mod p*) 
alle kongruent einer Zahl des Ringes R sind. Daraus sieht man sofort 
die Richtigkeit des folgenden Satzes ein. 

Satz 1. Wenn wm eine beliebige ganze Korperzahl ist, so ist immer 
p*w(mod p*)a >x, kongruent einer Zahl des Ringee R. Dabei kann «a 
beliebig groB gewahlt werden, und p” bezeichnet die genaue Potenz, worin 
p in k aujfgeht. 

Ich beweise auch an dieser Stelle einen anderen wichtigen Hilfssatz. 
Es soll untersucht werden, wann eine Ringzahl in R durch p* teilbar ist, 
also die Bedingung dafiir, daB eine Kongruenz von der Form 


F(#) =}, +b,0+...+6,_, 0"-* = 0 (modp*) 


besteht. Man ersetzt die Potenzen #’ durch ihre Werte (4) und erhilt 
dadurch die Kongruenzen 
by c,, + b,c, +... +5,_,6,,=0 
2 'S-e ee ee wb a 8 ee (mod p*). 
bn¢,, + 5,6, +... +5,_,¢,,=0 
Die Determinante dieses Systems ist gleich & und man leitet daher daraus 
die Kongruenzen 
kb, = 0 (mod p*) (¢=0,1,....n—1) 
ab. Dann wird aber 
b, = 0 (mod p*~*) (¢=0,1,...,.8—1), 
und es ist also bewiesen: 
Satz 2. Wenn eine Ringzahl F(d) durch p* teilbar sein soll, miissen 
alle Koeffizienten b, durch p*~* teilbar sein, d.h. es besteht die identische 
Kongruenz 


F(x) = 0 (mod p*-*). 
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Aus diesem Satze folgt sofort, da8 fiir zwei Ringzahlen F,(#) und 
F,(®) die Kongruenz 
F, (9) = F,(#) (mod p*) 
nur dann bestehen kann, wenn 
F, (x) = F,(z) (mod ps"). 


§ 2. 
Beweis des Hauptsatzes. 

Es soll nun die erste Hauptaufgabe behandelt werden: Man soll den 
Zusammenhang zwischen der Form des Polynoms f(z) und der Prim- 
idealzerlegung einer Primzahl p untersuchen. 

Es sei 


(7) f(x) = f, (x) f, (2)... f, (x) (mod p*) 

eine Zerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren (mod p*), wobei a > 6 + 1 
vorausgesetzt wird, wenn wie friiher die Gleichungsdiskriminante D von f(z) 
genau durch p® teilbar ist. Nach Kap. 1 kann man annehmen, daB die 
Faktoren f,(2) reduziert sind; die Grade der Faktoren sollen mit 

(8) My, Ng, +++, N, 


bezeichnet werden, wobei natiirlich 


(9) Nn, +nt+...+-n,=—2 
ist. 

Aus (1) und (7) folgt fiir «= 0 die Kongruenz 
(10) f,(0) fy)... fa(®) = 0 (mod p*), 


und daraus schlieBt man, da8 die Zahlen f,(0) mit p gewisse gemeinsame 
Idealteiler besitzen miissen. 

Es sei wie in Kap. 1 die Resultante von zwei irreduziblen Funktionen 
f,(z) und f;(#) genau durch p*¥ teilbar, wihrend die Diskriminante D, 
von /,(2) genau durch p* teilbar sein soll; zwischen den Zahlen 9,, und 4, 
besteht dann die Relation (11) Kap. 1. Nach Satz 1, Kap. 1, kann man 
nun solche Polynome A,,(x) und B,;(x) bestimmen, dab 
(11) A,,(x) f, (2) + B,j(x) f(z) = p% (mod p*). 

Wenn dann p ein beliebiges Primideal ist, das in p aufgeht, so wird 
vorausgesetzt, daB die Zahl /,(#) genau durch p” teilbar ist; die Zahl y, 
soll die charakteristische Zahl des Primideals p in bezug auf f,(x) heiBen. 

Geht das Primideal p in p genau in der Potenz p* auf, so folgt 
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aus (11), wenn man += @ setzt, da nicht zugleich y, und y; gréBer 
als eg,; sein kann. Wenn daher y, die gro8te unter den Zahlen 
(12) Var Yer >°+9 Ve 
ist, so hat man fiir die anderen charakteristischen Zahlen, wie man aus (11) 
fir x = @ sieht, die Ungleichungen 
(13) ¥; SeQ;, (§ +7) 
welche auch bestehen, wenn es unter den Zahlen (12) mehrere gréBte gibt. 

Aus (10) folgt aber leicht die Ungleichung 

Mt Yat +s +7, = ee, 

und daher nach (13) 


M+ C(O eee FOr tT Onetat-+- FOr) See, 


oder 
71,2¢(@—Q,,—--.— Or .s—2 — Optra eee 0;,)- 
Setzt man wie in Kap. 1 
(14) go = 3 0,;, 
J i>i 
so ist 
OS Oy tee +g + Oita be + OG, 
und daher 
(15) %= e(a —¢’). 


Nach der Relation (13) Kap. 1 schlieSt man daher, daB es fiir jedes 
Primideal p, das in p aufgeht, eine einzige gréBte charakteristische Zahl y; 
gibt, wahrend fiir alle anderen die Ungleichungen (13) bestehen. 

Dies soll im folgenden kurz so ausgedriickt werden, daB das Prim- 
ideal p zur irreduziblen Funktion f,(x) gehort. 

Es ist also bewiesen, da8 jedes Primideal p zu einer einzigen irredu- 
ziblen Funktion f,(2) (mod p*) gehért. Es soll nun bewiesen werden, da8 
es auch zu jeder irreduziblen Funktion f,(x) mindestens ein zugehdériges 
Primideal gibt. 

Wenn niamlich dies nicht der Fall ware, so wiirde also fiir ein ¢ die 
Zahl f,(@) fiir jeden Primidealteiler p von p nur durch p” teilbar sein, 
wobei 

n%Se Qi; (j+#) 
wire, wenn p zur irreduziblen Funktion f,(x) gehére. Daraus folgt aber 
nach (10), daB die Zahl . 


f,(P).-- f-1() fis (#)---4,(9) 
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fiir alle Primideale p durch p*“~*, also auch durch p*“~®” teilbar wiirde. 
Es muB8 daher die Kongruenz 
f, (8)... f-1(9) fia. (8)--. f,(8) = 0 (mod p2-e’) 
bestehen. Wird aber darauf der Satz 2, Kap. 2, angewandt, so folgt die 
identische Kongruenz 
f, (2) «+ fi-a(#) fess (#) +++ f- (a) = 0 (mod pe-e'-), 
welche aber nicht bestehen kann, indem die linke Seite nicht durch p 
teilbar ist. Man muB also 
alg+x 
haben, was auch nicht méglich ist, indem « >6-+ 1 und nach (13) Kap. 1 
folgt o’ <; und ebenso nach (5) x <3: 
Unsere Behauptung ist also bewiesen. 


Es sollen nun genauer die Eigenschaften eines Primideals p studiert 
werden, das zur irreduziblen Funktion f,(x) gehért. 

Nach dem Satze 4, Kap. 1, kann man aus (7) eine entsprechende 
Zerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren fiir alle Moduln (mod p’) 8 > « 
bestimmen, 

f(x) = f(x) fe? (x)... 4” (x) (mod p*), 
wobei allgemein 
fi? (x) = f,(2) (mod p*~* 
Fiir die Faktoren f(x) erhilt man daher dieselben Zahlen Q,; und 9d, 
wie fiir die entsprechenden /,(x). Weiter werden auch die charakteristi- 
schen Zahlen fiir ein Primideal p nicht geaindert; nur wenn p zur irreduziblen 


Funktion /,(z) gehért, so wird die entsprechende charakteristische Zahl y; 
fir f{° (x) mit f beliebig groB, indem man nach (15) 


7,2 €(B— oo’) 
hat, d.h. es besteht die Kongruenz 
(16) {” (8) = 0 (mod p**~*”), 


Es soll jetzt untersucht werden, wann eine Ringzahl F(#) durch eine 
Potenz von p teilbar sein kann, der Einfachheit wegen wird vorausgesetzt, 
da8 der Exponent ein Multiplum von e ist, d.h. man soll untersuchen, 
wann F(#) durch p*” teilbar sein kann. 

Fiir jedes y gibt es sicher Polynome G,(x)==0(modp), wofiir die 
Kongruenz 


(17) G, (#) = 0 (mod p*7) 
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erfiillt ist. Denn nach (16) hat sicher f(z) diese Eigenschaft, wenn 
nur B>y-+ 0’ gewahlt wird. Unter den Polynomen G,(x), wofiir die 
Kongruenz (17) erfiillt ist, gibt es sicher solche, wofiir der Grad méglichst 
klein wird und der Grad von einem solchen Polynome ist gewiB < n,. 
Man kann auch annehmen, daB ein solches Polynom reduziert ist. Denn . 
im entgegengesetzten Falle kann man nach Satz 2, Kap. 1, G,(x) in | 


die Form 

G, (x) = F,(x)(A + pH, (z)) (mod p’) 
schreiben, wobei F,(z) reduziert und die Zahl A nicht durch p teilbar 
ist. Da die Zahl A+ pH,(#) nicht durch p teilbar ist, enthalt F,(#) 
auch die Potenz p*’ und man kann daher G,(2) durch das reduzierte F,( 2) 
ersetzen. 

Der Grad m, eines solchen Polynoms F,(2) wird natiirlich von y ab- 
hangen und mit y wachsen oder jedenfalls nicht abnehmen. Da aber 
m, <n, ist, so folgt, daB es ein y, gibt, so dab, wenn y > y, ist, der 
Grad von F,(z) von y unabhangig und also gleich m,, wird. Man kann 
aber dann zeigen, daS m,,—n, ist. Denn dividiert man f(z) durch 
F, (x), so erhalt man 


(18) f(x) = Q(x) F,(x) + R(x) (y >> B>rv+e’), 


woraus fiir z= # folgt, daB die Zahl R(#) auch durch p*? teilbar ist. 
Da aber der Grad von R(x) kleiner als m,, ist, miissen in R(x) alle 
Koeffizienten durch p teilbar sein, so da8 man 


(19) R(z)=p'R,(z), B,(x)5=0(modp), 
setzen kann. Die Zahl R,(#) wird also durch p*’-* teilbar, und dies 
ist nur méglich, wenn 
e(y—A) <ey 
ist, also . 

A>7—Yo- 
Wahlt man nun y so groB, daB y — y, >45-+1 und also 4>46-+1 ist, 
so folgt aus (19) und (18) 

fi? (x) = Q(x) F,(z) (mod p**?). 

Diese Kongruenz ist aber nicht méglich, auBer wenn Q(z) = 1 (mod p*+') 
ist, indem f(x) (mod p*+') eine irreduzible Funktion ist; man hat also 


m, = ™,, =n;, wenn y > y, ist. Allgemeiner sieht man ein, da8 immer 
die Kongruenz 


F, (x) = f(x) (mod pr-) (B27+e’) 


besteht. 
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Wenn nun eine beliebige Ringzahl F(#) durch p*’, y > y, teilbar 
sein soll, kann man F(x) durch /{” (x) dividieren, 
(20) F(x) = Q(%) f(z) + B(z) (B2r+e), 
und fiir «= # folgt daraus,da8 R(#) durch p*7 teilbar ist, woraus man 
wie friiher R(x) = 0 (mod p’-”) schlieBt, so daB nach (20) die Kongruenz 
F(x) = Q(z) A (x) (mod p”-™) 
besteht. Man kann daher sagen: 
Wenn eine Ringzahl F(#) durch p*’ teilbar sein soll, so besteht die 
identische Kongruenz 
F(x) = 0 (modd p’””, fi? (x)). 
Daraus folgt weiter einfach, da8, wenn fiir zwei Ringzahlen F, (#) 
und F,(#) die Kongruenz 
F,(@) = F, (®) (mod pe”) 
bestehen soll, so hat man identisch 


F, (z) = F, (x) (modd p’”™”, fi? (z)). 
Aus der letzten Bemerkung kann man eine sehr wichtige Eigenschaft 
des Primideals p herleiten. Da es namlich unter den Polynomen F(z) 
(modd p’~”, f{”(x)) genau p™”~” verschiedene Reste gibt, so gibt es 
auch mindestens p™‘’-7) verschiedene Ringzahlen fiir den Modul p¢’. 
Andererseits kann man eine beliebige Kérperzahl w nach § 1 immer 


in der Form 


wo = FO) 


schreiben, wobei F(#) eine Ringzahl und k& der Index ist. Wenn dann 
durch p*” teilbar sein soll, mu8 also F(#) durch p*’+™ teilbar sein. Dies 
ist aber, wie man leicht bemerkt, sicher der Fall, wenn 

F(x) = 0(modd p’*", ff? (x)) (B>y+x+¢) 


ist. Da es fiir den Doppelmodul (modd p’*", f{”(z)) genau p™”*” ver- 
schiedene Reste gibt, so wird es im Kérper héchstens p™ +” verschiedene 
Zahlen (mod p*7) geben. 

Wenn nun der Grad von p gleich f ist, so wird 


N(p*?) = pet? 
und man hat daher die Ungleichungen 
pmr-rd < ptr < part” 


n(y — 9) SefySn(y+*), 
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oder auch 
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woraus folgt, wenn man durch y dividiert 


n,( — 1) Sef<n,(1+). 


Da man hier y beliebig gro8 machen kann, so wird daraus folgen, 
daB n, beliebig nahe an ef kommt, und da es sich um ganze rationale 
Zahlen handelt, erhalt man folglich die wichtige Gleichung 


(21) ef=n,. 

Unter Anwendung der Gleichung (21) kann man nun die wichtige 
Tatsache beweisen, daB es fiir jede irreduzible Funktion f,(z) nur ein 
einziges zugehdriges Primideal gibt. Denn wie schon bewiesen, gibt es 
jedenfalls zu jedem f,(x) ein entsprechendes p,, und wenn Ordnung und 
Grad von p, mit e, und /; bezeichnet werden, so ist nach (21) ef, = n,. 
Wenn man dann das Ideal 

p’ = PP py... per 
bildet, so ist sicher p’ ein Teiler von p. Da aber 
Lal, z n, 
Np’ = p=! = p=! = p* 
ist, so mu8 man auch p’ =p haben, d. h. es kann fiir jedes f,(x) nur 
das einzige p, geben. Es ist daher der folgende Hauptsatz bewiesen: 

Satz 3. Besteht fiir f(x) die Zerlegung in irreduzible Faktoren 

(mod p*), e>6+1, 
f(z) = f,(*) f(z)... f,(z) (mod p*), 
wobei der Grad von f,(x) gleich n, ist, so hat die Primzahl p in R die 
Primédealzerlegung 


p=pepe... ps, 
wobet 
N (pj!) = p™. 
§ 3. 


Anwendungen des Hauptsatzes. 
Es werden im folgenden die Bezeichnungen angewandt: Die Prim- 
zahl p soll die Primidealzerlegung 
(22 P= PPPS .-- Pir, Np, = pt 
haben. Wenn dann ; 


f(x) = f, (7) f,() ... f(a) (mod p*) (@26+1) 
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eine Zerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren (mod p*) ist, so hat 
man also 
(23) ef =n,, 
wenn n, der Grad von /,(x) ist. Wenn weiter die Zahl /;(#) genau durch 
pi teilbar ist, so heiBt y,; die charakteristische Zahl von /;(x) in bezug 
auf p;. Es bestehen dann. nach § 2 die Ungleichungen 

Nj Siz % (¢ +9), 
wahrend die Zahl f,(#) nach (15) sicher durch pj"“~® teilbar ist. 

Man kann nun genauer angeben, wann eine Ringzahl F(#), 
F(z)==0 (mod p) durch eine Potenz pj’’ teilbar ist. Nimmt man nam- 
lich zuerst an, daB der Grad von F(x) kleiner als n, ist, so bildet man 
die Zahl 

AP (8)... 2, (8) F(O)AL.(8) ... 78) (BE r+). 
Diese Zahl ist sicher durch p;‘’ teilbar, wiahrend jedes von p, verschie- 
dene Primidea] p,; sicher in der Potenz p;/” vorkommt. Man hat daher 
(8)... FE (8) F(O) F2,(8) ... £8) = 0 (mod pr) 
woraus nach Satz 2 
fi? (x)... FE, (2) F(x) (2, (x) ..< f(x) = 0 (mod p-*) 
folgt. Diese letzte Kongruenz ist aber nur méglich, wenn man 
F(x) = 0 (mod p’-*) 
hat. Im allgemeinen Falle, wo der Grad von F(x) gréGer als n, ist, folgt 
dann leicht wie friiher aus der Kongruenz 
F (8) = 0 (mod pj”) 
die identische Kongruenz 
F(x) = 0 (modd p’~, f(x) (B2y+¢'). 

Satz 4. Wenn eine Ringzahl F(#) d durch pj" teilbar sein soll, mup 

das Polynom F(x) (mod p’-*) durch fi? (x), BSy+e’, teilbar sein. 


Man kann auch eine wichtige Anwendung von diesem Satze auf die 
Theorie der héheren Kongruenzen fiir Primzahlpotenzmoduln geben. 
Es seien 


(24) Kes 4) (x) fA (x)... f° (a) (modp*) («#>6+1), 
= p(x) ps"(z)... 92" (2); 


zwei Zerlegungen von dem Polynome f(x) in irreduzible Faktoren (mod p*). 
Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von p in Primideale folgt dann 
29% 
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zunichst, daB r=<s sein muS. Weiter wird ein Primideal p, zu der 
beiden irreduziblen Faktoren y{“(x) und f{” (2) derart gehéren, daB 

Kr (#) _ 0 (mod perc), 

gi” (8) = 0 (mod pi"*-*”) 


ist, wobei 9” fiir die zweite Zerlegung (24) dieselbe Bedeutung wie 0’ 


fiir die erste hat. Nach (23) folgt, daB sowohl f{°(x) als p{”(z) vom 


+ 


Grade n; ist. Man kann nun, was unwesentlich ist, 0” > 0’ voraussetzen. 
Dann folgt nach Satz 4, daB g{*(2) (modp*-e"-") durch f(x) teilbar 
sein muB. Da aber x<i, o” <3 ist, so folgt daraus einfach 

fi (x) = of” (x) (mod p*-*). 
Es ist daher bewiesen: 

Satz 5. Zerlegt man ein irreduzibles Polynom f(x) in irreduzible 
Faktoren (mod p*), so ist diese Zerlegung (mod p*~*) eindeutig, d. h. wenn 
zwei Zerlegungen 

f(z) = A (x) fA? (x)... K(x), 
A ) a ) | ) (mod p*) 
=, (x) pa (z)..., (x) 
bestehen, so ist r=s und fiir alle i=1,2,...,r 
gi” (x) = K° (x) (mod p>-*). 


Dieser Satz kann natiirlich auch direkt, ohne Anwendung der Theorie 
der algebraischen Zahlen bewiesen werden. 


Kapitel III. 
Uber die Eigenschaften von Diskriminanten und Differenten. 


§ 1. 
Uber Fiihrer. 
Wie schon in Kap. II §1 bemerkt, bilden die Zahlen 
(1) R(#)=a,+a,0+...+4,_,0"", 


wobei die a; ganz rational sind, einen Ring, d.h. die Summe, Differenz 
und Produkt von zwei solchen Zahlen hat wieder dieselbe Form. Im all- 
gemeinen werden nicht alle ganze Kérperzahlen zum Ringe gehdren; 
wenn aber & den Index der Zahl @ bezeichnet, so folgt aus Kap. II § 1 
leicht, daB wenn @ eine ganze Kérperzahl ist, so wird 

(2) ka = A(#) 

eine Ringzahl. 


- 
a 
‘ 
. 
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Alle Zahlen m des Kérpers, welche die Eigenschaft haben, da8 fir 
jedes wm das Produkt 
(3) oo=A(0) 
eine Ringzahl wird, bilden, wie man leicht sieht, ein Ideal f, das nach 
Dedekind der Fiihrer des Ringes heiBt. Aus (2) folgt sofort, daB f ein 
Teiler von & sein muB. Setzt man in (3) m=1, so folgt, daB alle 
Zahlen in f auch dem Ringe angehéren. 

Die Zahl f’(#) heiBt die Differente der Zahl #, und es ist dann 
(4) D= + N(f'(#)), 
wobei D die Gleichungsdiskriminante von der Gleichung f(x) =0 ist. 
Man beweist dann weiter leicht, daB eine Relation 
(5) f'(O)=f-d 
besteht, wo das Ideal ) von der speziellen Wahl der Zahl # unabhingig 


ist. Das Ideal > heiBt die Differente des Kérpers und hat die wichtige 
Eigenschaft, daB 


(6) N(b)=|d|, 
wobei d die Kérperdiskriminante ist. 

Man kann nun weitere Fiihrerbegriffe einfiihren, indem man die Be- 
dingung (3) durch entsprechende Kongruenzen ersetzt. So bilden alle 
ganzen Zahlen y\” mit der Eigenschaft, da fiir alle w die Kongruenz 

@ p;" = A(#) (mod p*) 
besteht, ein Ideal yl das sicher ein Teiler von f wird. 

Das Ideal f{” wird natiirlich von « abhingig, aber man kann zeigen, 
daB8 wenn. nur @ oberhalb einer bestimmten Grenze liegt, so wird f{” 
von « unabhingig, und zwar hat man 
(7) b= =f" («>»), 
wenn wie friiher der Index k genau durch p” teilbar ist. Dies folgt ein- 
fach aus der Tatsache, daB wenn eine Kongruenz 


(8) w = P, (9) (mod p*) 
gilt, so kann man auch ein Polynom P,(2) so bestimmen, daf 

@ = P,(#) (mod p*) (a > x) 
wird. Aus (8) folgt naémlich sofort 

w = P,(8) + pra, 


wobei @, wieder eine ganze Zahl ist, und daher ist nach Satz 1 Kap. II 
auch p*@, (mod p*) kongruent einer Ringzahl. 
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Das von « unabhingige Ideal f, in (7) soll der Fiihrer des Ringes 
in bezug auf p heiBen, und wenn m eine Kérperzahl ist, und eine Zahl 
in f,, 80 besteht immer eine Kongruenz 

wy = P(#) (mod p*), 
wobei « beliebig gro8 gewahlt werden kann. 

Da nach Satz 1 Kap. II immer p*@ (mod p*) kongruent einer Ring- 
zahl ist, so wird a immer ein Teiler von p* und kann daher nur solche 
Primideale enthalten, welche in p aufgehen. Wenn p nicht in k aufgeht, 
ist p*= 1 und man erhalt daher auch f,—1. Die Ideale j, werden also 


nur dann vom Einheitsideale verschieden, wenn p ein Teiler von & ist. 
Man beweist nun: 


Satz 1. Der Fiihrer { ist gleich dem Produkte aller Fithrer j,, 
wobei p die Primzahlieiler von k durchléuft, also 

ea fp: 

Zunichst folgt aus einer Gleichung (3), daB auch die entsprechenden 
Kongruenzen fiir alle Moduln bestehen, so daB eine Zahl p in f auch zu 
allen Idealen f, gehért, und also, da die f, zueinander teilerfremd sind, 
auch zu ihrem Produkt. f mu8 daher durch das Produkt J/f, teilbar sein. 

Wenn aber umgekehrt y eine Zahl des Ideals [Jj, ist, so besteht 
auch immer eine Kongruenz 


op = P,(#) (mod p*), 
oder , 
(9) wp = P,(8)+ pta,. 
Fiir eine andere Primzahl g folgt entsprechend, da8 w und daher auch 
nach (9) p*w,(modg*) eine Zahl des Ringes wird. Dann wird also 
auch w,(modg’) eine Zahl des Ringes und man erhilt aus (9) eine 
Gleichung von der Form 

op = P, (9) + pq’ o,,. 
Ebenso zeigt man allgemein, daB wenn p,gq,...,7 die verschiedenen 
Primzahlteiler von & sind, so besteht eine Gleichung 

wp = Pyo...2(8) + ptg?... £7 Wy, ¢...,1- 

Da hier das letzte Glied durch & teilbar wird, so mu8 w@ auch selbst 
eine Zahl des Ringes sein und daher zu f gehéren. 

Zuletzt erwihne ich noch einen weiteren Fiihrerbegriff. Wenn p ein 
Primideal ist, das in p genau in der Potenz p* aufgeht, so kann man 
p=p*q setzen, wo q nicht durch pteilbar ist. Die Zahlen py, wofiir 
immer eine Kongruenz 


wp = P(#) (mod p*) 
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besteht, bilden ein Ideal f{*. Man zeigt auch hier leicht, daB wenn « > ex 
ist, fy =f” von a unabhingig wird. Dies folgt, indem man beweist, daB 
man aus einer Kongruenz 
(10) o = P,,(#) (mod p**) 
eine Kongruenz 

w = P,(#) (mod p*) 
ableiten kann. Man kann niamlich immer eine solche Zahl y bestimmen, 
da8 die Kongruenzen 

y=1(modp*), y= 0(modq") 
erfiillt sind, und wenn man dann (10) mit y multipliziert, erhalt man 
eine Kongruenz von der Form 
w = P,,(%)-+ p* o (mod p*), 


woraus nach Satz 1, Kap. II folgt, daB w (mod p*) kongruent einer Ring- 
zahl ist. 


Das Ideal f, heiBt der Fithrer des Ringes in bezug auf p, und 


wenn @ eine Zahl in f, ist, so besteht fiir alle ganze Kérperzahlen » 
eine Kongruenz 


wp = P(#) (mod p*), 


wo « beliebig groB gewahlt werden kann. Wie oben zeigt man leicht, 
daB jede durch p* teilbare Zahl (mod p*) zum Ringe gehért, so daB f, 
ein Teiler von p** und folglich auch eine Potenz von p sein muB. 


Ich werde jetzt den Zusammenhang zwischen den Fiihrern f, und 
dem entsprechenden Primzahlfiihrer f, ermitteln. Es sei die Primideal- 


zerlegung von p durch (22), Kap. II gegeben, und da f,, eine Potenz 
von p, ist, kann man 


(11) f,, =P," 
setzen. 


Es werden nun die allgemeinen Bezeichnungen des Kapitels II an- 
gewandt, und die charakteristischen Zahlen des Primideals p, sind daher 
Yi» Yias «+> Yip» Man sett 


(12) Me= Nir tees EM eat MN, sta tees HM, o> 
und nach der Definition der Zahlen y, , ist dann die Zahl 
TT, (9) = f,() ..- fi-s() fies (®) --- (9) 
genau durch p’* teilbar. 
Da alle durch ps teilbaren Kérperzahlen kongruent einer Ringzahl 
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(mod p*) sind, so wird es auch im Ringe ¢,f;=m, durch p, teilbare 
Zahlen 

Ri (#), Rr" (#), ..., Rar (0) 
so geben, da8 sie ein Fundamentalsystem fiir p' (mod p;) bilden®), d. h. 
jede durch p,* teilbare Zahl w 148t sich (modp*) kongruent einer Summe 


w = a,” RY (#) + ay Ry? (8) +... + an? RS (8) (mod p?) 
schreiben, wobei die Zahlen a," alle ganz rational sind. 
Bildet man dann weiter das System von n Zahlen 


K, ,(0) = 1, (8) Ri (#) (j= 1, 2, eoes n;5 t= i 2, idee 


so sind diese Zahlen, wie man leicht sieht, ein Fundamentalsystem in 
bezug auf p fiir ein Ideal 


Q == IT pr" Fy 
i=1 
d.h. jede durch a teilbare Zahl kann in der Form 
w= 2" Ki,5(#) (mod p*) 


dargestellt werden, wobei alle a” ganz rational sind. Da alle Zahlen 
K, ,(#) zum Ringe gehéren, so folgt, daB f, ein Teiler von a sein muB. 
Man kann aber zeigen, daB a =f, ist, indem man beweist, daB kein 


Primideal in f, in einer kleineren Potenz als p/‘* vorkommt. Es soll 


nun bewiesen werden, da8 nicht alle Zahlen im Ideale = (mod p*) zum 
Ringe gehéren. Man kann niamlich eine solche Ringzahl F(#) finden, da8 
sie genau durch p**+*~* teilbar ist, und weiter kann man auch voraus- 
setzen, daB der Grad von F(z) kleiner als n, ist. Weiter kann man auch 
F(x) so wiahlen, daB F(x)==0(modp) wird, indem sonst, wie man 
leicht sieht, jede durch p;'~* teilbare Zahl kongruent einer Ringzahl (mod p) 
wurde. Wenn man dann die Zahl 

ow = IT; (#) =") 
bildet, so ist, wie man leicht sieht, m eine ganze Zahl, welche zum 
Ideale ~ gehért. Es kann aber keine Kongruenz 

F(é 
w = I1,(#)=©) = F,(#) (mod p*) 

bestehen, indem sonst nach Kap. II, Satz 2 die identische Kongruenz 


IT,(x) F(x) = p F, (x) (mod p*-*) 


*) Man sehe meine Arbeit: ©. Ore, Bestimmung der Differente eines algebraischen 
Zahlkérpers, §1, Acta Math. 46 (1925), 8. 365—392. 
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bestehen wiirde, was nach den Voraussetzungen iiber F(z) nicht méglich 
ist. Es folgt daher 


Satz 2. Der Fiihrer {, des Ringes ist durch die Formel 


= TT; ee 
bestimmt. ; 

Es sei wie friiher e, und f; die Ordnung bzw. Gradzahl eines Prim- 
ideals p,. Wenn dann g(z)(modp) eine beliebige Primfunktion /,-ten 
Grades ist, so zeigt man leicht *), da8 man in K eine solche ganze Zahl w 
finden kann, da8 p(w) genau durch die erste Potenz von p, teilbar ist, 
wahrend keine anderen Primidealteiler von p in y(m) aufgehen. Es soll 
nun die Gleichung F(z) 0 untersucht werden, welcher die Zahl w 
geniigt. Es folgt sofort, daS man 


F(x) = 2(x) p(x)* (mod p) 
haben mu8, wobei 2(x)(modp) nicht durch p(zx) teilbar ist. Daraus 
folgt aber weiter aus dem Satze von Schénemann (Kap. I, § 3), daB 
fiir alle @ auch eine Zerlegung 

F(x) = II(x) ® (x) (mod p*) 
bestehen muB, wobei ! 

I(x) = x(x), P(x) = y(zx)’ (mod p) 
ist. Das Primideal p, entspricht also im Sinne des Hauptsatzes dem 
Faktor ®(x), der (mod p*) fiir « > irreduzibel werden mu8. Aus 
n= ef, = ef, 
folgt dann sofort e=e,, und man kann daher 
® (x) = y(z)"+ pM(z) 

setzen. Nach dem Hauptsatze wird auch die Zahl ®(q@) durch beliebig 
hohe, nur von a abhingige Potenzen von p, teilbar, und daraus folgt 
leicht, daB die Zahl M(m) nicht durch p, teilbar ist, d.h. M(x) ist 
(mod p) nicht durch g(x) teilbar. Man kann dies folgendermafen aus- 
driicken : 

Satz 3. Hs sei w eine ganze Kérperzahl, welche der Gleichung 
F(z)=0 geniigt. Man kann dann w 80 bestimmen, daB fir ein be- 
stimmtes Primideal p, der enteprechende irreduzible Faktor F,(x) von 
F(x)(mod p*) die Form 

F,(z) = p(2)"+ pM(z) 


*) Man sehe z. B. D. Hilbert, Zahlenbericht § 9. Jahresber. d. Deutechen Mathe- 
matikervereinigung 4 (1894). 
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erhdlit, wobei p(x) (modp) eine Primfunktion f,-ten Grades ist, M(x) 

(mod p) nicht durch p(x) teilbar ist, und weiter die tibrigen irreduziblen 

Faktoren F(x) (j+ 4%) von F(x) nicht (mod p) durch p(x) teilbar sind. 
An einer spiteren Stelle werde ich zeigen, wie man im vorgelegten 

Falle wirklich eine solche Zahl w finden kann. Aus den Eigenschaften 

von @ folgt sofort, da8 man das Primideal p, immer in der Normalform 

»; = (Pp, p(@)) 
darstellen kann. 


Man sieht nun leicht ein, da ~(w) nur die erste Potenz von p, ent- 
halt, daB die Zahlen 


a" p(w)’ (r=0,1,...,—1; ¢=0,1,...,¢—1) 
ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p, bilden, d. h. jede Kérper- 
zahl ist (modp;) kongruent einem linearen Ausdrucke mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten von diesen Zahlen. Daher ist jede Kérperzahl (mod p?) 
kongruent einer Ringzahl, d.h. der Partialfiihrer des Ringes R(m) in bezug 
auf p, ist gleich dem Einheitsideal. 

Aus Satz 3 folgt weiter, da8 alle charakteristischen Zahlen in bezug 
auf p, verschwinden, es ist also 


Neg oe = Mina = M4 =H =O, 


woraus nach (12) y,—0 folgt. Aus den Sitzen 2 und 3 schlieBt man 
dann weiter, daS der Fiihrer fj von R(m) nicht durch p, teilbar ist, woraus 
nach (5) sofort der bekannte Satz folgt: 

Die Kérperdifjerente ist der gréBte gemeinsame Faktor von den Dif- 
ferenten der Zahlen des Korpers. 

Man kann auch in jedem Kérper eine solche Zahl © bestimmen, da8 
alle Partialfiihrer f,, Einheitsideale werden. Denn es ist zunichst méglich, 
@ so zu bestimmen’), da8 fiir alle ¢ die Zahl o,(@) genau durch die 
erste Potenz von p,; teilbar wird, wobei allgemein g;(z)(modp) eine 
Primfunktion vom Grade f, ist. Diese Primfunktion kann iibrigens beliebig 
gewahlt werden, wenn sie nur vom Grade /, ist. Der entsprechende 


*) Unter Anwendung der Methode, die ich in meiner Arbeit: Weitere Unter- 
suchungen zur Theorie der algebraischen Kérper, Acta Math. 45 (1924), S. 145—160 
benutzt habe, zeigt man leicht die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes, den ich auch 
spaiter anwenden werde: 

Man kann immer eine solche Zahl w des Kérpers bestimmen, da8 eine Zahl ¢; («) 
genau durch rj teilbar wird. Dabei bedeutet 9,(z) eine Primfunktion (mod p) 
f,-ten Grades, und die y,(#) kénnen, wenn mehrere Primideale von demselben Grade /; 
existieren, beliebig, gleich oder verschieden unter den Primfunktionen /,;-ten Grades 
gewahit werden. Die Zahlen h, kénnen beliebig gewahit werden. 








EE 
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Faktor f;(z) von f(z) mu8 dann (modp) durch g,(z) teilbar sein, und 
aus dem Hauptsatze folgt leicht 


f;(x) = y,(x)“ (mod p), 


f(z) = p,(x)" + pM, (2). 
Genau wie friiher folgt hier, daS M;(x)(modp) nicht durch g,(x) teilbar 


sein kann. Da nun g;,(6) genau die erste Potenz von p, enthilt, so 
bilden die Zahlen 


0” @,(6)' (r=0,1,...,4—-1; ¢=0,1,...,¢,—1) 
ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p,, d.h. jede Kérperzahl 
ist (mod ps) kongruent einer Ringzahl R(@), und folglich ist f,, =1. 
Im Falle e,;=1 braucht man aber nicht vorauszusetzen, daB o,(@) genau 
die erste Potenz von p, enthalt, um jf, = 1 zu machen; denn in diesem 
Falle enthalt p genau die erste Potenz von p,, so daB schon die Zahlen 
0” (r=0,...,f,;—1) ein Fundamentalsystem bilden. Wenn daher e,=1 
ist, braucht also die Bedingung M(x) + 0 (modd p, ¢,(x)) nicht zu gelten. 

Satz 4. Man kann immer eine solche Zahl © bestimmen, daf fy, =1 
fir alle Partialfiihrer des Ringes R(@) wird. Die Gleichung f(x)=0 
der Zahl © hat dann die Form 


also 


f(z) =I (9,(2)" + pM, (2)) (mod p*), 


wobet y,(x) eine Primfunktion vom Grade f, ist, wahrend M,(x) (mod p) 
nicht durch o,(x) teilbar ist, wenn e,> 1 ist. 

Dieser Satz gibt eine Normalform fiir die definierende Gleichung des 
Kérpers; spater soll noch eine andere Normalform angegeben werden. 

Es folgt aus diesen Bemerkungen sofort ein Beweis des Dedekind- 
schen Kriteriums fiir die sogenannten gemeinsamen auBerwesentlichen Dis- 
kriminantenteiler. Es gibt bekanntlich Kérper, wobei die Indizes k der 
Zahlen des Kérpers alle einen gemeinsamen Teiler haben. Nun folgt leicht 
aus den Gleichungen (4), (5) und (6), daB 
(13) Ni=k* 
ist, und wenn daher & nicht durch die Primzah! p teilbar sein soll, mu8 
zuerst fj, = 1 fiir alle Partialfiihrer, d.h. f(z) mu die Form des Satzes 4 
haben. Nach Satz 2 miissen auch alle charakteristischen Zahlen der Prim- 
ideale verschwinden, d.h. die Primfunktionen y,(z) miissen alle (mod p) 
verschieden sein. Daher folgt: 

Die Primzahl p ist dann und nur dann ein gemeinsamer aufer- 
wesentlicher Diskriminantenteiler, wenn von den Ungleichungen 


t,>9(f) (f=1,2,...,”) 
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wenigstens eine erfillt ist. Dabei bedeutet r, die Anzahl der Primideal- 
teiler von p vom Grade f, wihrend g(f) die Anzahl der verschiedenen 
Primjunktionen (mod p) vom Grade f angibt. Fir die Zahl g(f) hat man 
bekanntlich eine einfache Formel. Spiter werde ich noch einen Satz iiber 
gemeinsame auBerwesentliche Diskriminantenteiler geben. 


Es folgt auch weiter, daB eine Primzahl p nur dann kein Teiler des 
Index ist, wenn f(z) die Form 


f(z) = 9, (2)”... 9, (2%) + p M(x) 
hat, wobei M(z)(modp) nicht durch g,(x) teilbar ist, wenn e,> 1. 
Dann hat p die Primidealzerlegung 
p=pi'ps...pe, Np, =p", 


yp; = (p, 9, (#)) 


ist. Dies sind die Hauptresultate der Dedekindschen Arbeit: ,Uber den 
Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der héheren Kon- 
gruenzen“ *). 

An einer spiteren Stelle zeige ich, wie man immer die Primidealzer- 
legung von p bei gegebener Gleichung bestimmen kann. 


wobei 


§ 2. 
Uber die Abbildungskérper der Primideale. 


Wenn man den Kérper nicht durch die Zahl #, sondern durch eine 
andere primitive Zahl #, mit der Gleichung F(z)= 0 definiert, so be- 
stehen wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung nach dem Haupt- 
satz gleichzeitig die beiden Zerlegungen 

f(z) = f, (2) .-- f, (2) 
F(z) =F,(z)...F,(z) 
wobei f,(z) und F,(z) (mod p*) irreduzible Funktionen vom selben Grade n, 
sind. Weiter besteht zwischen f,(z) und F;(2) der Zusammenhang, da8 
f,() = 0(mod pj**~*”) 
F,(#,) = 0 (mod pi“~*”) 


(mod p*), 


ist, wobei o’ <5 und entsprechend 9” <3. wenn die Diskriminante von 
F(x) genau durch p*: teilbar ist. 
Es soll nun untersucht werden, wie sich ein Faktor F,(z) aus dem 


*) Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Géttingen 1878. 
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entsprechenden f;(z) ableitet. Nach § 1, Kap. IT kann man immer #@, in 
der Form 

kd,=—a,+a,0+... + ie 
annehmen, wobei alle a; ganz rational sind. Da man weiter nur #, fiir 
Moduln untersuchen soll, welche Potenzen von p, sind, so besteht auch 
sicher eine Kongruenz von der Form 
p" 0, =b, +b, 0+... + by, 07" (mod p* 2), 
Multipliziert man diese Kongruenz nacheinander mit 1, 0,...,0”~* und 
reduziert alle Potenzen von @ groBer als #”~* nach der Relation 
f,(0) = O™ + 6, OM"? +... + cy, = 0 (mod pf! -*”), 
so erhilt man das folgende System von Kongruenzen 
pd, =a! + a+... +000" 


p" 0,0 =a +ae+ +e (mod pf'*~@”), 


pd gn a a” + as 9 + + an gu 
. = ei 
Durch Elimination von @ erhalt man dadurch die Kongruenz 


a!) — p" o,, — 
(2) (2) ” (2) 
a=] oP Pate | mo mate. 
ay”, a;”’, 1+ Ome — p"d, 


Aus dieser Kongruenz folgt dann nach Satz 4, Kap. II, daB die Determi- 
nante 4(x)(mod p*-e’-e"-") durch F,(z) teilbar sein mu8, und da 
0’ <5. 0” <3, x, SF ist, 50 folgt leicht die Kongruenz 

p™* F(x) = 4(x)(mod p*-*-*), 

Es folgt auch natiirlich, daB im Polynom 4(z) alle Koeffizienten durch 
p™* teilbar sein miissen; setzt man daher p™* 4, (xz) = 4(z), so kommt 
F,(x) = 4,(2)(mod p*~‘), 

wobei der Kiirze wegen t = 6 + 6, +n, gesetzt worden ist. 

Als Hilfsmittel bei den folgenden Untersuchungen fiihre ich nun eine 
neue algebraische Zahl # ein, welche im allgemeinen nicht zum Kérper K 
gehéren wird. Man wahlt « fest und oberhalb einer Grenze, welche spiter 
angegeben wird; die Zahl #“° ist dann eine Wurzel der irreduziblen Gleichung 


f,(0°) = 0, 


und der aus #” gebildete Kérper K vom Grade n, heiBt der Abbildungs- 
korper des Primideals 9,. 
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Ich fiihre weiter zwischen den Kérpern K und K™ eine Korrespon- 
denz ein, indem man zu jeder Zahl 
0, = R(#) 
in K die Zahl 
6! = RV") 
in K suordnet. 

Bildet man nun die Gleichung (z)—0, welcher die Zahl #{° ge- 
niigt, so folgt leicht nach derselben Methode, daB man 4,(#{) —0 hat, 
woraus natiirlich 4,(z)—= (zx) folgt. 4,(z) war namlich (mod p*-*) 
kongruent einer irreduziblen Funktion F;(z) und kann daher nicht D(z) 
als Teiler enthalten. Es folgt daher, daB, wenn die Zah) #{° der Gleichung 
@(x)=0 geniigt, so ist 
(14) ®(x) = F,(x)(mod p=‘), 
wobei F;(2) der Faktor des Primideals p,; in der Gleichung F(x) = 0 der 
Zahl #, ist. 


Wahit man nun speziell fiir 0, eine Zahl w, wofiir der enteprechende 
Partialfiihrer f,, gleich dem Einheitsideale ist, so wird F,(2) nach Satz 3 
die Form 


F,(z) = p(x)" + p M(z) 
haben, wobei M(z)(modp) nicht durch g(z) teilbar ist. Wenn daher in 
(14) «@>4t-+ 2 gewahlt wird, so wird die zugeordnete Zahl w™ der Gleichung 
®(x) = 0 geniigen, wobei auch 
@ (x) = o(2)" +p M(x) (mod p*~*) 
ist. Daraus folgt sofort, da8 die Primzahl p in K die Primidealzerlegung 


p=p, N°(p®) =p! 
hat, wobei das Zeichen N“ Normen in K“ angibt. Die Zahl p(w") ist 


weiter genau durch die erste Potenz von p teilbar, wenn e, > 1 ist, so 
daB die Zahlen 


a ~(@®)? (r= 0,1,...,—1; e=0,1,...,¢,—1) 
oder auch 
a" (r=0,1,...,,— 1) 
ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p® bilden, d. h. es besteht 
fiir jede Zahl 6 in K® eine Kongruenz 
(15) 0 = R(w™)(mod po"), 


wobei das Polynom R(x) vom Grade kleiner als n, ist. 


ee 
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Ebenso folgt leicht, da8 die Zahlen 
@’ (r =0,1,...,”,=1) 
in K ein Fundamentalsystem fiir die Potenzen von p, bilden und daB 
dann aus (15) die entsprechende Kongruenz 
O = R(m)(mod p*(s-°) 
in K folgt. Ich untersuche nun, wann eine Zahl 6 in K genau durch 


eine Potenz p/ teilbar ist. Man kann a = e,g +r schreiben, wobei 0<r<e, 
ist, und es folgt leicht, daB R(x) die Form 
R(x) = p* p(x)" Q(x)(mod p***) 
haben muB8, wobei Q(x)(modp) nicht durch g(x) teilbar ist. Umge- 
kehrt ist natiirlich auch @ genau durch pf teilbar, wenn R(x) diese Form 
hat. Mehr allgemein sieht man ein, da8, wenn eine Kongruenz 
= b, (mod bp?) 
bestehen soll, wobei 
0,=R,(w), 9 = R,(w)(modpse-), 
so mu8 man 
R, (x) — Ry (x) = p* p(x)’ Q(x) (mod p***) 
haben. Genau das Entsprechende gilt aber fiir die Zahlen in K® in bezug 
auf ihre Teilbarkeit durch p, und man kann daher sagen: 

Wenn eine Zahl © genau durch p{, a < e,(a@ — t), teslbar ist, 80 wird 
auch die entsprechende zugeordnete Zahl 0 genau durch p”* teilbar sein 
und umgekehrt. 

Wenn in K eine Kongruenz 


6, = 0, (mod p?) a <e,(a—t?) 
besteht, so besteht auch zwischen den zugeordneten Zahlen die enteprechende 
Kongruenz 

6° = (mod p*) 
und umgekehrt. 

Aus diesen Tatsachen iiber den Abbildungskérper kann man verschie- 
dene andere Resultate ableiten. 

Zunachst ist in K der Fihrer der Zahl w nicht durch p™ teil- 
bar und nach (5) folgt, daB die Differente 5 von K genau dieselbe 
Potenz von p® enthalt, wie die Zahl D’(w). Weiter ist in K der 
Fiihrer der Zahl w nicht durch p, teilbar und man zeigt dann leicht 
nach Satz 3, daB die Differente 6 von K genau dieselbe Potenz von p, 
wie die Zahl F;(w) enthalt. Nach (14) folgt dann sofort, wenn man nur 
« —t hinreichend groB wahlt: 
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Wenn die Differente des Abbildungskérpers K genau durch py“! 
teilbar ist, so wird die Differente von K genau durch pj‘ teilbar. 

Wenn dann weiter die Kérperdiskriminante von K“ genau durch 
p% teilbar ist, so folgt nach (6), daB 


d, = f,4, 
ist, und man sieht daher ein: 
Die Kérperdiskriminante von K ist genau durch 


teilbar. 

Da die Diskriminante von #, also die Diskriminante von f,(z) nach 
den friiheren Bezeichnungen durch p* teilbar war, so kann man nach (5), 
Kap. 2 

6, = 2%;+d; 
setzen, wenn der Index von #” in K” genau durch p™ teilbar ist. Es 
folgt nun leicht aus der Definition des Fiihrers, daB, wenn der Partial- 
fiihrer f,, von @ in K gleich p/ ist, so wird der Fiihrer fy) von 0” 
in K® gleich p®”. Aus (13) folgt dann auch die Relation 
(16) 2x, = 1, f;. 

Man kann nun auch eine einfache Relation zwischen den charakte- 
ristischen Zahlen y,; und den Zahlen g;; ableiten. Die Zahl y,; war da- 
durch definiert, dab die Zahl f,(#) genau durch pj¥ teilbar war; dann 
folgt aber auch, daB die Zahl f (8) im Abbildungskérper genau durch 
ps teilbar wird. Die Zahl 0,; war dagegen so definiert, daB die Resul- 
tante R,,; = R(f,(z), f;(2)) genau durch p*’ teilbar sein sollte. Da aber 
bekanntlich 

R,; oat nN (6,(8)) 
ist, so muB die Resultante genau durch p’¥ teilbar sein. Man hat also 
0i;= f,7%; nd ebenso beweist man auch o;,;—/f;7;,. Es ist daher be- 
wiesen : 

Satz 5. Zwischen den charakteristischen Zahlen y;; und den Ord- 
nungszahlen 0;; der Resultanten R(f,(x), f;(x)) bestehen die Relationen 
(17) Cy = hrs = e- 

Ich beweise zuletzt einen wichtigen Satz iiber den Index. Nach (13) 


folgt nimlich, wenn man fiir den Fiihrer f, den Ausdruck des Satzes 2 
einsetzt, daB k* genau durch 


prt +2uh 
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teilbar sein mu8. Man hat daher nach (12) die Relation 


r a r 
Zee DS Shiny t+ Shr» 
i=1 j=i i=1 
oder nach (16) und (17) 
tr r r 
2x= > SH; +2D%, 
. t=1 j=1 i=1 
woraus sofort folgt: 
Satz 6. Der Index der Zahl @ ist genau durch p* teilbar, wobei 
4 0g + Di Hee 
Hier bedeutet 9,; die Ordnungszahl der Resultante R(f;(x), f;(z)), wah- 
rend x; die Ordnungszahl des Index des Abbildungkérpers von p, ist. 
Fiihrt man hier die in Kap. 1 angewandte Zahl 9’ ein, so ist also 
3 as a + 2M 
woraus sofort x >o’ kommt. 


§ 3. 
Bestimmung der Kérperdifferente und Kérperdiskriminante. 


Es sei @ eine Zahl, wofiir der entsprechende Fihrer nicht durch p, 
teilbar ist. Nach Satz 3 hat dann die entsprechende Gleichung die Form 


(18) F(x) = Q(x) F,(x) (mod p*), 
wobei 
F,(x) = p(2)"*+ p M(x) 
und Q(x)(modp) nicht durch g(z) teilbar ist. Nach (5) wird dann die 


Zahl F’(m) dieselbe Potenz von p, enthalten wie die Kérperdifferente. 
Man hat nun nach (18) 


F'(w) = Q(o) F; (w) + Q’(@) F,(w) (mod p*), 
und da hier das letzte Glied durch p/** teilbar ist, so folgt 
F'(o) = Q (a) F, («) (mod pi"). 


Die Zahl Q(m) ist aber nach der Voraussetzung nicht durch p, teilbar, 
und es folgt daher, daB die Zahl 


(19) Fi (@) = ¢,9(@)** ¢ (w) + pM’ (w) 
genau dieselbe Potenz von p, wie die Kérperdifferente enthailt. Wenn 
hier ¢, nicht durch p teilbar ist, enthalt F;(w) genau die Potenz oes 


indem (qm) genau durch die erste Potenz von p, teilbar ist. Wenn aber 
Mathematische Annalen. 96. 23 
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e, durch p teilbar ist, wird F;() sicher durch pj‘ oder eine héhere 
Potenz teilbar. Man hat daher den Dedekindschen Satz*): 

Satz 7. Die Korperdifferente ist genau durch p{**® teilbar, wo- 
bet 9, = 0, wenn e, nicht durch p teilbar ist, wahrend 9,>1, wenn e, 
durch p teilbar ist. 

Die Zahl o; soll die Supplementzahl des Primideals p, heiBen. Man 
kann die Supplementzahl folgenderma8en einfach bestimmen: Man schreibt 
das Polynom F,’(x) in der Form 


(20) Fi (2) = 5 4,(2)P"9(2)", 


wobei der Grad von A,(z) kleiner als /;, ist, und weiter wird «, so ge- 
wahlt, daB A,(z)==0(modp) ist, wenn A,(x)+ 0. (Mit der Ausdrucks- 
weise, welche spiter angewandt wird, kann man kurz sagen, da8 man die 
Entwicklung (p, y(x)) von F,'(x) bildet.) 


Setzt man in (20) =, so wird ein Glied 


A,(@) pp (@)" 
genau durch pj*** teilbar. Zwei verschiedene Glieder in (20) kénnen 
nicht durch dieselbe Potenz von p, teilbar sein, denn aus 
éa,+8=¢0a,+-17 
folgt s = r(mode,), also s=—r. Man hat daher bewiesen: 
Satz 8. Wenn R die kleinste unter den Zahlen 
e,a,+ 8 (¢=0,1,...,¢,—1) 
ist, so wird die Korperdifferente genau durch p** teilbar. Die Supplement- 
zahl 9; ist dann durch 0,= R —e;+ 1 bestimmt. 
Wenn fiir alle Primideale p,; die Ordnungen e; und Supplement- 


zahlen g, bestimmt sind, so ist auch die Kérperdiskriminante d bestimmt. 
MIs folgt namlich aus (6), daB d genau durch 


r 
(21) 2 fer t te) 
Es sollen nunmehr eingehend die Eigenschaften der Supplement- 


zahlen g, untersucht werden. Diese Untersuchungen beruhen alle auf 
dem Hilfssatz: 


*) R. Dedekind, Uber die Diskriminanten endlicher Kérper, Abhandlungen der 
Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen 29 (1882). 


ee ee 
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Satz 9. Ee gibt kein Polynom g(x), so daB g(x) die Form 
(22) g' (x) = p* p(2)*?*"'~* Q(z) (mod p***) 
hat, wobei Q(x) (mod p) nicht durch p(x) teilbar ist. 

Es sei namlich @ eine Wurzel der Gleichung y(z)=—0; im Kérper 
k(@) wird die Primzahl p unzerlegbar und selbst ein Primideal, Weiter 
wird 

(2) = (2 — 0)" (9) + =F? 9"(6) +... 
Q(x) = Q(0)+ (x — 8)Q’(8)+..., 


wobei die Zahlen ¢’(@) und Q(@) nicht durch p teilbar sind. Setzt man 
diese Ausdriicke in (22) ein, erhalt man fiir g’(z) eine Entwicklung 


9’ (2) = p* 9’ (0)'?*""-* Q(0)(z — 0)" 
+ A,(2 —0)t?*** +... (mod p***), 


und hier ist also der Koeffizient zu (x —0)*?**’-* nicht durch p**? teil- 
bar. Entwickelt man aber auch g(z) nach Potenzen von +—9@, 80 
kann das erste Glied in g’(z) nur durch Differentiation eines Gliedes 
B(z— gyre in g(x) entstehen; dadurch erhalt man aber offenbar immer 
ein durch p*** teilbares Glied. 

Unter Anwendung dieses Hilfssatzes beweise ich zuerst die sogenannte 
Dedekind-Henselsche Ungleichung, welche eine obere Grenze fiir die Zahlen 
@,; gibt. Wenn namlich die Zahl e, genau durch p* teilbar ist, kann man 
e;= pe! setzen, und es gilt der Satz: 

Satz 10. Ze ist 
(23) 0; S 8, ¢;. 

Diese Ungleichung ist zuerst von Dedekind*®) vermutet, spaiter von 
Herrn Hensel**) bewiesen. Vereinfachte Beweise sind von Herrn Bauer’*) 
geliefert worden. A.a.0.**) habe ich auch einen anderen einfachen Beweis 


von (23) gegeben; der folgende Beweis scheint mir aber der einfachst 
modgliche zu sein. 


und 


10) Man sehe die in *) zitierte Arbeit (SchluBbemerkung). 

4) K. Hensel, Uber die Entwicklung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen, 
Math. Ann. 55 (1902) 8S. 301—336. 

1%) M. Bauer, Uber die Differente eines algebraischen Zahlkérpers, Math. Ann. 88 
(1921), S 74—76. M. Bauer, Verschiedene Bemerkungen iiber die Differente und 
Diskriminante eines algebraischen Zahlkérpers, Math. Zeitschr. 16 (1928), S. 1—12. 

%%) Man sehe die Arbeiten: ©. Ore, Bemerkungen zur Theorie der Differente, 
Math. Zeitechr. 25 (1926), 8. 1-8; ©. Ore, Uber die Bedeutung der Fundamental- 
gleichung in der Theorie der algebraischen Kérper, Math. Ann. 95 (1925), 8. 2839—246. 

23* 








848 ©. Ore. 
Soll namlich 9, > 8,e, sein, so wird die Kérperdifferente sicher durch 


li — 


pi*?% teilbar, und man hat daher nach (19) die Kon- 
gruenz 


Fi (w) = 6, p(w)" @ (w) + pM’ (w) = 0 (mod pj*”*), 
woraus, wie in § 2, leicht die identische Kongruenz 
ep (x)""" @ (x) + pM’ (x) = 0 (mod p**") 
oder 
M' (x) = — ef p* p(x)?" o! (2) (mod p") 
folgt. Diese Kongruenz ist aber nach Satz 9 nicht méglich, wodurch (23) 
bewiesen ist. 

Ich untersuche weiter, welche Zahlen 9,, wofiir 1 < 0; < s,¢, wirklich 
als Supplementzahlen vorkommen kénnen, wenn die Ordnung e, des Prim- 
ideals p, gegeben ist. Man beweist dann den Satz: 

Satz 11. He sei o, eine Zahl, woftr 1S 0,<8,e,. He gibt dann 
immer solche Korper n-ten Grades, daf die Korperdifferente genau durch 
pi-?*% teilbar ist, auper wenn oe, die folgenden Ausnahmewerte annimmt: 





?, 2p, .-+» G&— PD, 

e;; é;+ p*, e+ 2p*,..., 2e,—p*, 

(24) 2¢;, 2e,+ p*, 2e,+2p*,..., 3¢,—p*, 
bs: (8;—1)e,+ p’, (8,—1)e,4+2p’,..., 6e,— p’. 


Es folgt zunachst leicht, da8 9, den maximalen Wert s,;¢, annehmen 
kann**); man braucht namlich nur in (19) M(z)=m zu setzen, wo m 
ganz rational ist. Dann ist M’(z)—0 und daher die Kérperdifferente 
genau durch p{~**** teilbar. 

Wenn aber 0; < 8,;¢; ist, so ist also in (19) das erste Glied durch 
pi-?*"% teilbar, und daher mu8 die Zahl pM‘() genau durch pi~*** 
teilbar sein, d.h. die Zahl M’(m) wird genau durch p%* teilbar. 

Wenn og, zu den Ausnabmezahlen (24) gehért, kann man 

o=aet+kptt1, kptti<e, 
sckreiben. Dann besteht also die Kongruenz 


M'(w) = 0 (mod p*~*), 


4) Diese Tatsache ist schon von Herrn Bauer in seiner Arbeit: Verschiedene 
Bemerkungen iiber die Differente usw., Math. Zeitschr. 16 (1923), S. 1—12, bewiesen 
worden. Weiter ist auch bewiesen, daB o,=1 sein kann; man sehe die Arbeit: 
M. Bauer, Bemerkungen zur Theorie der Differente, Acta litt. ac. scient. reg. univ. 
Hungaricae 1 (1923), 8. 195—198. 
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woraus, wie in § 2 leicht folgt, daB M'(x) die Form 
M'(z) = p*p(z)*?*"* Q(x) (mod p***) 
haben muB, was nach Satz 9 nicht méglich ist. 
Wenn aber g; nicht zu den Ausnahmezahlen gehért, kann man 
o=ae+kpi, fa, k= 0 (mod p) 
schreiben. Wird dann 
a- A 
(25) M(x) = m+ p** g(x)” 
gesetzt, so ist 
M'(w) = p** kp’ p(w)” p(w) 
genau durch po**#?*-1 _ pei? teilbar. 
Den Satz 11 kann man auch auf eine andere einfachere Form bringen. 


Die Zahl 0; = 8,¢, ist, wie schon bemerkt, immer als Supplementzahl 
méglich. Wenn dagegen 1 < 9, < 8,¢, ist, dividiert man g, durch e¢;: 


(26) 0,=ae+b, OSa<cs,, OSb<e, 


wobei also a = [| wird, und wenn in diesem Falle die Zahl 0, genau 
durch p* teilbar ist, so folgt leicht aus Satz 11, daB sicher r; < 8, sein 
muB8, wenn 9, fiir das gegebene e, als Supplementzahl méglich sein soll. 
Die Gleichung (26) zeigt dann, daB die Zahl b auch genau durch p” teil- 
bar wird. Die Ausnahmezahlen des Satzes 11 sind aber eben diejenigen 
Zahlen (26), wofiir 6 durch eine héhere Potenz als p* teilbar ist. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB g; als Supplementzahl 
méglich ist, wird daher r, <a —(®). 

Satz 12. He sei o, eine genau durch p" teilbare Zahl, wofiir 
1So,54,¢, tst. Wenn dann 0, in bezug auf e, als Supplemenizahl 
méoglich ist, so ist entweder 0,;=8,e,; oder 15 0;< 8,e,, und in diesem 


Falle muB r;< [ee] sein. 


§ 4. 
Einige Existenzsitze fiir algebraische Kérper. 
Man kann unter Anwendung dieser Untersuchungen einige wichtige 


Existenztheoreme fiir algebraische Kérper mit gegebenen Eigenschaften 
beweisen. 


Satz 18. Wenn zwei Systeme 


eS 
fas fer ++ 9 f, 








350 ©. Ore. 
von ganzen rationalen und positiven Zahlen so gegeben sind, dap 
Qf t+efet---+¢f, =n 


ist, so kann man immer einen solchen algebraischen Korper K n-ten Grades 
bestimmen, daB die Primzahl p in K die Primidealzerlegung 
p=pr'pr...pr, Npy=p’ 
hat **). 
Man bestimmt blo8 zu jedem Primideale eine Primfunktion ¢, (x) (mod p) 
vom Grade f, und bildet das Polynom 


(27) f,(%) = 9,(2)" + pM,(z), 


wobei alle M,(x) voneinander verschieden sein sollen und M,(2) (mod :p) 
nicht durch ,(z) teilbar. Die Diskriminante des Produkts 


II (x) = f, (x) f, (2)... f,(#) 
ist dann von Null verschieden und genau durch p? teilbar. Das Polynom 
f (2) = (x) + p*** M(z) 


zerfallt daher (mod p**) in die r-irreduziblen Faktoren f,(x), und die 
Gleichung f(z) = 0 definiert folglich den gewiinschten Kérper, wenn sie 
irreduzibel ist. Die Irreduzibilitét von f(z) erreicht man aber leicht da- 
durch, daB man M(x) so wahit, daB f(x) in bezug auf einer anderen 
Primzahl den Bedingungen des Eisensteinschen Irreduzibilitatssatzes geniigt. 


Es seien nun die Systeme e; und f, des Satzes 13 gegeben. Wenn 
dann weiter die Zahlen 


Q;> Og, «++» Q, 


so gegeben sind, daB 9, = 0 ist, wenn e, nicht durch p teilbar ist, wahrend 
10, 4,e,, wenn e; genau durch p* teilbar ist, 9, soll aber in diesem 
Falle nicht zu den Ausnahmezahlen (24) gehéren, so sage ich kurz, da8 


die Zehlen 9, in bezug auf p ein System von méglichen Supplement- 
zahlen zu den Zahlen e; bilden. Es kann nun bewiesen werden: 


15) Diesen Satz habe ich zuerst in meiner Arbeit: Zur Theorie der algebraischen 
Kérper, Acta math. 44 (1923), S. 219-814, bewiesen. Man vgl. auch die Arbeit: 
Zur Theorie der Eisensteinschen Gleichungen, Math. Zeitschr. 20 (1924), S. 267—279. 
Ein Beweis deeselben Satzes, aber auf Relativkérper erweitert, ist spiter von Herrn 
H. Hasse, Zwei Existenztheoreme iiber algebraische Zahlkérper, Math. Annalen 95 
(1925), S. 229-238, gegeben worden. Man zeigt leicht, da8 man mittels der hier 
gegebenen Untersuchungen dieselbe Erweiterung beweisen kann; diese Methode hat 
weiter den Vorteil, daB man alle Zahikirper mit dieser Eigenschaft bestimmen kann; 
man vgl. die Note: ©. Ore, Ein Problem von Dedekind, Acta litt. ac. scient. reg. 
univ. Hungaricae 2 (1924), S. 15—17. 


eer 
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Satz 14. He seien 


es, Car+sss e.» 
fh» | re Tes 
O15 Og» +++ OQ, 


drei Systeme von Zahlen, wo Zah=n ist, und die Zahlen o; in bezug 


auf p ein mégliches System jon Supplementzahlen zu den Zahlen e, bil- 
den. Man kann dann immer einen solchen Korper K n-ten Grades be- 
stimmen, daB in K die Primzahl p die Primidealzerlegung 


P=pi'pr...pr, Np, p% 
besitzt, und weiter die Kérperdifferente von K genau durch pi"**% teil- 
bar ist. 
Die beiden letzten Sitze lassen sich einfach auf eine beliebige end- 
liche Anzahl von Primzahlen ausdehnen. Die Richtigkeit des letzten Satzes 


folgt sofort dadurch, da8 man in (27) fiir M,(z) nach (25) Ausdriicke 
von der Form 


M,(2) = m,+ p** p(x)!” 
einsetzen kann. 
Zuletzt soll noch ein Problem bei der Kérperdiskriminante erwahnt 


werden. Nach (21) enthalt die Kérperdiskriminante von p genau die | 
Potenz von dem Exponenten 


(28) Zfil—1+ @0) 


In diesem Ausdrucke kénnen die Zahlen e, und f, beliebig variieren, wenn 
nur vorausgesetzt wird, daB der Grad des Kérpers ungedndert gleich n, 


also P» ef; =n ist, und weiter immer 9g; eine mégliche Supplementzahl 


zu e, bildet. Es wird dann immer nach Satz 14 entsprechende Kérper 
_ m-ten Grades geben, wofiir die Kérperdiskriminante genau diese Potenz 
von p enthilt. 

Ich habe fiir gegebene n und p den gréBten Wert des Ausdruckes (28) 
gesucht und zwar gefunden**): 


Satz 15. Man schreibt die Zahi n als p-adische Zahl 
n=4,p%-+ a,p%+...+a,p™ (a, >t, >...>¢,), 
p—l2a,jl. 
*) Fiir den Beweis dieses Satzes verweise ich auf die Arbeit: ©. Ore, Existenz- 


beweise in der Theorie der algebraischen Zahlkérper, Math. Zeitschr. 25 (1926), 
8. 474—489. 
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Die héchste Potenz von p, welche als Teiler der Diskriminante eines 
Zahlkérpers n-ten Grades vorkommt, hat dann den Exponent 


N(n, p)=(a,+1)a,p%+ (a, +1)a,p*+...+(¢,+1)a,p™ —s. 


Man zeigt leicht an Beispielen, daB nicht alle Zahlen unterhalb N(n, p) 
wirklich als Diskriminantenexponenten vorkommen kénnen. Es wire von 
Interesse zu untersuchen, welche Zahlen iiberhaupt vorkommen, d.h. zu 
untersuchen, welche Werte der Ausdruck (28) unter den angegebenen Be- 
dingungen annehmen kann. 


(Eingegangen am 3.11. 1925.) 
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Ober das assoziative Gesetz bei der Komposition der 
quaterniren quadratischen Formen. 


Von 
H. Brandt in Aachen. 


1. 


Wenn bei einem endlichen oder unendlichen System von Elementen 
A, B,C,... eine Verkniipfung (Komposition) existiert, welche jedem ge- 
ordneten Paar von Elementen A, B eindeutig ein drittes Element P = AB 
zuordnet, so sprechen wir von der Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes, 
wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sind A, B,C drei beliebige Elemente 
des Systems und entsteht durch Komposition von A mit B das Element 
AB=P und durch Komposition von B mit C das Element BC=Q, 
so ergibt die Komposition von P mit C und A mit Q beidemal. dasselbe 
Element, d. h. es ist PC=AQ oder (AB)C=A(BC). Hieraus folgt 
dann in bekannter Weise, daB Kompositionen aus beliebig vielen Ele- 
menten A, B,..., K allein durch die Reihenfolge schon eindeutig bestimmt 
sind, so da8 keine Klammern gesetzt zu werden brauchen. 

Ist das System so beschaffen, daB zwar bei jedem geordneten Paar 
von Elementen A, B eine Komposition méglich ist, das komponierte 
Element A B= P aber in einzelnen Fallen oder auch immer mehrdeutig 
bestimmt ist, so wird man ebenfalls von der Giiltigkeit des assoziativen 
Gesetzes sprechen kénnen, wenn fiir jedes Tripel von Elementen A, B, C 
die Gesamtheit der Elemente X=(AB)C mit der Gesamtheit der Ele- 
mente Y= A(BC) identisch ist. 

Wie steht es aber, wenn die Komposition nicht immer méglich ist, 
wenn vielmehr bei jedem vorgelegten Elementenpaar A, B zuerst entschieden 
werden mu8, ob A mit B komponiert werden kann oder nicht? Hat es 
auch dann noch Sinn, von einem assoziativen Gesetz zu sprechen? Tat- 
sachlich ist das méglich. Beriicksichtigt man namlich bei jedem zu kom- 
ponierenden Paar von Elementen auch die Méglichkeit der Nichtkomponier- 
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barkeit, so wird man zu folgenden Forderungen gefiihrt, die in unserm 
Falle als Ausdruck des assoziativen Gesetzes zu gelten haben: 

Aus der Existenz von AB und BC folgt die von (AB)C und 
A(BC). Aus der Existenz von AB und (AB)C folgt die von BC und 
A(BC). Aus der Existenz von BC und A(BC) folgt die von AB und 
(AB)C. Dabei ist in allen drei Fallen (AB)C=A(BC). 

Auch wenn ein System diesen Forderungen geniigt, kann man von 
Kompositionen aus beliebig vielen Elementen A, B,..., K sprechen. Eine 
solche Komposition ist, wenn sie existiert, allein durch die Reihenfolge 
der Elemente bestimmt, so dab keine Klammern gesetzt zu werden brauchen. 
Fiir die Existenz aber ist erforderlich und auch ausreichend, da8 an jeder 
Trennungsstelle zweier aufeinander folgenden Elemente ... F,@... ein 
Aggregat unmittelbar vorhergehender Elemente mit einem Aggregat un- 
mittelbar nachfolgender Elemente, z. B. das vorhergehende Element F mit 
dem nachfolgenden Element G komponiert werden kann. 

Nur in dieser Weise kann bei der Komposition der quaternaren 
quadratischen Formen oder Formenklassen eine Giiltigkeit des assoziativen 
Gesetzes in Frage kommen. Da8 dies Gesetz in diesem Sinne aber auch 
tatsichlich gilt, das nachzuweisen ist der Zweck der folgenden Zeilen'). 


2. 


Die Komposition der quaternaéren quadratischen Formen der gleichen 
Diskriminante fiihrt auf Systeme von endlich vielen Formenklassen, 
A, B,C,..., die zwar alle durch die Komposition eng miteinander ver- 
kniipft sind, aber doch nicht beliebig untereinander komponiert werden 
kénnen. Wir bestimmen ein solches System von Klassen in der folgenden 
Weise. Wir wiahlen eine der fiir die Komposition in Betracht kommenden 
Klassen primitiver Formen, also primitiver K-Formen*) beliebig aus. Dann 
fiigen wir zu dieser Klasse A alle primitiven Klassen B der gleichen 
Diskriminante hinzu, mit denen A rechts oder links komponiert werden 
kann, fiir die also die Kompositionen AB oder BA existieren. Jede der 


*) Vgl. hierzu die friiheren Arbeiten: 

I. Uber ein Problem von A. Hurwitz, quaternire quadratische Formen betreffend. 
Math. Ann. 88 (1923), 8, 211. 

IL. Der Kompositionsbegriff bei den quaterniren quadratischen Formen. Math. 
Ann. 91 (1924), 8. 300. 

Ill. Die Hauptklassen in der Kompositionstheorie der quaternéren quadratischen 
Formen. Math. Ann. 94 (1925), S. 166. 

IV. Uber die Komponierbarkeit quaternirer quadratischer Formen. Math. Ann. 
94 (1925), 8. 179. 
*) IZ, 8. 302. 
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hinzugefiigten Klassen B behandeln wir wieder ebenso wie die Ausgangs- 
klasse A. In dieser Weise fahren wir fort und ergianzen das System fiir 
jede bereits aufgefiihrte Klasse durch alle damit rechte oder links kom- 
ponierbaren Klassen, soweit diese Klassen nicht bereits aufgefiihrt sind. 
Das Verfahren mu8 einmal zu einem Abschlu8 kommen, da es nur end- 
lich viele Klassen der gleichen Diskriminante gibt. Wir haben dann ein 
in sich abgeschlossenes und zugleich méglichst kleines System von Klassen 
erhalten, das mit jeder Klasse, die darin aufgefiihrt ist, auch alle Klassen 
umfaBt, mit denen diese Klasse recht: oder links komponiert werden kann. 
Offenbar ist dies System durch eine beliebige seiner Klassen schon voll- 
standig bestimmt. 

Dies System ist nun tatsichlich von der oben erérterten Art. Daf 
die Komposition der Klassen nicht immer eindeutig ist, kénnte leicht 
durch Beispiele belegt werden*). DaS in dem System aber im allgemeinen 
(sobald némlich mehr als eine Hauptklasse darin vorkommt) nicht zwei 
beliebige Klassen komponiert werden kénnen, wurde friiher gezeigt. Fiir 
die Komponierbarkeit der Klasse A mit der Klasse B ist namlich not- 
wendig*) und hinreichend®), daB die rechts zugehérige Hauptklasse von A 
mit der links zugehérigen von B iibereinstimmt. 

Der Nachweis, daB in diesem System von Klassen das assoziative 
Gesetz in dem obigen Sinne giiltig ist, wird nun in zwei Schritten erledigt. 
Zuerst wird gezeigt, daB die drei genannten Existenzforderungen erfiillt 
sind. Dann folgt der Nachweis, da8 die Kompositionen (A B)C und A(BC), 
wo sie existieren, zu demselben Ergebnis fiihren. 


3. 


Der erste Teil des Beweises ergibt sich unter Benutzung friiherer 
Ergebnisse sehr einfach. Zum Beweise bezeichnen wir durch A, B,C,... 
wie oben die Klassen unseres Systems, setzen aber nicht voraus, daB ver- 
schiedene Symbole auch verschiedene Klassen bezeichnen. Ist dann A 
mit B komponierbar und A B= P, so haben B und P dieselbe rechts zu- 
gehérige Hauptklasse*). Je nachdem nun, ob diese Hauptklasse der Klasse C 
links zugehért oder nicht, sind die beiden Kompositionen BC und PC 
gleichzeitig méglich®) oder gleichzeitig nicht méglich*). Ist ebenso B mit C 
komponierbar und BC = Q, so haben B und Q dieselbe links zugehérige 
Hauptklasse*). Je nachdem nun, ob diese Hauptklasse der Klasse A rechts 
zugehért oder nicht, sind die beiden Kompositionen AB und AQ gleich- 


*) IL, 8. 814. 
*) IV, 8. 194. 
6) IV, 8. 196. 








356 H, Brandt. 


zeitig méglich*) oder gleichzeitig nicht méglich‘). Daraus ergeben sich aber 
die obigen drei Existenzforderungen. 

Es ist also nur noch zu zeigen, daB iiberall da, wo die Kompositionen 
(A B)C und A(BC) einen Sinn haben, die Gleichheit (A B)C = A(BC) 
stattfindet. Zu dem Zwecke wihlen wir aus den Klassen A, B, C,... in 
beliebiger Weise je eine bestimmte die Klasse reprisentierende Form aus 
und bezeichnen diese Formen wie ihre Klassen ebenfalls der Einfachheit 
halber durch A, B, C,... .« 

Sind nun A, B, C, D, D’, L, K solche nicht notwendig simtlich ver- 
schiedene Formen, fiir welche aber die Kompositionen AR = L, LC =D 
und BC=K, AK=D" méglich sind, so gibt es bilineare Substitutionen 
M,N, M',N’ mit den fiir die Komposition erforderlichen Eigenschaften *), 
welche der Reihe nach diese Kompositionen vermitteln. Ubt man nun 
in NW auf die Variablen von JL die bilineare Substitution Mf aus, so ent- 
steht eine trilineare Substitution J]{, die nach einer friher benutzten 
Symbolik*) durch 


M=n/" 


zu bezeichnen ist und die Komposition (A B)C = D vermittelt. Ubt man 
ebenso in NW’ auf die Variablen von K die bilineare Substitution M’ aus, 
so entsteht eine trilineare Substitution 


MW=-y7. , 
Nm’ 


welche die Komposition A(BC) =D’ vermittelt. 

Der hier erforderliche Nachweis, da8 die Gesamtheit der Formen D 
mit der Gesamtheit der Formen D’ identisch ist, wird nun sogleich er- 
bracht sein, weun wir, was im folgenden geschehen wird, sogar zeigen 
kénnen: 

Jede trilineare Substitution, welche bei Zusammenfassung zweier in 
der einen Weise nacheinander ausgefiihrier Kompositionen entsteht, kann 
gleichzeitig auch durch Zusammenfassung zweier in der andern Weise 
nacheinander ausgefiihrter Kompositionen hergeleitet werden. Symbolisch 
geschrieben heiBt das: Die eine der beiden Formeln 


M 
M=N% W=y', 


, 


*) II, 8. 804. 
*) IL, 8. 168. 
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zieht die andere nach sich. Die Kompositionen(AB)C=D und A(BC)=D 
bedingen sich also gegenseitig und kénnen beide durch dieselbe trilineare 
Substitution vermittelt werden. 


4. 


Um nun diese Behauptungen zu beweisen, bezeichnen wir wie friiher*) 
durch Vy die bilineare Substitution der Quaternionenmultiplikation 
2 = Ty Yo — Ty Ys — Ta Yq — TeYg, 2% = MY, + Yo + Tq Vy — Te Yq USW. 
und durch A,B,f, 4, A,K lineare Substitutionen, welche die Form £Z, 
d. h. eine Summe von vier Quadraten bzw. in A, B,C, D,L,K trans- 
formieren. Sind nun M,N bilineare Substitutionen, welche die Kom- 
positionn AB=L, LC =D vermitteln, so kann man nach friiherem®) 
A,B, 1,4, A mit gleicher (positiver bzw. negativer) Determinante so be- 
stimmen, daB die Formeln 


A A 
= “a, 4 => “a. = 
M=A Vo\ g’ N=A Mor 
erfillt sind. Setzt man dann 
B A 
tal ee F si : a “ai 4 
M' =K Moe? N A VOC x ; 


wobei iiber die Substitution K noch Niaheres festgesetzt werden soll, so 


ist wegen der aus der Assoziativitat der Quaternionenmultiplikation 
flieBenden Beziehung ’) 


J Vo_ 
Vy Vo. V,’ 


wie man durch Einsetzen der vorigen Formeln findet, jedenfalls 


nw/™ _y i a 
M' 
Nun kann aber K so gewahlt werden, daB W’ und M”’ wirklich auch 
Kompositionen vermitteln. Die Mdéglichkeit der ganzzahligen Bestimmung 
von NW’ und M’ folgt zunachst aus diesem allgemeinen Hiltssatz: 
Wenn eine bilineare Schar ganzzahliger Matrizen als Produkt nicht 


singuldrer linearer Scharen darstellbar ist, kénnen diese auch ganzzahlig 
gewahlt werden. 


*) I, 8. 214. 
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(Wird namlich die bilineare Schar durch PI T x.y, bezeichnet und 
ist diese in der Form ZT x, pre % dereteliber, wobei die Deter- 
minanten | =™ z,|, | z T’™ y,) nicht identisch verschwinden, so schlieBt 


man aus der Ganssabligkeit der 7" leicht, daB sich eine nicht singu- 
lare Matrix R so bestimmen la8t, daB die samtlichen Matrizen 7” R 
und R~*T’™ ganzzablig ausfallen. ) 

Ist die Substitution K diesem Hilfssatz entsprechend bestimmt und hat 
man dabei noch das Vorzeichen der offenbar reellen Determinante von K 
ebenso gewahlt wie das der Determinanten der Substitutionen A,B usw., 
so mége die Form, in welche HZ durch K transformiert wird, durch K be- 
zeichnet werden. Dann werden durch die bilinearen Substitutionen M’ 
und NW’ die Identititen BC — K und AK = D vermittelt. Dabei handelt 
es sich aber um Kompositionen; denn M’ und NW’ haben wegen des 
gleichen Vorzeichens der Determinanten von A,B, ..., K positive Signatur 
und Art, und A,B,C, D,K sind primitive Formen der gleichen Dis- 
kriminante. Das ist nur noch von K zu zeigen. XK ist zunichst ganz- 
zahlig, da NW’ es ist, K hat aber auch dieselbe Diskriminante wie die 
iibrigen Formen, weil wegen der Identitat BC = XK die Diskriminante 
héchstens so gro8 sein kann und wegen der Identitét AK = D mindestens 
so groB sein mu8 wie die der iibrigen Formen, endlich ist K primitiv, 
weil K durch M”’ in das Produkt der primitiven Formen B, C trans- 
formiert wird. 

Damit ist aus der Komposition(AB)C =D die andere A(BC)= 
hergeleitet. Da man in ganz entsprechender Weise auch aus der zweiten 
Komposition die erste findet, ist damit die Giiltigkeit des assoziativen 
Gesetzes nachgewiesen. 


5. 


Dies Gesetz gestattet, die Definition des Kompositionsbegriffes, die 
urspriinglich nur fiir zwei Formen gegeben wurde*), auf drei und mehr 
Formen auszudehnen. 

Die trilinearen Subetitutionen, die bei Kompositionen von der Ge- 
stalt (A B)C oder A(BC) auftreten, unterscheiden sich nach dem vorigen 
nicht. Sie kénnen durch gleichzeitige lineare Transformation ihrer vier 
Variablenreihen durch Substitutionen mit gleichen Determinanten in die- 
jenige trilineare Substitution iibergefiihrt werden, welche bei der Multi- 
plikation dreier Quaternionen die Komponenten des Produktes durch die 
Komponenten der Faktoren ausdriickt. Umgekehrt la8t aber der vorige 
Beweis erkennen, daB jede ganzzahlige trilineare Substitution, welche bei 
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vier primitiven Formen gleicher Diskriminante A, B,C, D eine Identitat 
ABC=D vermittelt, sobald ihr nur jene Eigenschaft zukommt, so in 
doppelter Weise in bilineare Substitutionen gespalten werden kann, daS 
die Kompositionen (AB)C=D und A(BC)=D hervorgehen. Wir 
werden daher kurz sagen, eine solche trilineare Substitution vermittelt die 
Komposition ABC = D. 

Es ist leicht, diese Betrachtungen auf beliebig viele Formen auszu- 
dehnen. Trennt man dabei noch den Fall der positiv-definiten K-Formen 
von dem Fall der indefiniten K-Formen, so wird man zu der folgenden 
allgemeinen Definitionen des Kompositionsbegriffes gefiihrt. 

Wenn durch eine ganzzahlige n-fach lineare Substitution 

So Miia Te Tee 
a 
eine Form A((x)) in das Produkt der Formen A, ((x)), A,((x)), .--, 4,((%)) 
transformiert wird, wobei A, A,, A,,..., 4, primitive Formen der gleichen 
Diskriminante bedeuten, so liegt eine Komposition vor, wenn die n-fach 
lineare Substitution so beschaffen ist, daB sie sich durch reelle lineare 
Transformation ihrer n-+-1 Variablenreihen durch Substitutionen mit 
gleichen positiven Determinanten auf die Form 
x=x™x”, x 
bringen laBt, wobes X im Fall positiv-definiter Formen die Matrix 
x-| Zttiz, «+2, 
—%t+iz —t2, 


und im Fall indefiniter Formen die Matrix 








Te % 














%, 
bedeutet, wihrend die iibrigen Matrizen X°, X,...,X™ entsprechende 
Bedeutung haben. 


(Eingegangen am 7. 11, 1925.) 








Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes. 
Von 


H. Brandt in Aachen. 


Durch Probleme aus der Theorie der quaternaéren quadratischen Formen 
bin ich schon vor langerer Zeit auf eine Verallgemeinerung des Gruppen- 
begriffes gefiihrt worden’), die auch auf anderen Gebieten von Bedeutung 
sein diirfte — erscheint sie doch iiberhaupt als eine naturgemiBe und so- 
gar notwendige Erginzung zur gewdhnlichen Gruppentheorie —, weshalb 
ich mir erlaube, diese Begrifisbildungen im folgenden zu entwickeln. Da- 
bei wird von den Untersuchungen aus der Zahlentheorie der quadratischen 
Formen, die dazu die Veranlassung gaben, nichts gebraucht werden, son- 
dern alles auf einfache Postulate gegriindet. 

Es sei also eine endliche*) Menge von Elementen A, B,C... und 
zwischen ihnen ein Verkntipfungsgesetz (Komposition, Multiplikation) ge- 
geben, das, auf gewisse geordnete Paare von Elementen A, B angewandt, 
ein drittes Element C liefert, auf gewisse andere geordnete Paare von Ele- 
menten A, B dagegen nicht angewandt werden kann. Im ersten Fall heiBt 
A mit B komponierbar, und C heiBt das aus A und B komponierte Ele- 
ment oder auch das Produkt aus A und B und wird durch C= AB be- 
zeichnet. Im zweiten Falle heiBt A nicht mit B komponierbar und ein 
komponiertes Element oder ein Produkt AB existiert nicht. (Hier wire 
die Einfiihrung eines neuen Elementes Null als Symbol fiir bisher nicht 
existierende Produkte méglich, aber im allgemeinen doch von geringem 
Vorteil, weshalb wir davon absehen.) 


*) Vgl. hierzu ,Der Kompositionsbegriff bei den quaterniren quadratischen 
Formen“, Math. Ann. 91 (1924), 8. 318, sowie einen Vortrag auf der Tagung der 
Schweizer Naturforschenden Gesellschaft am 2. Oktober 1924, Verhandlungen der 
Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft 1924, IL Teil, 8. 102 oder L’Enseigne- 
ment mathématique 24 (1925), S. 130. 

*) Die meisten Satze gelten auch fiir abzihlbar unendlich viele Elemente. 
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Eine solche Menge miteinander verkniipfter Elemente soll Gruppoid 
heiBen, wenn die folgenden vier Postulate erfiillt sind. 


I. Wenn zwischen drei Elementen A, B,C eine Beziehung AB = C 
besteht, so ist jedes der drei Elemente A,B,C durch die beiden andern 
eindeutig bestimmt. 

Il, Wenn AB und BC existiert, so existiert auch (AB)C und A(BC), 
wenn AB und (AB)C existiert, so existiert auch BC und A(BC), wenn 
BC und A( BC) existiert, so existiert auch AB und(AB)C, und jedes- 
mal ist (AB)C = A( BC), so daB daftir auch ABC geschrieben werden 
kann. ‘ 

Aus diesen Assoziationsgesetzen schlieBt man leicht, daB bei Produk- 
ten aus beliebig vielen Elementen sowohl Existenz wie Wert allein durch 


die Reihenfolge der Elemente bestimmt sind, so da8 keine Klammern ge- 
setzt zu werden brauchen. 


Ill. Fiir irgendein Element A existieren stets die folgenden eindeutig 
bestimmten Elemente, die Rechtseinheit E, die Linkseinheit E’ und das 
inverse Element A, derart, dap die Beziehungen bestehen: AE=A, 
E'A=4A, AA=E. 

Wegen II kommen dazu noch die weiteren AA=EZ’, EA =A, 
AE'=A sowie EE=E und FE’ FE’ = Ff’. Demnach ist A das inverse 
Element von A, so da8 man auch von zwei zueinander inversen Elementen 
sprechen kann, und Rechtseinheit und Linkseinheit vertauschen sich beim 
Ubergang zum inversen Element. 


Die Gleichung Z E = E£ ist offenbar fiir die Einheiten charakteristisch. 
In Verbindung mit II und I zeigt sie, da& jede Kinheit # Rechtseinheit 
ist fiir alle Elemente A, fiir die AZ, und Linkseinheit fiir alle Elemente B, 
fiir die HB existiert. 

Die Anzahl r der verschiedenen Einheiten des Grauppoids wird als 
Rang bezeichnet. Gruppoide vom Rang 1 sind offenbar Gruppen. 

Die Einheiten gestatten die Bedingungen der Komponierbarkeit sehr 
einfach zu formulieren: 

Zwei Elemente A, B sind in dieser Rethenfolge dann und nur dann 
komponierbar, wenn die Rechiseinheit von A mit der Linkseinheit von B 
identisch ist. 

Die Existenz des inversen Elementes ergibt: Wenn fiir drei Elemente 
A, B,C eine Gleichung AB = C besteht, so gilt gleichzeitig 4C = B, 
CB=4A, BA=C, CA=B, BC=A. Demnach darf das inverse 
Element A auch durch A~* bezeichnet werden, und die Produkte AA™* 
oder A~’ A sind nur da zu beriicksichtigen, wo sie fiir sich allein stehen, 


Mathematische Annalen. 96. 24 
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wihrend sie sonst immer fortgelassen werden diirfen. Ist AB... M=N 
ein Produkt aus beliebig vielen Elementen, so hat man offenbar fiir das 
inverse Element N~*= M~*... B™* A™*. 

Aus dem Bestehen einer Kompositionsgleichung A B = C ergeben sich 
eine Reihe von Folgerungen fiir die zugehérigen Einheiten von A, B,C, 
A,B,C. Man findet nimlich die sechs Tatsachen, deren jede auch um- 
gekehrt fiir die Méglichkeit der Gleichung AB =O hinreicht: B und C, 
C und A, A und B haben paarweise gleiche Rechtseinheiten, B und C, 
C und A, A und B haben paarweise gleiche Linkseinheiten (die iibrigens 
den drei Rechtseinheiten entsprechend gleich sind). 

Der bequemeren Ausdrucksweise wegen nennen wir Elemente, welche 
dieselbe Rechtseinheit haben, einander rechts, Elemente, welche dieselbe 
Linkseinheit haben, einander links und Elemente, welche dieselbe Rechts- 
und dieselbe Linkseinheit haben, einander doppelt zugehérig. 

Endlich wird noch die Forderung erhoben: 

IV. Fiir irgend zwei Hinheiten E,E’ gibt es stets Elemente A, 80 
dap E Rechtseinheit und E’ Linkseinheit von A ist. 

Die simtlichen derartigen Elemente A sind nach der eben eingefiihrten 
Bezeichnung einander doppelt zugehérig. Sind P und Q zwei feste Ele- 
mente derartig gewahlt, daB P die Rechtseinheit Z’ und Q die Linksein- 
heit Z hat, so existiert PAQ, wie auch immer A der obigen Bedingung 
gemaB gewihit ist. Alle die Elemente PAQ = B sind aber verschieden 
voneinander und haben mit P die Links- und mit Q die Rechtseinheit 
gemeinsam. Ist andererseits B ein beliebiges Element, so waihle man nach 
dem letzten Postulat unter den B links zugehérigen Elementen P so aus, 
daB die Rechtseinheit Z’ ist, und unter den B rechts zugehérigen Elementen 
Q so, daB die Linkseinheit Z ist. Dann existiert das Element P™* BQ™* 
und ist unter den A enthalten, so da8 B durch die Formel PAQ ge- 
liefert wird. 

Verschiedene Komplexe einander doppelt zugehériger Elemente lassen 
sich also stets eineindeutig aufeinander beziehen. Die Anzahl der einem 
Element doppelt zugehérigen Elemente hat daher fiir jedes Element den- 
selben Wert. Diese Anzahl g wird als Ordnung des Gruppoids bezeichnet. 
Die Anzahl der rechts und auch der links zugehérigen Klemente ist eben- 
falls fiir jedes Element dieselbe und gleich rg, die Anzahl aller Elemente 
des Gruppoids also r*g. 

Die saimtlichen einer Einheit doppelt zugehérigen Elemente bilden 
offenbar eine Gruppe. Wir nennen daher solche Elemente Gruppenelemente. 
Die verschiedenen Gruppen, welche auf diese Weise den verschiedenen Ein- 
heiten entsprechen, sind zueinander homomorph. Sind namlich £Z, E’ 
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zwei beliebige Einheiten, ist P ein Element, das die Rechtseinheit Z, die 
Linkseinheit Z’ hat und durchlaiuft A die Gruppe der simtlichen der Ein- 
heit Z doppelt zugehérigen Elemente, so durchliuft PAP eine isomorphe 
Gruppe, namlich die Gruppe der der Einheit EZ’ doppelt zugehérigen 
Elemente. 

Ersetzt man in einer Kompositionsgleichung AB=C A durch A’, 
B durch B’, wobei A und A’, ebenso B und B’ einander doppelt zu- 
gehérig sind, so existiert auch A’ B’ =’, und C und C’ sind ebenfalls 
einander doppelt zugehdrig. Demnach bilden die Komplexe einander doppelt 
zugehériger Elemente selbst ein Gruppoid, und zwar ein solches von der 
Ordnung 1. Die Einheiten in diesem Gruppoid sind die Gruppen der den 
Einheitselementen doppelt zugehérigen Elemente. 

Ein Gruppoid von derselben Struktur la8t sich auch aus einzelnen 
Elementen konstruieren. Wahlt man namlich, von einem Einheitselement Z 
ausgehend, unter den rechts zugehérigen Elementen fiir jede Einheit HZ, gerade 
ein links zugehériges Element A, aus, so bilden die Elemente A, A, offenbar ein 
Gruppoid von der Ordnung 1, das wir homomorph zu dem vorigen Gruppoid 
nennen kénnen, weil sich die Elemente beider Gruppoide eineindeutig in 
einfacher Weise entsprechen und dies gegenseitige Entsprechen bei Kom- 
positionen erhalten bleibt. 

Wenn die Elemente eines Gruppoids 9 simtlich in dem Gruppoid G 
enthalten sind, so soll 9 ein Teilgruppoid von @ heiBen; sind dabei alle 
Einheiten von & auch in 9 enthalten, so wird das Teilgruppoid auch Unter- 
gruppoid genannt. Wahit man in der Gruppe g der der Einheit Z doppelt 
zugehérigen Elemente eine Untergruppe ) von der Ordnung / aus, und 
haben die Elemente A; die vorhin angegebene Bedeutung, so bilden die 
in den simtlichen Komplexen A,§ A, enthaltenen Elemente ein Unter- 
gruppoid von der Ordnung h. Man sieht auch leicht, daB jedes Unter- 
gruppoid bei geeigneter Auswahl der Untergruppe ) und der Elemente A, 
in dieser Weise darstellbar ist. Die Komplexe A, A, selbst bilden natiir- 
lich wieder ein Gruppoid von der Ordnung 1, das zu den friiheren Gruppoiden 
von der Ordnung 1 homomorph ist. 

Die Komplexe A,§ A, bilden aber auch ein Gruppoid, wenn die A, 
ganz beliebige zu EZ rechts zugehérige Elemente sind. Man darf dann 
aber zwei Komplexe noch nicht komponierbar nennen, wenn die Elemente 
des ersten mit den Elementen des zweiten komponiert werden kénnen, 
sondern erst dann, wenn die komponierten Elemente selbst wieder gerade 
einen dieser Komplexe bilden. Die Rolle der Einkeiten spielen offenbar 
die Komplexe A, A,. Einem beliebigen Komplex A, A, ist der Einheits- 
komplex A, A, links, der Einheitskomplex A,§A, rechts zugehdrig, 
wahrend der Komplex A, A; dazu invers ist. Die Giiltigkeit der vier 
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Postulate fiir das aus den Komplexen gebildete Gruppoid ergibt sich durch 
Zuriickgehen auf die in den Komplexen enthaltenen Elemente. 


Es soll noch die Ordnung y und der Rang @ bei diesem Gruppoid 
bestimmt werden. Das Produkt oy gibt an, wieviel verschiedene der 
Komplexe A,§ A, demselben Einheitskomplex, z. B. § rechts zugehéren. 
Ist A ein Element aus einem derartigen Komplex, so mu8 dieser mit 
dem Komplex A}, also auch mit einem Komplex A, identisch sein. Da 
nun jeder Komplex A; h verschiedene zu Z rechts zugehdrige Elemente 
enthilt, zwei dieser Komplexe aber entweder dieselben oder gar kein 
gemeinsames Element enthalten und es im ganzen rg m £ rechts zu- 
gehérige Elemente gibt, so ist die Anzahl der verschiedenen Komplexe 


A, gleich 5%, demnach gilt 
ev= # . 


Die Ordnung y ist gleich der Anzahl derjenigen dieser Komplexe A;5, 
welche dem Einheitskomplex § gleichzeitig auch links zugehéren, so da8 
5 A;h = A;b, welche Beziehung gleichwertig ist mit hA,;—A,}. Alle 
dieser Bedingung geniigenden Elemente A, gehéren der Gruppe g der der 
Einheit 2 doppelt zagehérigen Elemente an und bilden selbst eine Gruppe n, 
nimlich den Normalisator*) von § in g. Die Anzahl y der verschiedenen 
Komplexe A; ist also gleich dem Index von § in n. Wird die Ordnung 
von n durch n bezeichnet, so hat man daher 


>| 3 


? = 
und wegen des Ausdruckes fiir 9 y 
"9g 
@e-3° 
Diese Betrachtungen gelten auch, wenn das urspriingliche Gruppoid © den 
Rang r= 1 hat, also mit der Gruppe g der der Einheit Z doppelt zu- 
gehérigen Elemente zusammenfillt. Ist dann noch n= g, § also Normal- 
teiler von g, so wird g=1, das entstehende Gruppoid ist also ebenfalls 
eine Gruppe, namlich die zu ) komplementire Gruppe oder Faktorgruppe g/}. 
Wenn § nicht Normalteiler von g ist, tritt an die Stelle der Faktorgruppe 
ein Gruppoid, dessen Begriff somit hier als Verallgemeinerung des Be- 
grifis der Faktorgruppe erscheint. 
Wir werden deshalb allgemein das von den Komplexen 4,5 A, ge- 
bildete Gruppoid das zur Gruppe } im Gruppoid © komplementdre Gruppoid 
oder Faktorgruppoid nennen und durch @/ bezeichnen. 


5) Siehe etwa A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung (1923), 8. 38. 
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Wenn man die Elemente des Gruppoids © in geeigneter Weise in ein 
quadratisches Schema von rg >< rg Feldern, und zwar jedes der rg Ele- 
mente g-mal eintragt, so erhilt man eine Komposttionstafel, welche folgende 
bemerkenswerte Eigenschaft hat: Wahlt man in dem Schema vier Felder, 
welche nicht notwendig voneinander verschieden zu sein brauchen, mit den 
Elementen 2, A, B,C, von denen £ Einheit ist*), so aus, daB das erste 
und zweite, ebenso das dritte und vierte Feld je einer Zeile, das erste 
und dritte, ebenso das zweite und vierte Feld je einer Spalte angehéren, 
so ist A mit B komponierbar, und das komponierte Element AB ist 
gleich C *). 

Man kann nimlich das Schema so ausfiillen, daB diese Kigenschaft 
gewi8 immer dann gilt, wenn das erste Feld ein ganz bestimmtes ist. 
Man braucht nur in dies Feld eine beliebige Einheit, in dessen Zeile die 
rechts, in dessen Spalte die links zugehérigen Elemente einzutragen. Ist 
dann aus der Zeile ein erstes, aus der Spalte ein zweites Element gegeben, 
so trigt man das offenbar existierende,'aus beiden Elementen komponierte 
Element da ein, wo sich die Spalte des ersten und die Zeile des zweiten 
Elements treffen. Fiillt man das ganze Schema in dieser Weise aus, 
so ergeben die Assoziationsgesetze leicht die allgemeine Giiltigkeit der 
obigen Regel. 

In der Kompositionstafel enthilt eine Zeile einander rechts, eine Spalte 
einander links zugehérige Elemente, und zwar diese immer simtlich und 
jedes Element nur einmal. Zwei Spalten oder zwei Zeilen unterscheiden 
sich entweder nur durch die Anordnung ihrer Elemente oder haben iiber- 
haupt kein Element gemeinsam. Irgend g Elemente, die einander doppelt 
zugehéren, finden sich in g Zeilen und in g Spalten, also genau in den 
g* Feldern, in denen diese Zeilen und Spalten zusammentreffen. 

Da man in der Kompositionstafel die Zeilen und auch die Spalten 
beliebig anordnen darf, so kann man die rg Felder, welche Einheits- 
elemente enthalten, in die von links oben nach rechts unten verlaufende 
Diagonale bringen. Dann enthalten Felder, welche spiegelbildlich zur 
Diagonale stehen, zueinander inverse Elemente. Trifft man dabei die An- 
ordnung so, daB immer die g Felder mit derselben Einheit in der 
Diagonale aufeinander folgen, so ist damit eine Einteilung des Schemas 
in quadratische Bezirke von je g* Feldern gegeben, und jeder Bezirk 
enthalt g verschiedene einander doppelt zugehérige Elemente. Die Ein- 
teilung in Bezirke gibt zugleich die Kompositionstafel fiir das von den 
Komplexen dieser Elemente gebildete Gruppoid. 





*) Ist E beliebig, so gilt AE B=C. 
5) Vgl. hierzu *). 
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Die Anordnung der Kompositionstafel lat sich aber noch weiter ver- 
feinern. Ist niamlich ) wieder eine Untergruppe der Ordnung A aus der 
Gruppe g der der Einheit EZ doppelt zugehérigen Elemente, so permutiere 
man die Spalten so, daB in einer das Element Z enthaltenden Zeile die 
Elemente nach den Komplexen A; geordnet werden. Permutiert man 
gleichzeitig die Zeilen in derselben Weise, so daB die Einheitselemente in 
der Diagonale bleiben, so sind auch in der Spalte, welche die ausgewahlte 
Zeile in einem Diagonalfeld trifft, die Elemente nach den Komplexen § A, 
geordnet. Damit ist eine quadratische Einteilung in Unterbezirke von 
je A* Feldern gegeben, und jeder Unterbezirk enthilt die 4 Elemente 
eines Komplexes A, A,. Diese Einteilung in Unterbezirke kann gleich- 
zeitig wieder als Kompositionstafel fiir das komplementire Gruppoid @/h 
angesehen werden. 

Bei den Gruppen ist die Kompositionstafel unter dem Namen Gruppen- 
tafel bekannt. Man sollte hier aber die Elemente fortlassen, welche die 
Einginge der Zeilen und Spalten bezeichnen*), weil sonst unter den 
Einheitselementen der Tafel eins in unnétiger Weise bevorzugt wird und 
somit ihre eleganten Eigenschaften verdunkelt werden. 


*) Siehe etwa a.a.0. *), 8. 3. 


(Eingegangen am 12. 12. 1925.) 
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Uber die Transzendenz gewisser dyadischer Briiche. 
Von 


P. E. Bohmer in Dresden. 


Einleitung. 
Eine nur aus Nullen und Einsen gebildete unendliche Folge «,, 
[k=0,1,2,...], definiert eine Zahl 
(I) e= Dh 
k=0 


des abgeschlossenen Intervalles (0,1) und weiter eine zweite unendliche 
Folge w™, [m= 1, 2, 3,...], deren Glieder 


(11) win = Sa, 0sw™ <1, 


die relative Abschnittshiufigkeit der Eins in der Folge «, bedeuten*). 
Umgekehrt bilden die Koeffizienten der dyadischen Entwicklung einer 
reduzierten Irrationalzahl u, [0 < u <1], 


(III) «, =[2***u] —2[2* wu], 


unter [x] die gréBte ganze Zahl <2 verstanden, eine unendliche Folge 
von Nullen und Einsen, der vermége (II) eine w™-Folge zugeordnet ist. 
Von besonderem Interesse ist nun der Fall, daB die w™ - Folge einen Grenzwert 
(IV) w = lim w™ 
besitzt. Qe 

Es sei w eine beliebig vorgegebene reduzierte Irrationalzahl, [0 < w <1); 
dann ist*) 
0 oder 


o = [bw +w] — (ew) ={1 





1) Vgl. Bohmer, Berichte der math.-phys. Kl. d. Sichs, Akademie 75 (1928), 8. 91f. 
*) Vgl. dieselben Berichte 76 (1924), S. 149f. 
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[kw+w) —[kw] 
(1) u-> = me = 
ein dyadischer Bruch; da hier 
m 





ist, bestiizt die Folge w™ den Grenzwert w. 
In der nachfolgenden Untersuchung beweise ich das 


Theorem. Sind die Teilnenner des regelmapigen Kettenbruches fiir 


w unbeschrankt, so ist die durch (1) definierte Zahl u transzendent. 


§ 1. 
Hilfssiitze tiber [7 w]. 


Der regelmaBige Kettenbruch fiir die reduzierte Irrationalzahl w habe 


die Gestalt 


(2) o- Si 1 . 











wo die a, natiirliche Zahlen sind. Werden die Zahlen p, und g, durch 


die Differenzengleichungen 


(3) | ale 
Vn+a = G41 qn + Gn-1 
und die Nebenbedingungen 
=(), = 
(8a) - Pr 


, ‘ @=1, %=4, 
bestimmt, so ist 


(4) w= = 


der n-te Naherungsbruch von w; es gelten dann bekanntlich die 
stellungen 





7 (—1)" 
(5) ©= 2 sen 
und 
a 1° YE 
(6) w=w, +(—1) Pr bQn+h+i” 


k=0 


so daB stets die Ungleichungen 


War << W < Wer41 


Dar- 





| 
| 
| 
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erfiillt sind. Aus (6) folgt die wichtige Formel 
chs gieties 
(7) o~ i t UtNeee’ [0<<1], 
auf die sich die drei nachfolgenden Hilfssitze stiitzen. 
Hilfssatz 1. Ist 0<r<q,,, und r==0(modg,), so ist 


as tae. 
(8a) [rw] = {*P]. 
Beweis. Da nach Voraussetzung 
r 
°<atne.. ~°< i 
ist, folgt aus (7) 
* Put+(—1)"e. 


rTwo= 
In 


da ferner nach ba rad 1 P,:Q, eine gebrochene Zahl, also 
Pr et 7 [T Pn G—1 
[]+2<<(2]+s— 


In a= 


und 


Ka 1tCUt gy w < [te] + eben". 
qn SS 


ist, ergibt sich die Behauptung (8a). Insbesondere gilt also (8a) stets, 
wena r < q,, ist. 


Hilfssatz 2. Ist 0<r<q,,, und r=mq,, 80 ist 
1—(—1)° 





(8b) [rw] —mp,—*=G 
Beweis. Aus (7) folgt hier 
(—1)"m_, 
rw MPa tO Ta) ders’ 
nun ist aber nach Voraussetzung Shes 4a» daher 
In +1 = 5% 
und . 
rw = mp, + —* [(0<e<1]}. 


Somit erhalten wir 
MP, fiir gerades n, 


(rw) mp, —1 fiir ungerades n, 
in Ubereinstimmung mit der Behauptung (8b). 
Hilfssatz 3. Ist 0<r<q,,,, und sind r’ und m durch die Be- 


dingungen ; 
r=r’'+mq,, 0<r' SQ, 
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bestimmt, so gilt 
(8¢) [rw] =([r’w] + mp,. 
Beweis. Fiir 0 <r’ <q, gelten nach Hilfssatz 1 die Gleichungen 
r - tn) 
| I(r’ + mg,)w] = [(r’ + mg,) | = [=] + mp,, 


[rw] (Pi: 


hingegen bestehen fiir r’=g, nach Hilfssatz 2 die Gleichungen 


pi pla Ls ok Li 


> 


1—(—1)* 
[g, wv] _— P, — fe) . 


In jedem der beiden Fille liefert die Differenz des Gleichungspaares die 
behauptete Gleichung (8c). 
§ 2. 
Die Funktion #(w). 

Die im Einheitskreis erklirte und iiber diesen Kreis nicht fortsetz- 
bare analytische Funktion 
ai ah jz| <1, 

k=0 


a, — [kw + w] — [kw] 
nimmt an der Stelle z=} den Wert 


(9) 


1 
(9a) o(3)=« 
an und strebt bei Annaherung an die Stelle z=1 unbeschrinkt dem 
Grenzwerte 
(9b) lim py (z) = w 
z=1 


zu. Durch (9) ist m(z) nicht nur fiir die irrationalen reduzierten, sondern 
fiir alle reellen Werte von w eindeutig erklirt; indem wir von jetzt an 
w als das Argument, z aber als einen positiven echt gebrochenen Para- 
meter ansehen, schreiben wir nunmehr ®(w) fiir g(z). Eine naheliegende 
Umformung von (9) liefert die Darstellung 


(10) B (w) — U—*) =)" Stew) 2"; 


k=1 
sie lehrt, daB ®(w) fiir positives z.eine monoton wachsende Funktion 
von w ist, die an den Stellen 0 und 1 die Werte 


@(0)=0 und @(1)=—1 
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annimmt und jede rationale Stelle zur Sprungstelle hat. Ist namlich 


(lla) w=", (p <q und p,q teilerfremd), 


so wachsen, wenn das Argument wachsend den Wert w, annimmt, gleich- 
zeitig die Glieder 


[mqw}, (m =1,2,3,...], 
je um die Einheit; die SprunggréBe betrigt also 
b (1=2)? 2078 
{11b) veer 


Indem wir die Menge der rationalen echten Briiche mit Einschlu8 der 1 
nach Nennern g ordnen nnd jetzt unter y(q) die Anzahl der positiven 
echten teilerfremden Reste von gq verstehen, erhalten wir fiir die Summe 
aller Spriinge im halboffenen Intervalle 0 < w<1 den Wert *) 

l—z)? © tuogt 

C2 doa) =1. 


q=1 





Da die gesamte Zunahme der Funktion also mit der Summe ihrer Spriinge 
iibereinstimmt, ist ®(w) an allen irrationalen Argumentstellen stetig; da 
@(w) weiter an allen rationalen Stellen den oberen Grenzwert annimmt, 
ist D(w) obere Limesfunktion. Die zugehdrige untere Limesfunktion ®(w) 


wird an der Stelle w, =-* auf Grund von (11) durch 


( P\_ g(P\_ (1—#)*2t"" 

(12) et) - 8G) - “96 - 

dargestellt; an irrationalen Argumentstellen hingegen ist ®(w) mit D(w) 

identisch und kann deshalb einfacher mit ®(w) bezeichnet werden. 
Durchléuft das Argument eine konvergente Folge rationaler echt ge- 

brochener Werte w, [n = 1, 2,3,...] mit dem irrationalen Grenzwerte w, 

so haben die beiden Funktionenfolgen ®(w,) und ®(w,) den gemein- 

samen Grenzwert ®(w); denselben Grenzwert besitzt auch eine Funk- 

tionenfolge ®(w,). wenn ®(w,) bei jedem einzelnen n in beliebiger Weise 

entweder gleich ®(w,) oder gleich ®(w,) gewahlt wird *). 


*) Vgl. etwa K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Berlin 
1922, 8. 435. 

*) Man erkennt leicht, da8 der Wertevorrat des Funktionenpaares ®(w), ® (w) 
im Argumentintervalle 0 <w<1 eine perfekte nirgends dichte Untermenge des Kon- 
tinuums von 0 bis 1 bildet, die die Machtigkeit des Kontinuums und das MaG Null 
besitzt. 
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§ 3. 
Die Funktion # (2). 


Die Funktionen @ eines rationalen Arguments . sind rationale Funk- 


tionen des Parameters z; denn man findet aus (10), wenn k=r-+ mq 
gesetzt wird, 


[#2] - > 3S (mp + [2 F) arene 1 frets So [ezlerl, 





m=0 r=1 r=1 
also 
q 
= P os (1—z2)? pzttt —y rp i 
(ae) w(t) — Ga fees S [leh 


Ist p:q unkiirzbar, so erhalt man aus (11a) und (11b) 


(13b) ® (2) _ (1—z)? pett? 7 (r2) ar — at 
~\q/ a (1—2%) J 1-2 q ‘ 


r=1 





Wir betrachten nun ®(w) als Grenzwert einer Funktionenfolge ®(w, ), 
deren Argumente die Naherungsbriiche der Irrationalzahl w sind. Da aus 
den Ungleichungen 

Wey << W < Wey41 


wegen der Monotonie von ®(w) auch die Ungleichungen 
D (we) << O(w) < D(wey+1) 
folgen, erhalten wir die besten Naherungen an ®(w), wenn wir 
O(w,,) = Eu 
D (we,+1) = ® (we,+1) 


wahlen. Die dieser Wahl entsprechenden Darstellungen (13a) und (13b) 
lassen sich vermége der Hilfssitze 1 und 2 auf eine gemeinsame Gestalt 
bringen. Man hat namlich nach (8a) 


[£2] = [rw] fir r<q, 
dagegen nach (8b) 
[22] =—p—[rw)+ +S tir r—g; 


das liefert aber in (13a bzw. b) eingesetzt beidemale denselben Ausdruck 


(18) @ (2) = uae ae +S irw] rt. 


r=1 











re rr 
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Endlich gewinnen wir durch Einfiiirung des Parameters ¢ 
t=—+ 


an Stelle von z die Darstellung 


a4) c(t) 2 f ea Sirwer’+o} 2, 


r=1 





wo 


P(t)=(¢—1) D'[rwlt* "+p, 
(14a) r=1 


is 
Q()= o> 
Polynome in ¢ sind. 


§ 4. 
Der Kettenbruch fiir (2). 


Zwischen den Zahlern P(¢), die zu drei aufeinanderfolgenden Niahe- 
rungsbriichen von w gehdren, besteht eine lineare Beziehung, die wir durch 
eine Umformung des Ausdruckes 


Pasa(Q)=(C—1) Slew) e™ + Pes 


gewinnen kénnen; wir stiitzen uns dabei auf die Gleichungen (3) und den 
Hilfssatz 3 des § 1. Setzt man 

r=r'+mgq,, [O0<r’<q,], 
so erhalt man, wenn der Akzent nach der Ersetzung wieder weggelassen wird, 


Gn es €, 4,,,71% 
Zlrwjrer= sz 2, [(r + mq,) w] oe" 


@,-, -r 
+ 2 U(r + 4,45 qn) w) ain 
und daraus durch Anwendung der Gleichung (8c) 


B= Birwyee Seems Str] etee 


r=1 r=1 


fn a7" @, 7 (Mt1) tna €,_,7? 
+P, SE ZX me — t+ 4n4+1Pa 2 ¢ is Sa 


r=1 
wT tags n lm tt) Gy C%n+1 — Cn-2 


~ en Sata (6) 
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gesetzt, so ergibt sich 
HT etaytmeantg — Slaer Etat ayn lat Ane — ay Clans 
te iis (ttm —1)* ft —1 ¢%—1 





> 


und es erscheint nach gehériger Zusammenfassung 


not n G1 
Py = Aes (Sree + 2) +>’ [rw] ffs” — Gane > 
r=1 r=1 —A 


also 
% Gy 
Pass = Ayes ((E- 3 +2,) (0-1) B+ aa 
oder mit Riicksicht anf (14a) 
(3°, P) Paes = Ana. Pa + Paes 


und damit ist die zu Beginn dieses Paragraphen angekiindigte lineare Re- 
lation aufgestellt. Man erkennt unmittelbar aus der Gestalt von A,,, 
und der Definition (14a) von Q,, daB fiir die Q dieselbe lineare Relation 


(3*, Q) Qaaa = Anas Q, + 2,-1 


besteht; da sich ferner aus den Gleichungen (14a) wegen (3a) die Sonder- 
werte 
P,=0, P,=1, 
¢%,—1 

=i, 4-77 -4 
ergeben, bilden die A, die Teilnenner, die P, und Q, die Naherungszahler 
bzw. Naherungsnenner der Kettenbruchentwicklung von ¢®(w). Das ge- 
samte Ergebnis zusammenfassend kénnen wir sagen: 

Bedeutet y(z) die durch (9) erklérte Funktion und stellt (2) den 
regelmapigen Kettenbruch fiir die Irrationalzahl w dar, dann wird ¢ () 
durch den Kettendruch 


(15) te(t)= 7 a 


(3* a) 











mit den Teilnennern 


(15a) A, (¢) = Sao. Eater b os, 


C%-1—1 C%-1—1 





formal dargesteilt. Die Teilnenner sind- also Polynome in ¢ und gehen 
fiir €=1 in die Teilnenner von w iiber; der Kettenbruch (15) konver- 
giert daher fiir ¢ =1 mit dem Werte w. 
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§ 5. 
Konvergenz des Kettenbruches. 


Die Differenz zwischen ¢ p (z) und dem n-ten Naherungsbruche der 
Kettenbruchdarstellung (15) la8t sich auf Grund der Definition von 


@ (*) und der Darstellung (10) in der Gestalt 


f fs) ct , 
6) 2 —eo(2)— yy SOL oer 


h 
k=1 im ™ 








schreiben. Fiir gerades n fallt die zweite Summe fort und die Koeffi- 
zienten der ersten Summe sind Null oder negativ. Da 


[kw)<kw und b= —1< [be] 


ist, findet man nach (7) 
(ew) — [4%] <4(w—#) +1< 


Dagegen erhilt man bei ungeradem n, wo die Koeffizienten der ersten 
Summe Null oder positiv sind, aus den Ungleichungen 





+1. 


a Porat 


Ee] <k* und kw —1< [kw] 
die Beziehung ; 


[e%| — [kw] <b (%* — w) +1< hives 


¢,. 4%; 





Nun sind hier aber die Koeffizienten der abzuziehenden Summe Null oder 
Eins; die rechte Seite der vorstehenden Ungleichung ist also eine Majo- 
rante der Koeffizienten des gesamten Klammerausdruckes. 

In diesem Klammerausdrucke verschwinden aber nach den Hilfs- 
sitzen 1 und 2 alle Glieder, fiir die der Exponent von ¢ die Zahl q,,, 
nicht iibertrifft; und damit gelangen wir zu der Abschiitzung 


aie » (3) elé-1i? 5 (1 4. Seta th) |g) -a, 


jo [+254 Gn In +1 
Die Reihe rechter Hand konvergiert fiir 1<{¢j| und hat zur Summe 











(Gedotrt Gtr tW/El—(dedosat dors) < (142) (14 1 ) |e] 


Gn Gna (1¢1—-1)" Qm+1/ (| |—1)* 
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Aus der so bewiesenen Ungleichung 











(17) a —t@(3)|<(14+4)(1+ 1.) ee tot Sh fir 1<|¢| 


In+1 


igjfete ((¢]—1)° 
folgt der Satz: 


Im Bereiche 1<|¢| konvergiert der Kettenbruch (15) gleichmapig 
und stellt dort die Funktion ¢p (>) dar. 


§ 6. 
Beweis des Theorems. 


Wahlt man ¢ als eine natiirliche Zahl gleich oder gréBer als 2, dann 
werden die Teilnenner A, und die Naherungsnenner Q, simtlich natiir- 
liche Zahlen; daher stellt dann die rechte Seite von (15) die regelmaBige 
Kettenbruchentwicklung des Zahlwerts der linken Seite dar. 


Hilfssatz 4. Fiir 0 <n besteht die Ungleichung 
(18) Qeti-2< A... 
Beweis. Aus den Darstellungen 


_— f%&—1 Con+1%a—1 . any 
2, = t—1 und 4.0" 1 





ergibt sich 


Qaa+i— (f% —1)%»+2 


fats (€—1)m+1 726% —1 (C9 41% —1) 





= (1—0 7% )9n4+1 77 ‘ 
(€—1)*nta~2 0% —2 (14+ 07M 4... + Ont Me) 


Fiir 1<a,,, ist der Zahler kleiner als 1, wahrend der zweite und 
der dritte Nennerfaktor gréBer als 1 sind; der erste Nennerfaktor endlich 
nimmt nur fiir £=2 den Wert 1 an und ist sonst stets gréBer als 1. 
Ist dagegen a,,,—1, so geht der ganze Bruch in ¢~%-« iiber, ist also 
kleiner als 1, da fiir 0<n stets 1<q,_, ist. Der Bruch ist also in 
jedem Falle kleiner als 1, w. z. b. w. 

Die Teilnenner a, des regelmaBigen Kettenbruches fiir w seien jetzt 
unbeschrankt, d.h. es lasse sich zu jeder vorgegebenen natiirlichen Zahl v 
ein Zeiger n so finden, daB 





r< Bn+s 
tat. Nun hei®t eine Zahl 


W= Dy 


n=1 








wea - 


ra 


— 3° © &9 ses oe 


> £4 a—_— ati 
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mit den Naherungsnennern Q, eine Liouvillesche, wenn zu jeder noch so 
groBen natiirlichen Zahl » ein Zeiger n gefunden werden kann, fiir den die 
Ungleichung 


gilt®). Da nach Hilfssatz 4 


7*6,4.- 1 
die Ungleichung erfiillt, stellt ¢@ (3) fiir jede natiirliche Zahl ¢, die 1 iiber- 


trifft, eine Liouvillesche Zahl dar; und das gleiche gilt von p (5) selbst. 
Nach einem bekannten Satze von Liouville*) ist aber jede Liouvillesche 
Zahl transzendent; die in unserem Theorem behauptete Transzendenz 
von u= (i) tst damit bewiesen, dariiber hinaus aber, daB auch die 


Zahlen (5) mit ¢ = 3,4,5,..., insbesondere also auch die dyadischen 
Briiche 
(5s) [m= 1,2, 8,...] 


transzendente Zahlen sind. Man sieht endlich leicht ein, daB die simt- 
lichen Ergebnisse dieser Arbeit auch dann bestehen bleiben, wenn [w] 
von Null verschieden ist; denn in diesem Falle andert sich die Darstellung 
(15) nur dahin ab, daB rechts die Zahl 

[w]o—= A, 
als nullter Teilnenner hinzutritt. 


Dresden, im August 1925. 





5) Vgl. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig u. Berlin 1913, 
8. 140 f. 


*) J. de math. 16, 1851. 


(Eingegangen am 6. 11. 1925.) 
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Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 
Von 


G. Szegé in Berlin. 
(Auszug aus einem Briefe an H. Bohr.) 


... In einer kiirzlich in den Comptes Rendus erschienenen Note*) 
beweisen Sie das folgende interessante Theorem: 

Wenn eine fastperiodische Funktion f(x) der reellen Verdnderlichen x 
eine beschrankte Exponentenfolge besttzt, 


(1) |A,|< K (y= 1, 2, 3,...), 
dann ist f(x) eine ganze Funktion; d.h. es gibt dann eine ganze Funktion 
der komplexen Verdnderlichen x, die sich auf der reellen Achse auf f(x) 
reduziert. 

Der a. a. 0.) fiir dieses Theorem gegebene Beweis beruht auf einem 
zentralen Resultat der II. Mitteilung Ihrer Arbeit Zur Theorie der jfast- 
periodischen Funktionen aus den Acta Mathematica*), namlich auf dem 
sog. verscharften Approximationssatz*). Es soll nun im folgenden fiir das 
obige Theorem ein kurzer Beweis angegeben werden, der von diesem Satze 
keinen Gebrauch macht und aus den Hauptergebnissen der Theorie der 
fastperiodischen Funktionen nur den sog. Eindeutigkeitssatz‘) heranzieht. 


1) H. Bohr, Sur une classe de transcendantes entiéres [Comptes Rendus 181 
(1925), 8. 766 —768}. 

*) L. Mitteilung: 45 (1924), 8. 29—127; II. Mitteilung: 46 (1925), S. 101-2138; 
IIL. Mitteilung: 47 (1926), 8. 237-281. — Diese drei Arbeiten werden im folgenden 
mit I, II, III zitiert. 

*) Vgl. II, 8.184. Man kénnte iibrigens den in Rede stehenden Satz auch aus 
einem Resultat von III (S. 265) schlieBen (vgl. H. Bohr, Uber allgemeine Fourier- und 
Dirichletentwicklungen, Den Sjette Skandinaviske Matematikerkongres, 8. 173—190, 
insb. 8. 183), das jedoch in III ebenfalls mit Hilfe des verschirften Approximations- 

*) Vgl. I, 8. 54. 








ES 











————————————— 








G. Szegé. Fastperiodische Funktionen. 879 


Dieser lautet: Wenn fiir eine fastperiodische Funktion f(x) die (notwendig 
extstierenden) Grenzwerte 


zx 
(2) lim x j f(x)e-*edx (4 reell) 


fiir alle reellen Werte von i verschwinden, dann ist f(x) identisch gleich 0. 

Als wesentliches Hilfsmittel wird ferner eine Integralbildung benutzt, 
die dem Fejérschen Integral analog ist und, auf eine fastperiodische Funktion 
angewenlet, ein Analogon der Fejérschen Mittel der gewéhnlichen Fourier- 
schen Reihe liefert. SchlieBlich werden die Ergebnisse mit einem Satz von 
8. Bernstein kombiniert; dies liefert eine weitere interessante Eigenschaft 
der fastperiodischen Funktionen, welche durch die Bedingung (1) charak- 
terisiert sind. 


1. Es sei zunachst f(x) eine beliebige, im Intervall — co < 2 < co 
definierte beschrankte und stetige (nicht notwendig fastperiodische) Funktion. 
Wir setzen fiir jedes positive (nicht notwendig ganze) n 


Bae 2 frati ne x“ a 


Das letzte Integral konvergiert auch fiir komplexes x und zwar gleich- 
maBig in jedem endlichen Bereiche der x-Ebene: f(x) ist eine ganze 
Funktion von x. 


2. Es sei jetzt f(a) eine fastperiodische Funktion und 


(4) f(z) ~ 3 a, er 





(3) nor E fraral? 


5) Solche Integrale sind in der Literatur Sfters betrachtet worden. Vgl. z. B. 
G. H. Hardy, Notes on some points in the integral calculus, LVI: On Fourier’s series 
and Fourier’s integral (Messenger of Mathematics 52 (1922), 8.49—58], s. insb. 8. 52, 
(11). — Im Falle einer periodischen Funktion reduziert sich (8) wegen 


- 1 1 
PT randy 


auf die gewdhnlichen Fejérschen Mittel. 
Es ist, wie man auf eine geliufige Weise zeigen kann, 


lim 7, (z) =f (2), 
n>@e 





und zwar gleichmaBig in jedem endlichen Intervalle (bzw. gleichmaBig fiir — 0 <2< 0 
wenn f(z) auf der ganzen reellen Achse gleichméBig stetig ist). 
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ihre Fourier-Entwicklung. Dann ist, wie unmittelbar ersichtlich, /, (2) 


ebenfalls fastperiodisch*). Ich behaupte, da8 ihre Fourier-Entwicklung 
folgendermaBen lautet: 


(5) f,(z)~ (1 - Al) a, g®4e* 


|4,|<* 
wo, wie angedeutet, nur solche Glieder vorkommen, fiir die | A,| <n gilt. 
Es gilt, wenn 2 eine beliebige reelle Zahl ist, 


- da“ e\ 
{neve isdz= — : J (x, free jen ua)| - ) as 
\3 








Nun hat man gleichmaBig in £*) 


ad a, fir 1=—A,, 
im uxff x)e“#dz —a(d)= 

0 sonst. 
Folglich ist 


- sin = & : 
i= Lift (x)e-#** dx =a(A)- 2 few _ ) ae. 





> 


Das letzte Integral kann wegen 
w/.: 4 s «x 
. et oe ) 1 (1—cosnt 
(6) ne, a di = | 7 d§=1 
leicht ausgerechnet werden. Es ist 
ra , %,\% 2 
2 =3') 1 [0082 (1—cosné) 
an a( rie | r dé 


a coshE—1 1 Foos(4+n)—1 cos (4 — rte 
af s* df — gnxJ ~ gf dé — fee d 


\4| 
_ li 4 Weal 4 1a | - oe wenn |4|<n, 
0 sonst, 











See 











womit (5) bewiesen ist. 
*) Die Funktionen /, (x) und f(z) bilden sogar eine sog. ausgezeichnete Menge. 
Vel. II, 8. 107. 

*) I, Satz VIII, 8.45—46. 
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8. Betrachten wir nun eine fastperiodische Funktion f(z), deren Ex- 
ponentenfolge A, beschrankt ist, 


|A,|< K (y= 1,2,8,...). 
Dann ist also fir n> K 


f(2)~ 5 (1 —!aNe, et-t,e, 


v=1 


Hieraus folgt 


(m+ 1) fass(2) — nf, (x) >>) a, cfr, 
so daB nach dem Eindeutigkeitssatz me 
(7) f(x) = (m+ 1) fai (x) — mf, (2) 


-faik ty) ee 


Das Integral auf der rechten Seite stellt hier eine ganze Funktion 
von x dar, womit die Behauptung bewiesen ist. 


4. Es gilt etwas allgemeiner als (7) fiir jedes « > 0 
(n+«)f,,4(2)—"f, (2) 


a 


9 = finan es te Sal ‘ 
-2 Jno \—4——) - (G4 
Bie pit : 
(n > K). 
Wir wollen diese Darstellung benutzen, um die Funktion /(2) und ihre 
Ableitungen auf den zu der reellen Achse parallelen Geraden abzuschitzen. 


Es sei x=u-+iv gesetzt (u,v reell) und M bezeichne die obere 
Grenze von |f(u)| fiir —co<u<oco. Dann folgt aus * (8) fir v+0 





(8) f(z)= 











- 
- 
> 


- sin *(§—u—iv) | 
f,(2)| =| f,(u+iv)| <2 J — 


E-—u—-iv | 


3 





oan fimea- 
Sax. _< Fie 





—tWv dé 
M P coils - E 
Sax rT dé 
<ucet 4+ M< MCe""|, 


wo C eine absolute Konstante ist. 
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Aus (8) schlieBen wir also, daf 
(9) lf(u+iv)|< Re) MO ext ailel (« > 0). 


Fiir ganze Funktionen von dieser Art kann aber nach einem Satze 
von 8. Bernstein f’(u) fiir reelles u abgeschitzt werden*). Es ist 
\f'(u)|<(K+a)M (—co<u<oo), 
und da dies fiir jedes a gilt, 


\f’'(u)| SKM (—co <u <oo). 
Eine ahnliche Abschitzung gilt fiir die héheren Ableitungen: 
(10) \fm(u)|SK"M (—co<u<co; m=0,1,2,..,). 
Hieraus folgt iibrigens, daB schirfer wie (9) 
(9) | f(u+#v)| = Yr Ga* mu) < MeFi! 
gilt®). Es ist ferner, wie man auf dieselbe Weise zeigt, 
(10°) | f™ (u +iv)| < K™ Me*'e! (m = 0, 1, 2,...). 


Aus (7) ersieht man schlieBlich, da8 simtliche Ableitungen von f(z) auf 
der reellen Achse und auf allen dazu parallelen Geraden fastperiodisch sind. 
Wir erhalten also das folgende Theorem: 
Es sei f(x) eine fastperiodische Funktion der reellen Verdnderlichen zx, 
deren Exponentialfolge beschrankt ist, 
|A,|< K (» =1, 2, 3,...). 
Dann ist f(x) eine ganze Funktion, die samt thren sdmtlichen Ablei- 
tungen auf allen zur reellen Achse parallelen Geraden fastperiodisch ist. 
Es gelten ferner bei beliebigem komplexem x die Ungleichungen 
\f'™ (x)| < K™ MeX|32! (m = 0, 1, 2,...), 
wobei M die obere Grenze von |f(z)| fiir reelle x bezeichnet*). 


Berlin, Marz 1926. 


*) 8. Bernstein, Sur une propriété des fonctions entiéres [Comptes Rendus 176 
(1923), S. 1603—1605]; vgl. G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der 
Analysis [Berlin, J. Springer, 1925], Abschnitt MI, Nr. 165, 1, 8. 116~117, 289, 
Abschnitt IV, Nr. 201, 2, 8. 35, 218—219. 

*) Vgl. G. Pélya und G. Szegé, a. a. 0.*), Abschnitt IV, Nr. 202, 2, S. 86, 219. 

%) Dieser Satz kann — abgeschen von der Abschatzung von f™ (zx) fir 
m=1,2,3,... — auch mit Hilfe der Beweismethode der Bohrschen Note erhalten werden. 


(Eingegangen am 17. 3. 1926.) 














Se eee 








Beitrige zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 


IL. Teil*), Funktionen mehrerer Variablen. 
Ven 
8. Bochner in Berlin. 


Inhaltsverzeichnis. 


ao 


. Einleitung. 
. Einige Definitionen. 
Die Approximierbarkeit durch Exponentialpolynome. 
. Fourierreihen. 
. Die Zuriickfiihrung auf grenzperiodische Funktionen. 
. Integralgleichungen. 

Verzeichnis der zitierten Literatur. 


Lr Dr Ur Lh Ur Ms 
me oonan 


§ 6. 
Einleitung. 


Die Behandlung der mehrvariabligen Funktionen wird sich auf Grund 
der Definition der Fastperiodizitét, von der wir ausgehen werden, sehr 
einfach gestalten. 

Es sei eine (gleichmaBig stetige) Funktion zweier Variablen f(£, 7) 
gegeben. Zu jedem « seien relativ dichte Werte o(e) des Intervalls 
—co< o@<-+o0 und relativ dichte Werte o(c) des Intervalls —co<«<-+-00 
gegeben, so daB jede Kombination aus einem solchen o(e) und einem 
solchen o(e) einen zu ¢ gehdrigen Verschiebungsvektor der Funktion f(f, 7) 
liefert : 


IfE+e,n+0)—f nS (=ets "<i e) 


1) Der I. Teil dieser Arbeit, mit dem Untertitel: ,Funktionen einer Variablen“, 
erschien in den Math. Ann. 96, 8.119. Die Paragraphen und Siatze sind fortlaufend 
numeriert; alle Bezeichnungen und Abkiirzungen haben dievelbe oder eine (jeweils 
aus dem Zusammenhang unmittelbar ersichtliche) analoge Bedeutung wie im I. Teil. 
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Die eben gegebene Charakterisierung lauft offenbar darauf hinaus, 
da8 die Funktion /(&, 7) in jeder Variablen (bei Festhalten der anderen) 
eine fp. Funktion ist, und da8 die zu den Parametern » und & gehérigen 
Funktionenmengen 


Py (€) = f(€, 0) 
ye(n) = f(§, 0) 


ausgezeichnete Mengen sind. Nach Satz V kann man dann die Funktionen 
w:() gleichartig durch ein Polynom in 4 


Sa, (g) eta 


approximieren, in welchem a,(), von einem konstanten Faktor abgesehen, 
den Wert des ,,Fourierkoeffizienten“ 


Ay, (&) = M{f(E, t) e~ fmt} 
hat. Jede soleche Funktion a,(&) ist aber, wie unschwer zu zeigen, fast- 
periodisch in ¢, also durch Polynome in ¢ approximierbar, woraus dann 


endgiiltig folgt, daB man bei jedem « Approximationspolynome von f(é, 7) 
der Gestalt Sa, e*@s5+“a” angeben kann: 


f(é, n) “4 > 4, et And +Hn) | < é. 


Die eben skizzierte Zuriickfiihrbarkeit des ,,mehrvariabligen* Approxi- 
mationssatzes auf den ,einvariabligen“ schlieBt in sich, daB der Bohrsche 
»Fundamentalsatz“ nicht nur fiir die einvariabligen, sondern auch fiir die 
mehrvariabligen fp. Funktionen das ,Fundament“ abgibt. Der Approxi- 
mationseigenschaft ist es zuzuschreiben, daB auch alle anderen Ligen- 
schaften der einvariabligen Funktionen sich in analoger Weise auch von 
den mehrvariabligen behaupten lassen. 

Die Gesamtheit der fp. Funktionen, die wir behandeln werden, wird 
(im Falle zweier Variablen) nicht gréBer sein als die eben umschriebene, 
nur da8 wir eine (scheinbar) allgemeinere Definition zugrunde legen wer- 
den, indem wir nur verlangen werden, daB die Verschiebungsvektoren (0, c) 
flachenhajt relativ dicht in der g-c-Ebene liegen sollen, derart, daB sie 
in jedem Rechteck von den Langen /,(«) und J,(¢) mit irgendeinem Vektor 
vertreten sein sollen. 

Die Zuriickfiihrung dieser Definition auf die obige Charakterisierung, 
die man auch in einfacher Weise nach der Beweismethode zu Satz III aus 
Abh. I vornehmen kann*), wird sich auf dem Wege iiber die Normalitits- 
eigenschaften der fp. Funktionen ergeben. 

Unsere Definition der Fastperiodizitét wird sich von vornherein auf 
Funktionen unendlich vieler Variablen erstrecken. Die Behandlung der 


*) Diese Bemerkung riihrt von Herrn H. Bohr her. 
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mehrvariabligen Funktionen ist gar nicht anders als die der zweivariabligen, 
bei den unendlichvariabligen tritt noch hinzu, da8 eine solche Funktior. sich 
in erster Linie durch endlichvariablige fastperiodische approximieren laBt. 

Durch passende Wahl der Bezeichnungen und Begriffe gelangen wir 
zu einer wortlichen Ubertragung fast aller Siatze iiber einvariablige Funk- 
tionen. Unter anderem existieren Fourierreihen, mit denen formal ge- 
rechnet werden kann, Satze iiber Summation durch Fejérpolynome, gleich- 
artige Summation, ausgezeichnete Mengen, Zuriickfiihrung der allgemeinen 
Funktionen auf grenzperiodische usw. 

Im letzten Paragraphen bemerken wir noch, wie sich Integralgleichungen 
mit fp. Kernen wértlich ebenso wie die mit periodischen behandeln lassen. 


§ 7. 
Einige Definitionen. 
Jede Zahl im iiblichen Sinne werden wir zur Unterscheidung von 
noch einzufiihrenden anderen Zahlen als ,,skalar“ bezeichnen. 


1. Unter einer Funktion f(z) schlechthin verstehen wir von nun an 
eine Funktion von endlich oder abzdhlbar unendlich vielen Variablen. 
Der zugrunde gelegte Variablenraum 

z= (#, £, 2, :..) 
. = 
umfaBt alle Punkte 
. —wo<2<+0 (vy = 1,2, 8,...). 


Die Zahl z heiBt die »-te Komponente des Punktes z. Im Falle 


eines nicht als endlichvariablig spezialisierten Raumes ist eine endlich- 
variablige Funktion eine solche, die in allen Komponenten von einem 
bestimmten Index an konstant ist. 

2. Wenn irgendwo im folgenden eine ganze Zahl, z.B. N, als variabler 
Index der Komponente z unendlich groB werden kann oder soll, dann 
heiBt das im Spezialfalle eines endlichvariabligen Raumes oder einer endlich- 
variabligen Funktion, da8 von einer gewissen Stelle ab diese ganze Zahl, 


z. B. N, dem konstanten Wert n der Dimension des zugrunde liegenden 
Raumes gleich sein kann oder soll. 


3. Es gelten die Abkiirzungen 
f(z) = f(z, 2, 2, vache 


z= (2, 2,2,...), 
128 


c = (6, ¢,¢,...), 
132 8 
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rt = (ey Be Boy -oe)s 
1 ra 8 
w= (2, 2’, 2’, ..-)s 
1 2 8 
f (21 + 22) = f (41+ 2, 1+, M1 + 22, ...). 
1 1 : 2 3 8 


Nur fiir numerisch ausgeschriebene Zahlen (z. B. — 2 und 17) gelten 
die Abkiirzungen 


2 Oe, 2 2 
—geti?=(—Fe+17, —g2+l?, —Ze+l7, ae 4 


(1) —2=(—1)z—(—2, —2, —2, «.-), 
0= (0, 0, 0,...), 
GO = (00, CO, OO,...). 


4. Wenn zwei Punkte a und 6, mit a< b, »=1, 2,3,..., gegeben 
sind, dann verstehen wir unter dem offenen Intervall 


(2) a<2z<b 
bzw. dem abgeschlossenen Interval] 
(3) asrz<sb 


die Punktmengen 
a<az<b bow. agxrcb (»=1, 2,...), 


und unter der Lange 1 = b—a des Intervalls ag x<b ist die ,,Zahl“ 
(6—a, b—a, b—a, ...) 
1 3 8 


1 2 2 
(vgl. 12) gemeint. Ein Intervall (2) oder (3) heiBe endlich, wenn alle 
Skalare a und } endlich sind. 


5. Wir legen unserem Variablenraume den in Abh. II, § 7 eingefiihrten 
Konvergenzbegriff zugrunde, wonach zwei Punkte als ,nahe gelegen“ auf- 
zufassen sind, wenn sie fiir ,,geniigend groBes“ N in den N ersten Kom- 
ponenten nur wenig differieren, und fiihren demgem&8 die folgende Ter- 
minologie ein. Unter einer ,,2nt/ernungszahl“ 5 (wir werden das Symbol 6 
auch fiir skalare Zahlen verwenden) ist eine Doppelzahl (4’, N) zu verstehen, 
wobei 6’>0 und N eine ganze Zahl > 1 ist. Die Relation 6, < 4, ist 
gleichbedeutend mit 


6,<6, und N,>N,, 


und die Addition von Entfernungszahlen und ihre Multiplikation mit posi- 
tiven Skalaren geschieht nach der Vorschrift 
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8, + 4, = (8; + 3, Min(N,, N,)) 
kd =(kd’, N). 
Eine Folge von Entfernungszahlen 4,, y = 1, 2, 3,..., heiBe gegen Null kon- 
vergent, falls 
6,0 und WN, -+co (vgl. 2). 
 ) 7>@ 


6. Von zwei Punkten z, und 2, sagen wir, daB sie einen Abstand < 4 
haben, 
z, — &, é, 
ey |%—%|S 
|z,—2,|< 0’ (» = 1,2,..., MN). 


Aus | z,—2,| $46 und 6<4, folgt | z,—2,|<4,, aus | z,—2,|<Sd 
und k>0O folgt |k2,—k2z,|<kd und aus |2,—2,|< 4, und 
| % — % | Sd, folgt | x, — 2, | $4, + 4,. 

7. Die 6-Umgebung des Punktes x besteht aus allen Punkten y, fiir 
welche |y—2z|< 6 und die d-Umgebung der Punktmenge X aus den 
6-Umgebungen aller Punkte z aus X. Eine Punktfolge z,, z,,... kon- 
vergiert gegen z,, wenn in jeder Umgebung von 2, nur endlich viele 
Punkte x, nicht enthalten sind, wofiir notwendig und hinreichend ist, daB 
komponentenweise Konvergenz statthat 

lim 2, = 2, (m= 1,2, 3,...). 
ro m m 
Nach Cantor-Hilbert besitzt demnach eine in einem endlichen Intervall ge- 
legene Punktmenge mindestens einen Haufungspunkt. 

8. Es bedeute P” (vy =1,2,3,...) die Gesamtheit der Punkte 

(=,5, on =, 0, 0, 0, . o mit irgendwelchen ganzen Zahlen g,, g,, ..-, 9,; 


¥ ¥ 
dann bildet die Vereinigungsmenge PF = P” + P® + P® + ... eine ab- 
zéhlbare, iiberall dicht gelegene Punktmenge, von der schirfer folgendes 
ausgesagt werden kann. 


Es gibt eine (abzdhibare) Punktmenge P derart, dap zu jedem end- 
lichen Intervall axx<b und jeder Entfernungszahl 5 eine endliche 
Teilmenge P; von P so angegeben werden kann, daB die 6-Umgebung von 
P; das Intervall a < x <b vollstandig iiberdeckt. Denn man wihle » so 
groB, daB 


6, =(4,%) <0 


ist, dann leisten diejenigen (endlich vielen) Punkte aus P”’, dieina<z<b 
gelegen sind, das Gewiinschte. 
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9. Eine Funktion f(2) ist stetig in x, wenn zu jedem «¢ alle Punkte z 
einer 5(e)-Umgebung von z, der Ungleichung 


| f(z) — f(%)|Se 


geniigen. Die Funktion f(x) heiBt gleichmaBig stetig, wenn ein fiir alle 
Punkte 2, giiltiges 5(e) angegeben werden kann. Eine iiberall stetige 
Funktion ist in jedem endlichen Intervall beschrankt, weil sonst in einem 
solchen Intervall mindestens ein Unstetigkeitspunkt liegen miiBte. 

10. Es liege eine in einer Punktmenge ZH des x-Raumes definierte 
Funktion g(x) und eine Teilmenge Z’ von E vor. Wir nennen ¢(z) 
gleichmaBig stetig 

a) in E’, wenn fiir irgend zwei Punkte aus 2’ 

\e(%)—9(%)|Se fir | 2, —2,|<S4(e) 
besteht ; 


b) auf Z’, wenn fiir einen Punkt x, aus EZ’ und einen Punkt x, aus 
E die Relation 
|p(t,)—~(%)|Se fir |2,—2,|<94(e) 
besteht. 

Nach bekannter SchluBweise (vgl. z. B. Abh. II, 8. 136) ist eine stetige 
Funktion f(x) auf jedem endlichen Intervall 

a<zxz<sb 
gleichmaBig stetig. 

11. Den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz verstehen wir im iib- 
lichen Sinne. Der gleichmaBige Limes gleichmaBig stetiger Funktionen ist 
eine gleichmaBig stetige Funktion. Jede gleichmaBig stetige Funktion f(x) 
ist durch ebensolche endlichvariablige, z. B. die Funktionen 


f, (2) = f(z, Dy .+0, DZ, 0, 0, 3 
1 32 n 


gleichmaBig approximierbar. 
12. Unter einer (Punkt-) Zahil 


a =(a,a,...) 
1 3 


verstehen wir eine mit reellen Skalaren aufgebaute Zahl von derselben 
Dimension wie der zugrunde liegende Variablenraum. Wegen der Punkt- 
Null vgl. (1). Eine Zahl hei®t finét, wenn nur endlich viele Komponenten 
von Null verschieden sind. Eine ganze Punktzahl y bzw. eine rationale 
Punktzahl 9 ist eine Zahl, deren Komponenten ganz bzw. rational sind. 
Unter einer ganzen Zahl g bzw. einer rationalen Zah] r, ohne weiteren 
Zusatz, ist immer nur ein Skalar gemeint. Zwei Zahlen sind gleich 


a=, 




















———— 
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wenn sie komponentenweise gleich sind 
a = B, (y= 1, 2,8,...), 
weiterhin gilt die Rechenregel a 
netnb=(nat+ry 8B, netrB, nett B, ost)- 


Wenn von zwei Zahlen, « und £, (mindestens) eine finit ist, so verstehen 
wir unter dem Produkt «8 = (af) das Skalar 
2 «ep. 

Wo immer ein Produkt der Gestalt 4¢ auftritt, wo ,,die Variable“ ¢ als 
Punkt des Variablenraumes gemeint ist, wird der Faktor 4 als finit vor- 
ausgesetzt. 

Fiir beliebige Punktzahlen « und # verstehen wir unter [af] die 
Punkizahl [a B,aB,aB,...). 

1132332 88 


13. Auf Punktzahien iibertragen sich wértlich alle Betrachtungen aus 
§ 1, 14 bis 19, die wir gedrangt resiimieren. Als (finite) Zahlenmenge be- 
zeichnen wir immer eine endliche oder abzahlbare Menge von unterein- 
ander verschiedenen (finiten) Zahlen. Jede im folgenden vorzunehmende 
Operation fiihrt bei finiten Zahlenmengen immer nur auf finite Zahlen- 
mengen. Unter einer reduzierten Zahlenmenge verstehen wir eine Zahlen- 
menge, deren Elemente «,,«,,@,,... keine lineare Verbindung mit ratio- 
nalen r 


1,0, + reat... +7,¢,=0 (|r,/+]r,|/+.--. +] r,| > 9), 
also kein simultanes Gleichungssystem 
1,0, + fo%q +... +70, =0 (» = 1, 2, 3,...) 
zulassen. Weiterhin erinnern wir an die Begriffe: Basis einer Zablenmenge, 
linear unabhingige Zahlenmengen, Modul, ganzer Modul G (a,,a,, ..., %); 
Vereinigungsmodul, und an den Satz: Jeder Modul 1a8t sich durch end- 
liche ganze approximieren. Ebenso wie im einvariabligen Falle (vgl. Abh. IT, 
8. 122) sprechen wir von einer ganzen Basis (a,,%,,%,,...) der (beliebi- 
gen) Zahlenmenge (é,, £,,...), wenn in den Darstellungen 
& =r a, + rf a+... (» = 1, 2, 3, ...) 
alle Koeffizienten r{” ganz sind. 
14. Die stetige Funktion f(z) soll reinperiodisch mit der Periode 
P= (Pris Pas Pav ++) (Pr + 0) 
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heiBen, wenn fiir jede ganze Punktzahl y 
f(z + (yp)) = f(z), 
wozu geniigt, daB f(z) in jeder Komponente zx reinperiodisch mit der 
Periode p, ist 2 
F (+21 ®t Ps +++) =F (+009 Fs -++) 


Unter einer grenzperiodischen Funktion f(z) mit der Grenzperiode 

P = (Py, Pas ---) 
ist eine Funktion gemeint, die sich gleichmaBig durch reinperiodische mit 
Perioden der Gestalt [op] (o beliebig rational; vgl. 12) approximieren 
148t, wozu notwendig und hinreichend ist, da8 sie sich durch reinperiodi- 
sche Funktionen mit Perioden rp (r beliebig rational; vgl. 12) beliebig 
approximieren l48t (vgl. Abh. IT, 8. 146, § 12). 

15. Zam Schlu8 uoch eine Bemerkung. Es ist ganz klar, daB auf 
Grund unserer Definitionen, insbesondere der des Umgebungs- (d. h. des 
Konvergenz- )Begriffs alle Eigenschaften unserer Funktionen (Stetigkeit, 
Periodizitét, Endlichvariablichkeit usw.) erhalten bleiben, wenn man von 
einer festen Anordnung der Variablen zu einer beliebig anderen festen 
Anordnung iibergeht. Der Einfachheit halber denken wir uns im folgenden 
eine Anordnung der Variablen beliebig gewahlt und festgehalten. 


§ 8. 
Die Approximierbarkeit durch Exponentialpolynome. 


1. Definition. Hine (tiberall im x-Raume definierte und) stetige 
Funktion f(x) soll fastperiodisch heiBen, falls es zu jedem « eine ,,Inter- 
vallinge* l=I(e) (L>0) derart gibt, daB jedes Intervall «<1 < B der 
Lange B —a=1 méindestens eine Verschiebungszahl «(f,«) enthdlt, d. h. 
eine Punktzahl t, welche der Relation 

| f(~+r)—f(z)| Se (—wo<2<+0) 
geniigt. 

Wir werden uns dahin ausdriicken, daB die Verschiebungszahlen 1 (/, «) 
relativ dicht liegen, und werden im allgemeinen unter dem relativ dichten 
Auftreten von Punkten einer gegebenen Menge die Existenz einer Linge / 


meinen, so daB jedes Intervall dieser Linge mindestens einen der frag- 
lichen Punkte enthilt. 


2. Satz XXV. Jede fp. Funktion f(x) ist beschrankt und gleich- 
mapig stetig. 
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Beweis. Man bestimme zu ¢=1 die Verschiebungslinge | = /(1). 
Im Intervall 0S <7 hat |f(x)| eine Schranke @ (vgl. § 7, 9.), also ist 
lf(z)|SG+1 (—w<2< +00). 
Um zu einem « ein Stetigkeits-d(e) zu erhalten, bestimme man zu 
[ das (+) und zum Intervall 


(1) 0S2<1(4) 

ein zu z gehériges 6, fiir die gleichmaBige Stetigkeit auf diesem Inter- 
vall. Dann kann man 6(e) = 4, setzen. Von zwei Punkten |z, — z,| <4, 
kann man némlich x, durch eino Verschiebungszahl r(*) nach (1) ver- 
schieben: 0 < 2, +1 (+) sl (4), woraus folgt 


| f(%,) — f(%)| SI P(e. +4) — f(a +4) | +1 f(@, +) — f(x) | 
+ | f(a, +t) — f(%,)| 
Sstaztzae: 
Satz XXVI. Die Limesfunktion f(x) von gleichmapig konvergenten 
fp. Funktionen f,(x), f(x), f,(x), ... tet wieder fastperiodisch. 


Beweis. Wenn |f,(x)—f(z)|< + ist, ist jedes t(f.-) ein t (f, e). 

Satz XXVII. Jede (stetige) reinperiodische Funktion (demnach 
auch jede grenzpertodische Funktion) ist fastperiodisch. 

Beweis. Wenn p=(9,, P,, P,,---) eine Periode der Funktion ist, 
kann man jedem e die Verschiebungslinge 1 — 2p zuordnen. 

Korollar. Jeder Exponentialausdruck ae***, d. h. jeder (endlich- 
variablige) Ausdruck der Gestalt ae'*%*?%*"” set jastperiodisch. 

Es kommt jetzt der Satz an die Reihe, daB die Summe zweier 
fp. Funktionen wieder fastperiodisch ist. Dieser Satz wird sich auf dem 
Wege iiber die Normalititseigenschaft ergeben, der wir uns nunmehr 
zuwenden. 

8. Unter der Verschiebungsfunktion v,(t) einer (beliebigen) be- 
schriankten Funktion f(z) verstehen wir die in —co<1t< +00 
(—co<1<-+oo; »=1,2,8,...) definierte reelle Funktion 


v(t) = Ob. Ge. |f(e+ 4) —f(2)|. 
Bei fp. Funktionen werden wir wiederum die Bezeichnung e(t) gebrauchen. 


Satz XXVIII. Damit eine Funktion e(t) eine (fp.) Verschiebunge- 
funktion ist, ist notwendig und hinreichend, daB sie die nachfolgenden 
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Bedingungen a), b),c), 4) oder a), b), c),d*) erfiillt. Die Verschiebungs- 
funktion von e(t) ist wiederum e(rt). 

a) e(t)>0, e(0)—0, 

b) e(r)=e(—*), 

¢) e(t, +t) Se(t,) + e(t,) baw. |e(t, +1,) —e(t,)| Se(t,), 

d) e(t) tst fastperiodisch , 

d*) e(r) ist stetig im Punkte «= 0 
und fiir jedes « liegen die Punkte e(t) < « relativ dicht in —co<t<+o. 

Beweis: Wértlich wie in § 4, 1. 

Satz XXIX. Die Verschiebungsfunktionen e,,(t), e,(t), &,(t), --- 
von gleichmafig konvergenten jp. Funktionen f, (x), f,(x), f(x), --- kon- 
vergieren gleichmafig gegen die Verschiebungsfunktion der Limesfunktion 
lim f,,(2). 

Beweis. Wie zu Satz XII und XIII. 

4. Eine ausgezeichnete Menge (vgl.§ 1, 8.) ist eine Gesamtheit von 
fp. Funktionen, die fiir jedes « gemeinsame Stetigkeits-d(e) und gemein- 
same relativ dichte Verschiebungszahlen t(e) besitzen. 


Eine fp. Funktion f(x) ist Majorante der Funktion g(x), falls 
e,(t) >e,(t). 
Im Falle ¢,(r) = ,(t) heiBen die Funktionen ahnlich. Funktionen mit ge- 
meinsamer Majorante bilden eine majorisierbare Menge. 
Satz XXX. Jede ausgezeichnete Menge ist majorisierbar und jede 
majorisierbare Menge ist ausgezeichnet. Fiir jede majorisierbare Menge 
e,(t) (¢ durchlauft eine Indexmenge D) 


e(t) = Ob. Gr. (e,(z)) 
i|D 


ist die Funktion 


die kleinstmdgliche (Verschiebungs-)Majorante. 

Beweis. Man iiberzeugt sich leicht, daB der Beweis zu den Satzen XIX 
und XX wértlich heriibergenommen werden kann. 

5. Eine stetige Funktion f(x) soll eine Normalfunktion heiBen, wenn 
aus jeder Folge f(z+k,) (v=1,2,3,...) mit irgendwelchen Punkt- 
zahlen k, eine gleichmaBig konvergente Teilfolge ausgewahlt werden kann. 

Satz XXXI. Jede fp. Funktion ist eine Normaljunktion und jede 
Normalfjunktion ist eine fp. Funktion. 

Beweis. Wir haben zuerst zu zeigen, daB aus jeder Folge /(z + k,) 
(»=1,2,3,...) eine gleichmaBig konvergente Teilfolge ausgewahit werden 
kann. Ahnlich wie in § 5,3. werden wir die Auswahlbarkeit schon fiir 
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den Fall einer beliebigen (gleichartig) beschrankten ausgezeichneten Folge 
nachweisen. Es liege eine derartige Folge 

f,(@), fa(2), fy(%),--- 
vor. Wir bestimmen eine Teilfolge 
(2) fi (x), fa (x), fe(x),... 
derart, daB sie in jedem Punkte der Punktmenge P aus § 7, 8. konvergent 
ist. Die Folge (2) ist dann gleichmaSig konvergent. Sie ist namlich in 
jedem endlichen Intervall a<2<b gleichmaBig konvergent. Denn be- 
stimmt man zu = ein 6 der gleichartig gleichmaBigen Stetigkeit und zu 
diesem 6 die (endlich vielen) in a < x < b gelegenen Punkte P; (vgl. § 7, 8.) 
und ein so groBes N, daB in den Punkten P; 
lfm(y)—faly)|S 5, fir m>N, n2zN, 
dann ist fiir jeden Punkt aus acrid 
| fn) — fu) | S| fm () — fa (€)| + | fe (E) — fn (2) | 
+|m(é)—f(@)|Sgt+ qt q=e, 
wobei den z niichstgelegenen Punkt aus P; bedeutet. — Und nun 
schlieBt man wéortlich wie in § 5, 3., daB jede ausgezeichnete Folge, die 


auf jedem endlichen Interval] gleichmaBig konvergiert, auch schlechthin 
gleichmaBig konvergent ist. 

Es sei umgekehrt eine Normalfunktion f(z) gegeben, wir haben zu 
zeigen, daB sie fastperiodisch ist. Aus der Auswahlbarkeit folgt, da8 
|f(x)| beschrankt und f(z) gleichmaBig stetig ist. Ganz wie in § 5, 4. 
schlieBen wir, daB auch die Verschiebungsfunktion 


v,(t) = v(t) = (t,t, t,...) 
128 
eine Normalfunktion ist. Daraus folgt sehr leicht, daB jede «-variablige 
Funktion 
(3) v(t) = (1, t,..., 7,0, 0,...), 
132 “Me 

und insbesondere jede einvariablige Funktion 

v® (rt) = 0(0,0,...,7, 0, 0,...) 
eine Verschiebungs- und Normalfunktion ihres (bexiiglichen ) Variablen- 


raumes ist. Von einvariabligen Normalfunktionen wissen wir 9g (§ 5, 4.), 
Mathematische Annalen. 96. 
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daB sie fastperiodisch sind, also liegen fiir jede Funktion e(r) die Punkte 
e™ (rt) <e relativ dicht. Aus der wegen c) bestehenden Ungleichung 


v(t) < Se”(r) 


folgt aber, da8 auch v“(r) fastperiodisch ist (nach d*)), und daher ist 
auch v(t) selbst, wegen der Approximierbarkeit durch Funktionen (3), fast- 

6. Satz XXXII. Die Summe und das Produkt zweier jp. Funk- 
tionen f(x) und g(x) sind wieder fastperiodisch. 

Beweis. Es ist einzusehen, daB f(x)-+ g(x) eine Normalfunktion ist. 
Denn man kann aus f(x +k,)+9(4+4&,) (y= 1,2,...) ,auswahlen“, 
wenn man aus jeder Unterfolge von f(z-+-k,) und g(z-+ k,) auswahlen kann 

7. Wegen 

fg=+1(f+9)* —(f—9)"] 
ist auch das Produkt von f(x) und g(x) wiederum fastperiodisch. 

Korollar. Jedes Exponentialpolynom S'a,e‘'=* und auch jede 
gleichmapig konvergente Reihe S'a,e‘=* stellen durch thre Summen 
fp. Funktionen dar. 

8. Wir kommen jetzt zur Zuriickfiihrung unserer Definition der Fast- 
periodizitét auf die in § 6 angegebene ,,Charakterisierung“. 

Satz XXXIII. He seien eine fp. Funktion 
(4) f(2) = f(a» &, -++5 Zs, ---) 


und thre Verschiebungsfunktion e,(t) gegeben. Fir jedes k und jede 
Wahl der konstanten Werte x=c, x= c,... tet die Funktion 


E+1 k+1 £+2 £+2 


(5) 8 Se a ee 
- &k k+1k+2 


eine fp. Funktion in (z,z,...,2). Lat man bet konstantem k die 
Parameter c, ¢,... beliebig slttaten. dann ist diese Gesamtheit von 
Funktionen in (2, z, itn z) majorisierbar mit 
(6) y(t, ty +++» t,0, 05...) 


als Majorante. Insbesondere rst bei jedem x die Gesamtheit der Funk- 
tionen 


(7) (6, €, 056, zc, ¢, - 
Ss v—-1l » v+1 v4+2 


majorisierbar mit e,(0,0,...,7,0,0,...) als Majorante. 
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Sind umgekehrt fiir eine gleichmafig steiige Funktion (4) bei jedem v 
und jeder Wahl der Konstanten (c,c,..., ¢, ¢,...) die Funktionen (7) 
1 2 


v—1 r+1 
fastperiodisch und bei festem » majorisierbar, dann ist die Funktion f(x) 
auch fastperiodisch. 
Beweis. Es sei k gegeben. Es besteht die Gleichung 


(8) p(t, t,---4 1, 0,0,..-) 
1 2 
= Ob. Gr. |f(a@+1,....2+1, 2, : --)— f(s %,-- yy yee 
—-a2<r<+e 1 1 k k k+!1 saa k k+1 
Bildet man die rechte Seite von (8) bei festgehaltenen 2, z,..., dann 
entsteht eine Funktion oes Bes 
(9) en, | 
12 k k+1 


die als Funktion in (t,1,..., 1) den Bedingungen a), b), c) geniigt und 
1 2 k 
se (t,t, ...,t,0,0,...) und daher eine fastperiodische Verschiebungs- 
k 


fanktion mit (6) als Majorante ist. Also ist jede Funktion (9) fast- 
periodisch. Die Relation 


Ob. Gr. fete. t+t 2,...)—f(z)| 
-—ecz<t+@ k k.k+1 


= Ob. Gr. Ob. Ge. | (2 + 0. .y» 2+, 2...) — f(z) 
eva ays U3 Cae ; 

zeigt, daB wirklich die Funktion (6) die genaue Majorante aller Funk- 

tionen (9) und demnach auch aller Funktionen (5) ist. 

Die Umkehrung ist evident: man kann mit Leichtigkeit eine Ver- 
schiebungslinge /(«) der Funktion f(z) angeben. 

9. Hauptsatz A. Damit eine Funktion f(x) eine fp. Funktion ist, 
ist nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig, daB sie sich durch 
Exponentialpolynome 5 a, e‘'** (mit finiten Punktzahlen i,) gleichmapig 
approximieren laft. 

Beweis. Jede fp. Funktion 1a8t sich nach dem vorigen Satze durch 
endlichvariablige fastperiodische approximieren, z. B. durch die Funktionen 


f(z) = f(z, 2,...,2,0,0,...). 
1 2 n 


Es liege nun die k-variablige fp. Funktion f(z, z,...,2) vor. Nach dem 
1 2 k 


letzten Satze ist sie fastperiodisch in 2 und die Gesamtheit der Funk- 
tionen 


(10) 
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majorisierbar. Nach Satz V kann man daher die Funktionen (10) gleich- 
artig in (x, z,..., x) durch ein Exponentialpolynom in z (mit skalaren 4, ) 
1 2 k-1 k 


> m, Ai, (2, 2, --+, a)e rt 
a k-1 


approximieren, 
| f(z) Oe 2 Pi, Ai, (2, ** sae | Se, 
wobei p,, Konstante sind und die Koeffizienten A, die ,,Fourierkoef- 
fizienten“ 
A, = M{®,,....2(t)e***} = M{f(z, s+ ty tet} 


darstellen. Wenn wir noch gezeigt haben werden, daB A, eine fp. Funk- 
tion in z,2,...,2 ist, dann ist der Hauptsatz durch Induktionsschlu8 


. 2 k-1 
bewiesen. Wegen 7. geniigt es generell zu zeigen, da8 fiir eine fp. Funk- 
tion A(z, z,...,2) in k Variablen der ,,Mittelwert“ 
1 2 a 


g(x, 2,...,2)= M{h(z, z, ...,2,8)} 
1 2 k-1 i? k-1 
eine fp. Funktion ist. Es sei nun t=(t,1,...,1) eine zu e gehdrige Ver- 
12 8 bt 
schiebungszahl der (k — 1)-variabligen Verschiebungsfunktion 
é, (Tt, seeya Ty 0), 
1 k-1 


wo ¢,(t) die Verschiebungsfunktion von A(z,...,2) ist. Dann ist nach 
dem letzten Satze ; ? 
lg(z+1)—9(z)| 
S Ob.Gr. |A(z+1,...,.2+1, t)—A(z,...,2,t)| Se. 
¢ i 1 1 k-1 k-1 1 k-1 
Und damit sind wir mit dem Beweis zu Ende. 

10. Bevor wir uns auf Grand des eben bewiesenen Satzes den 
»Schwingungseigenschaften“ zuwenden, wollen wir noch einiges zu den 
» Verschiebungseigenschaften“ bemerken. 

Fp. Funktionen /,(z),..., f,(2) in endlicher Anzahl haben immer 
Majoranten, unter denen die Funktion e(r) = Max(ey,(t), e,(t), ..., %(t)) 
die ,,kleinste“ ist. — Normalklasse und beschrinkte ausgezeichnete Menge 
sind ein und dasselbe (vgl. § 5, 2.) 

Gegeben seien fp. Funktionen 


f, (2), fy (2), --- 
und irgendeine Funktion F(u,,u,,...), welche in einem Teil U des 
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Raumes (u,,u,,.--), (4% =v,+¢#w,), definiert und gleichmaBig stetig 
ist. Wenn die Punktmenge 
U, = f, (x) a aa +oo, »=1,2,3,...) 


ganz in U enthalten ist, dann ist die Funktion F(x) = F(f, (x), f,(z)...) 
eine fp. Funktion der Variablen z. 


§ 9. 
Fourierreihen. 

An Hand des Hauptsatzes A kénnen wir die weitestgehende Angleichung 
unserer Funktionen an die einvariabligen betreiben. Fiir den Spezialfall 
von rein- und grenzperiodischen (mehrvariabligen) Funktionen sind die Be- 
griffe ,Mittelwert“ und ,,Fourierreihe, um welche die folgenden Betrach- 
tungen zentrieren, bereits in Abh. II, AnhangII, eingehend entwickelt 
worden. 

1. Es sei eine beliebige fp. Funktion f(z) gegeben. Fiir jede Kom- 
ponente z existiert (vgl. § 8, 9.) der Mittelwert 

k 


1 T 
= ea | ee FY Ve 
MED = MENG on shee DB Eton be 
und ist eine fp. Funktion in 


{ oe we Yee | 
1 B-1 +1 b+2 


(mit e,(t,t,...,t, 0,1, 1,...) als Majorante). Es besteht die Relation 
2s 2 


k-1 -k+1 +2 
| M{f}|< Ob. Gr. | f(x)|, 
k -2x< ecto 
also auch 


| Mit} — M{g}|S_Ob. Gr. | f(z) — 9(z) |. 


2. Es seien untereinander verschiedene Indizes k,, k,,..., &,, gegebea. 
Wir bilden von f(x) den Mittelwert iiber z, von der so cntateheilion fp. 


Funktion den Mittelwert iiber z und so ae bis z. Der so entstandene 
kn 


Mittelwert 7 
en 
» By -- 


ist eine in (x, 2,..., 2) hittalite fp. Funktion in x und geniigt wieder- 
kh, hy kn 


um den Relationen 
(1) | M {f}|< Ob. Gr. | f(z)|, 
over hy —e2< sto 


ky, ky, 


(2) 2 inn, M {9}|S_Ob Gr. | f(z) — o(2)|. 
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Fiir ein Exponentialpolynom p(z) = Sa, e‘*»* erhalt man den Mittelwert 
M AP} einfach dadurch, daB in der Summe 5 a, e**** alle diejenigen 


aa die im Exponenten eine der Komponenten %, 8-48 tatsachlich 
ky bn 


enthalten, gestrichen werden, woraus tiilieniiiiens ‘folgt, da8 eine Ver- 
tauschung der Indizes k,,k,,....%, untereinander den Wert der Funktion 
M Ap} nicht andert. Aw der Approximierbarkeit durch Polynome 


ky. 
und > Relation (2) ergibt sich aber unmittelbar, dab diese ,,Invarianz‘- 
eigenschaft einer jeden fp. Funktion f(z) zukommt. 


3. Es sei nunmehr eine beliebige unendliche Folge von Indizes 
(3) = tt Wee 
gegeben. Fiir ein Polynom p(x) sind die Mittelwerte M {pp} von einem 


a ky sr Bn 


geniigend groBen n ab, n>n,, alle einander gleich und zwar entsteht 
diese ,,Limes“funktion durch Streichung aller Terme, die eine der Variablen 
z,x,... faktisch enthalten. Approximiert man eine beliebige Funktion f(z ) 


durch ein Polynom p(z) bis auf ¢, dann ist fiir n,,n, > n, 
| M {f}— M {f}\<2e, 
Bye ono, Bees nel, 


woraus folgt, daB die Funktionen 


M At (n = 1,2, 3,...) 
eed 
gleichmaBig gegen eine mit 
(4) M {f} 
a 


zu bezeichnende, in den Komponenten z,z,... konstante, fp. Funktion 
kh ky 

konvergieren. An der Polynomapproximation ist auch folgendes zu er- 

kennen. Teilt man die Indizes (3) in irgendeiner Reihenfolge auf endlich 

oder unendlich viele Gruppen 


ki, ks, eee 
r ky’, 
r hyy 


von je endlich oder unendlich a Indizes auf, dann konvergieren die 


{= M tf 
ii. Bt, - 


Funktionen 
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= et {f,} 
hy, he ,... 
= mf, {fa} 

P kh » ka ence 


gleichmaBig gegen (4). 
4. Besonders bemerkenswert ist derjenige Mittelwert, der iiber aile 
Komponenten genommen ist und also einer (absoluten ) Konstanten gleich ist. 
Satz XXXIV. Jede /p. Funktion besitzt einen Mittelwert 


M{f(t)}= M{f(t,t,t,..-)}, 


welcher eine (endliche) skalare Zahl ist und (beispielsweise) als gleich- 
mafiger Limes der Folge der k-fachen Mittelwerte 


(5) M{ (t,t)... 2, --.)} (k =1,2,...) 


erhalten werden kann. 
Wir wollen noch bemerken, daB man den Mittelwert (5) beliebig ge- 
nau durch das Integral 


&+T7, &+T, &+T, 
i s 


1 
5 os | { 5 ai { f(t, +5 by y+») Gt, «+5 Gt 


approximieren kann (sogar gleichmaBig in (¢,..., €) und in (2, 2, hate 
1 k + + 
wovon wir aber keinen Gebrauch machen werden), wenn man die Werte 


T,, T,, ..., J, wnabhiangig voneinander beliebig groB werden laBt. 


5. Da mit f(x) auch | f(x) |* fastperiodisch ist, existiert auch der 
Mittelwert M {| f(t)|*}. 


Man denke sich alle Exponentialausdriicke e‘** mit irgendwelchen 
finiten Punktzahlen 4 aufgestellt und fiir die gegebene Funktion f(x) die 


Mittelwerte 2 
gebildet. Nia tia aol 
Satz XXXV. Zu jeder fp. Funktion f(x) gibt es nur abzdhibar viele 
Werte A, fiir welche der Mittelwert 
a(4) = M{f(t)e-* } 
von Null verschieden ist. 


Mit den 80 herausspringenden Exponenten i (den Fourierexponenten), 
die wir in irgendeiner Anordnung mit A,, A,,... bezeichnen, und den 
dazugehorigen Mittelwerten 


Au, =a(A,), Ay, = a(A,), eee 
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(den Fourierkoeffizienten) bilden wir formal die zu f(x) gehérige Fourier- 
rethe 
f(x) ~ Aa, e*4**. 

Die Fourierreihe einer durch die Summe einer gleichmafig kon- 
vergenten Reihe S A,, e*’** dargestellten Funktion stimmt mit eben dieser 
Rethe tiberein; jede Folge von finiten Zahlen i kann die Exponentenfolge 
einer fp. Funktion sein. 

Es bestehen die iiblichen Gesetze fiir das Rechnen mit Fourierrethen 
(Abh. I, § 5), insbesondere, daB aus der gleichmafigen Konvergenz der 
Funktionen f(x) ~~ Aim" e'4** gegen die Funktion f(x)~5As,e°*** 
(nach entsprechender ,,Erganzung*) die Relationen 

Aq? — Aa, (mn = 1,2, 8,...) 


no 


folgen. 
Bei festgehalienen Eaxponenten i,, A,, ..., 4, tet der Mittelwert 


M{\f(t)— Sa,e*|*} 
am kleinsten fiir bi 
a, = a(4,)= Aj. 
Es besteht die Parsevalsche Gleichung 
| 44,|°= M{|f(#)|"}, 
d.h. die Limesrelation 
“ho. 


M {|r(+) ~ 5A, 04+! 
No v=1 


Beweis. Der Beweis verlaiuft bis auf den letzten Absatz ganz ebenso 
wie im Falle einvariabliger Funktionen; man vergleiche Abh. I, § 3 und 5, 
und (unseren) § 1. Beziiglich des letzten Absatzes ist zu bemerken, daB 
jede Funktion, die sich durch Polynome gleichmaSig approximieren la8t, 
sich erst recht durch Polynome im Mittel approximieren la8t, woraus dann 
unmittelbar die Parsevalsche Relation folgt. 


6. Satz XXXVI. Ze ses f(x) fastperiodisch. Aus 
M {| f(t)|*} =0 
f(z) =0. 


Beweis. Wir werden folgendes zeigen. Es sei irgendeine fp. Funktion 
g(x) =O gegeben, und es sei z.B. g(0)—c>0. Dann gibt es einen 
Index N und eine Konstante C > 0, so daB fiir alle Werte (z, zx, ...) 

: N+i +2 





folgt 


My {9} = M{9(t, t, sen bs S,2#,...)} 20. 


N+1 N+2 




















A A EN A A A 
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Der Mittelwert von My{g} iiber (z, 2, ...) ist dann offenbar 
N+1 N+2 
> C, und daraus folgt nach 3. (,,Invarianz“ eigenschaft ) 


M{g(t)}}SC. 
Wir bestimmen fiir g(x) ein zu e={ gehdriges Stetigkeits- 6 () 
6=(8',N) (0'<). 
eine zu « =+ gehérige Verschiebungslinge 
t=(l, 1, ...) 
und ein 1 > 1, so daB 
; 1>1 (y=1,2,..., N). 


0 ’ 
Wir fiigen ein, da8 die aus irgendeiner zu ‘ gehérigen Verschiebungszahl 
€ abl, So :o enn Sa Bat wma 
1 2 N N+1 N+2 


hervorgegangene Zahl 


e® am(€, ©, .. 09 Bp Oy @, «<2) 
2 ¥ 


nach der Bestimmung von N jedenfalls eine zu f+i=5 gehérige Ver- 
schiebungszahl ist. 
Die Komponenten ( z , z , ...) mégen irgendwelche, aber feste Werte 
N+1 N+2 
(a,a,a,...) haben. Fiir die Menge X, aller Punkte 
1 2 8 
ty = (Xp, Zor +++1 Hor a, neal 
mit 
0<%<d' (»=1,2,..., MN) 
besteht die Abschitzung 
8 
9(%)2e—- f=. 
Fiir irgendwelche ganze Zahlen n,>0 (»=1,2,...,.N) gibt es eine 
zu 5 gehérige Verschiebungszahl 
tan(t,t,...,t, 0,0,...), 
1 8 N 


so daB 
(2n+5)i<rs(2m4+5)! (r= 1,2,...5%). 


Die aus X, durch Verschiebung um + hervorgehende Punktmenge X, 


wy =(%y, Ty, ..+, J, @, A, ..-) 
1 2 yo12 
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ist ganzlich im Intervall 


(J) 2nIs2x2(n,+1)l (» =1,2,..., N) 
0 , 0 
enthalten und geniigt der Relation 
9(%)>5- 


Das N-dimensionale Volumen von X, ist (8’)* , des Intervalls J selbst 
=(21)". Wegen g(x) >0 ist dann 
0 


, «pw elhy xe 


Wir bemerken noch folgendes. WeiS man von irgendeinem Punkte 
&=(&,&,&,...), daB g(€)=c > 0, dann wird man zu derselben Schranke 
132 8 


M{g(t,t,...,t, 2 
12 N 


N+1 


e (3'\* " 
C=7 (3) gefiihrt. 

Aus der Parsevalschen Gleichung erhaélt man in Verbindung mit 
Satz XXXVI den 


Satz XXXVII. Eindeutigkeitssatz. Jede fp. Funktion, die keine 
wesentlichen Terme enthdlt, 


f(z)~0, 


f(z)=0. 

7. Wir wollen noch etwas zu 3. nachtragen. Wegen der formalen 
Konvergenz der Fourierreihen von gleichmaBig konvergenten Funktionen 
folgt aus der Polynomapproximation, da8 auch fiir eine beliebige fp. Funktion 
die Fourierreihe des Mittelwertes iiber die Indizes (k, k,...) aus der 

1 2 


ist identioch Null: 


urspriinglichen Fourierreihe durch gliedweise Mittelwertbildung, d. h. durch 


Streichung der Terme mit einer der Komponenten z, z,... entsteht. 
k 


» he 
(Fiir den Spezialfall grenzperiodischer Funktionen vgl. Abh. II, Anhang II, 
8. 188, 202). 


8. Wir sprechen ganz im Sinne von § 1, 6. von ,,Mittelkonvergenz“* 
und ,,Mittelkonvergenz gegen eine vorgegebene fp. Funktion“. 


Satz XXXVIII. Hine ausgezeichnete Folge 


P1(), Pa(X), G(X), «+ 
die im Mittel konvergent ist, ist gleichmafig konvergent *). 


*) Man kann sogar folgendes beweisen. ‘Eine ausgezeichnete Folge 


9, (2) ~ DAY ef An# (v=1,2,8,...) 
(Fortsetzung der Fu@note $ auf der n&chsten Seite.) 
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Beweis. Es geniigt nachzuweisen (vgl. Abh. IT, 8.108), daB zu jedem 
¢>0 ein C>0O so zugeordnet werden kann, daB je zwei Funktionen, 
fiir die in einem einzigen Punkte é die Ungleichung 


| Pu (E)— or (€)| Se 
M{\ p(t) — o(t)|} SC 


erfiillt ist (weil doch dann auf Grund der Schwarzschen Ungleichung 


M{\f\*} > (M{|f|})* erst recht M{| p(t) —-(t)|"} > O* ist). Offen- 
bar ist die Gesamtheit von Funktionen | y, (2) — y,(z)| (u, » = 1, 2,3, ...) 


besteht, auch 


ausgezeichnet. Bestimmt man zu « =; ein Stetigkeits-5(«), 6 = (6’, N), 
(mit 6’ <) und eine Verschiebungslinge /(¢) = (l,7,2,...) ihrer Majo- 
1? 8 
rante, dann erhalt man wértlich wie in 6. 
e (8'\* 
C= 7 (zi) >0. 

9. Auf Grund des letzten Satzes kann man durch wéortliche Wieder- 

holung der Uberlegungen in § 2,1. nachweisen, daB die Polynomapproxi- 


mation der Funktion f(z) ~ ’ Ay, e'“"* durch Fejérpolynome geschehen 
kann, d. h. durch Ausdriicke der Gestalt 


Be). = 
+m +m ; 
= by eee = (i- tal)... (1— tal) Rasuccamat ee 
y=, "K=—Mm 


wobei die Zahlen «,,...,«, linear unabhangige finite Zahlen sind (und, 
wie iiblich, der Ausdruck (¥,a,+...-+%,a,)” durch die insgesamt end- 
liche Summe », Saat ety Dy «,2x definiert ist). Denn bildet man 


o=leoa o=ileda 


fiir irgendeine finite Zahl « den Kern 





nen Zi gemas(E) (ordi) 


dann hat man wieder die Darstellung 
Sera = M{ f(x +t) TT, (yt). Tay (%t)}, 
aus welcher wiederum folgt, daB die Gesamtheit der Fejérpolynome von 





ist schon dann gleichm&Big konvergent, wenn die Fourierreihen formal konvergieren, 
derart, daB fiir jedes n 

lim A‘? 

*>o 


vorhanden und endlich ist. 
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f(z) durch f(x) majorisiert wird und da8 daher jede ihrer im Mittel 
konvergenten Folgen auch schon gleichmaBig konvergent ist. 

10. Wértlich iibertragbar sind auch Wortlaut und Beweise der Sitze 
III und IV, wonach Funktionen mit gemeinsamen Exponenten auch gemein- 
same approximierende Fejérpolynome besitzen, welche im Falle ausgezeich- 
neter Mengen sogar gleichartig approximieren. Analog zu Satz V haben 
wir auch den 

Satz XXXIX. Jede ausgezeichnete Menge besiizt eine gemeinsame 
(sogar gleichartig) approximierende Folge von Fejérpolynomen. 

Denn der Beweis des Satzes V beruht auf zwei Tatsachen: auf der 
Majorisierbarkeit einer ausgezeichneten Folge und (vgl. § 1, 17. Bemerkung) 
auf dem ,,Satze B“ iiber diophantische Approximationen aus Abh. II, 8. 113. 
Nun iiberzeugt man sich leicht, daB der Wortlaut und der Beweis des 
Satzes B unverandert zu Recht bestehen, wenn man die dort vorkommen- 
den Zahlen y,,..., 4, und 4 finite Zahlen sein laBt. 

11. Zum Schlu8 bemerken wir noch, daB die Siatze VII, VIII, IX 
iiber absolute Konvergenz von gewissen Fourierreihen (linear unabhangige 
Exponenten, allgemeinere Zerlegungen in linear unabhangige Bestandteile, 
positive Koeffizienten) gleichfalls wértlich richtig bleiben. 


§ 10. 
Die Zuriickfiihrung auf grenzperiodische Funktionen. — 


In § 2,7. haben wir einen auf dem Approximationssatz beruhenden 
Beweis fiir das bemerkenswerte Ergebnis aus Abh. II gegeben, daB es 
zu jeder einvariabligen fp. Funktion g(f) grenzperiodische Funktionen 
f(z) = f(z, z,...) gibt, von denen die Funktion g(&) die ,,Diagonal- 

1 8 
funktion“ ist, d. h. aus denen sie durch die Substitutions =z=—2=—...=— 
a 3 


hervorgeht ; 
9 (é)—f(é, é, €, coeds 

Auf ganz analogem Wege werden wir zeigen, da8 allgemeiner auch 
jede mehrvariablige fp. Funktion sich als ,,Diagonalfunktion* von grenz- 
periodischen auffassen 148t, womit dann innerhalb der Gesamtheit aller 
mehrvariabligen fp. Funktionen den grenzperiodischen Funktionen, die ja 
nur einen Teil dieser Gesamtheit ausmachen, der Charakter ,,primarer“ 
Funktionen verlichen wird, auf welche alle anderen in einfacher Weise 
zuriickfiihrbar sind. 


1. Man kann die rein- und grenzperiodischen Funktionen, die wir 
durch Verschiebungseigenschaften definiert haben, in eindeutiger Weise 
auch durch Schwingungseigenschaften charakterisieren. Die fp. Funktion 
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f(z)~ 5 Aa, e*4** (alle A,, +0) ist dann und nur dann reinperiodisch 
mit der Periode p =(p,, P,,---), wenn 


f(@, 052+ Pq, % ,..-)=f(w,... 2%, 2,..:) (mal, 2,8,...), 
1 m m+1 1 m m+i 


d. h. auf Grund des formalen Kalkiils mit Fourierreihen und des Eindeutig- 
keitssatzes, dann und nur dann, wenn 


tAnPm (Ane x tAn 
m 


DAse e = 2 Ase , PAR ie 


n=) ne 


also wenn jedes A, ein ganzzahliges Multiplum von — >. its also dann und 
nur dann, wenn die Funktion f(x) die ganze Basis (ral. §7, 13.) 


A =(@,, @,, %,..-) 
mit 


a, = (0,0, ..., 2%, 0, 0, ...) 


Pr 

besitzt. Damit f(z) grenzperiodisch mit der Grenzperiode p =(p,, Pg, ---) 

ist, ist notwendig und hinreichend, da8 sie durch reinperiodische mit 

Perioden [op] approximierbar ist, d. h. daB jede Zahl A, ein rationales 

m 

Multiplum von = ist, d. h. es ist notwendig und hinreichend, daB f(z) 

die (im allgmeinen: nicht ganze) Basis 

A =(a@,,@,,.--) 

mit 

2x 

«,—= (0, 0, ...=%, 0,0, ...) 

besitzt. 


Aus eben Bewiesenem folgt, da8 unsere ,allgemeinen“ Fourierreihen 
im Spezialfalle rein- und grenzperiodischer Funktionen dasselbe sind, was 
in Abh. II, Anhang II im direkten Zuschnitt auf diese Funktionen als 
Fourierreihe definiert wird. 


2. Es seien der z-Raum (z,2,...), der &-Raum (é, §, «+.) und 
1 8 1 
irgendwelche finite Punktzahlen C,, C,,... des z-Raumes in der Anzahl 


der Dimension des -Raumes gegeben. Wenn man in eine beliebige 
fp. Funktion des ¢-Raumes y(¢) die Substitution 


f= O,2 
(1) F=O,2 (= Cz) 


vornimmt, so entsteht eine Funktion des z-Raumes 
f(z)= (Cz), 
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welche, wie man auf dem Wege iiber approximierende Polynome sofort 
einsieht, eine fp. Funktion ihres Raumes ist. Wir nennen f(z) eine Trans- 
formierte von y(é). Den Fourierreihen ist es ,,anzusehen“, daB jede ganz- 
basige Funktion als Transformierte einer reinperiodischen und jede be- 
liebige als Transformierte einer grenzperiodischen dargestellt werden kann. 
Wir wollen diese Aussage gleich in einer praiziseren Form beweisen. Wenn 
in der Substitution (1) jede Punktzahl C, in einer Komponente = 1, in 
allen iibrigen = 0 ist, so wollen wir diese Substitution eine Diagonal- 
substitution, die Funktion f(x) eine Diagonalfunktion von y(f), und (é) 
eine Verréumlichung von f(z) nennen. Man kann nun priziser behaupten, 
daB jede ganzbasige Funktion die Diagonalfunktion einer reinperiodischen 
und jede beliebige die Diagonalfunktion einer grenzperiodischen ist. 
Es liege ein Polynom 
(2) Sa, etine 
vor, und die (skalaren) reduzierten Zahlenmengen 
A, = (4, Oa ml +++) 
seien beziigliche Basen der Komponentenmengen 
K, = (4, dy, ay, enepe 

An Hand der Darstellungen 

A, = 5 Cope he (Cy Tational) 


Ant = Novy att 


, ¥ * 


bilden wir die linearen Formen 
A, ~ > cvope a, See 
A J * 


mit der zweifach unendlichen Schar von Variablen ¢,,, indem einfach z iiberall, 


wo es mit dem Faktor a, auftritt, durch ¢,, ersetzt wird, und substituieren 


: t Linz , , : 
in Sa,e~” ” statt der Formen in z die Formen in ¢. Das so ent- 
standene Exponentialpolynom ist offenbar grenzperiodisch in den Variablen 


P ; Qn y= l,3,3,... : a 
ty. mit der Grenzperiode (=), ( ) und eine Verraiumlichung 
ae o=1,2,38,... 
von (2). Die benutzte Diagonaltransformation ist 


Ci =Ceo=Cs=... = 2, (y= 1,2,3,...) 
Bei einer beliebigen Funktion f(z) approximieren wir sie durch Polynome 
der Gestalt (2) 


P,(%), P(X), -++> (— f(z), 
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wihlen gemeinsame Basen A, und verriumlichen eine jede Funktion p, (x) 
zm P,(¢). Wenn wir zeigen, daB auch die Folge P,(¢) gleichmaBig kon- 
vergiert, sind wir mit dem Beweis zu Ende. Die Verraéumlichung von 
p,,(%) — p, (x) wird durch P, (¢)— P, (¢) geliefert, und jetzt brauchen 
wir nur noch zu zeigen, daB bei einer Verraumlichung P(¢) eines Polynoms p(x) 
zu jedem Punkte ¢ ein Punkt z™ so zugeordnet werden kann, da sich 
P(¢™) beliebig wenig von p(x) unterscheidet. Da8 das méglich ist, 
folgt aber nach Kronecker, weil man (vgl. Bohr [8]) die endlich vielen 
Kongruenzen 


Jax — ¢,%| <e (mod **) (o rationale Zahl; »,o—1, 2, 3,...) 


in x auflésen kann. — Bei einer ganzbasigen Funktion f(z) fiihrt diese 
Verriumlichung zu einer reinperiodischen Funktion von ¢. 
8. Wir kénnen nun den Satz aussprechen: 


Hauptsatz B. Die allgemeinsten fp. Funktionen sind die allgemeinsten 
Diagonalfunktionen der allgemeinsten grenzperiodischen Funktionen. 

4. Unsere mehrvariabligen fp. Funktionen sind insofern die_,,allge- 
meinsten“, als bei einer Iteration des Prozesses des Uberganges zu mehr- 
variabligen Funktionen eine Erweiterung der Funktionenklasse nicht neraus- 
kommt. D. h. faBt man unsere allgemeinen Begriffe: Punkt, Intervall, 
Intervallinge, Verschiebungszahl, Periode usw. als ,eindimensional“ auf, 
und baut auf ihnen auf dieselbe Weise, wie diese aus den ,,tatsichlich ein- 
variabligen* Begriffen hergeleitet wurden, ihrerseits ,,mehrdimensionale“ 
Begriffe auf, so wird dadurch die Klasse der fp. Funktionen nicht ver- 
groBert. 


§ 11. 


Integralgleichungen. 


Wir wollen noch am Beispiel der Integralgleichungen sehen, in wie 
unmittelbarer Weise Betrachtungen iiber reinperiodische Funktionen auf 
fastperiodische iibertragbar sein kénnen. 

Es liege eine reelle fp. Funktion zweier Variablen K(z,y) und eine 


reelle fp. Funktion f(z) vor. Gefragt wird nach allen fp. Funktionen ¢ (7). 
welche fiir konstante Werte 4 der Gleichung 


(A) p(x) = f(z) —AM{K(ax,t)p(t)} 
geniigen. Wenn man der Gleichung (A) die Gleichung 


(B) o*(2)— f*(2)— Af K*(2,1) 9°() a 
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gegeniiberstellt, in welcher die Funktionen y*(zx), f*(x) und K*(a,y) 
als (durchweg) stetig und in jeder Variablen reinperiodisch mit der Periode 1 
angenommen werden, dann kann man, iiberschligig gesprochen, behaupten, 
daB jede Aussage iiber die Gleichung (B) unmittelbar und wértlich auf 
die Gleichung (A) iibertragbar ist, wenn man jede vorkommende Operation 
durch die entsprechende Mittelwertbildung ersetzt. (Wir halten uns hin- 
sichtlich der gegebenen und gesuchten Funktionen strikt an unsere Defi- 
nition der Fastperiodizitét, obwohl man auf Grund bereits bestehender 
Verallgemeinerungen des Fastperiodizitatsbegrifis (Stepanoff [1]) mit den 
iiblichen Konzessionen an Unstetigkeiten im Falle (B) in gewisser Weise 
auch im Falle (A) Schritt halten kann). Z. B. beriicksichtigt man, daf 
die Gesamtheit der Funktionen M { K(xz,t)g(t)} fiir alle méglichen fp. 
Funktionen g(#) mit M{|g(t#)|*}<1, weil doch nach der Schwarzschen 
Ungleichung auch M {| g(t)|} <1, eine ausgezeichnete Menge (mit ex(t, 0) 
als Majorante) bilden, dann gelangt man (vgl. Courant-Hilbert [1], III, 
§ 1 bis 4) wértlich ebenso wie im Falle (B) zu dem Fredholmschen Satze: 
Die Gleichung (A) besttzt bet festem 4 entweder fiir jede Funktion f(z) 
eine (einzige) Lésung p(x), oder die zugehdrige homogene Gleichung 
p(x) =A M{K(zx,t)p(t)} 

besitzt eine endliche Anzahl voneinander linear unabhangiger Lésungen 
vy, (2), we(z),-.-, y,(%), im welchem Falle die Gleichung(A) nur fir 
solche Funktionen f(x) lésbar ist, fiir die M{ f(t) y,(t)} = 0, #=1,2,...1. 
Man kann zu diesem Satze auch auf jedem anderen im Falle(B) gang- 
baren Wege gelangen. 

Weiterhin gelten z. B. die Zusammenhinge zwischen transponierten 
Gleichungen, die Siatze iiber symmetrische Kerne, Entwicklungen nach 
Eigenfunktionen usw. — Die iterierten Kerne sind zu definieren durch 


K**"(2,y)— M{ K* (2,1) K"(t,9)}. 
K(2z,y,4) =>." kK" (x,y), 


p(x) = f(z) +4M{K(z,t;4) f(t)}, 
ist selbstverstandlich auch fastperiodisch und gleich dem Quotienten von 


ganzen Funktionen — D(#,y,4) 


Die Resolvente 


fiir welche 


mit der Formel 





D(A) 
D(a) = 3) (— 1)" 5 MK (tos) leet, orn 


und der entsprechenden Formel fiir D(z,y,4), wiederum kann man die 
Eigenfunktionen durch Minoren héherer Ordnung erhalten usw. 
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Selbstverstandlich sind wir auch in unserem Falle keineswegs an die 
Eindimensionalitat der Variablen x und y gebunden. Genau so und mit 
dem Ergebnis ganz analoger Resultate wie im Falle(B) kénnen auch im 
Falle (A) die Variablen x und y zwei (untereinander gleiche) mehrdimensio- 
nale (sogar unendlichdimensionale) Raume durchlaufen (vgl. § 10, 4.). 
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Uber Potenzreihen, deren Koeffizienten fast alle 
ganzzahlig sind. 
Von 


M. Fekete in Budapest. 





1. Man verdankt den unten folgenden interessanten Satz den Herren 
Pélya und Carlson, von denen der erstere ihn zuerst formuliert*), der 
zweite aber zuerst bewiesen*) hat: 


I, Wenn eine Potenzreihe 
(1) a, +a,2+a,2°+...+a,2"+... 
mit ganzzahligen*) Koeffizienten a, im Hinheitskreise konvergiert, so ist 
die dargestellte Funktion f(x) entweder rational oder tiber den Rand des 
Hinheitskreises hinaus nicht fortsetzbar. Im ersteren Falle hat f(x) die 


Form 
P(z) 


(1—29)@” 
wobei P(x) ein Polynom, p und q ganze positive Zahlen bezeichnen. 
2. Den wichtigen speziellen Fall dieses Satzes, wo die Koeffizienten- 


folge {a,} von (1) beschrankt ist, also nut endlich viele voneinander ver- 


schiedene ganze Zahlen enthalt, hat Herr Szegé folgenderweise verallge- 
meinert*): 


) G. Pélya, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math. Ann. 77 
(1916), 8. 497—513. 


*) F. Carlson, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math. Zeitschr. 
9 (1921), 8. 1—18. 

*) Ganzzahblig heiBt: von der Form a@+bi, wobei a und b ganze rationale 
Zahlen sind. 

*) G. Szegé, Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten. 
Sitzungsber. der PreuBischen Akad. d. Wiss. 1922, S. 88—91 
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II. Wenn unter den Koeffizienten der Potenzreithe (1) nur endlich 
viele voneinander verschiedene komplexe Werte vorkommen, so ist die durch 
(1) dargestellte Funktion f(x) entweder rational, oder tiber den Hinheits- 
kreis nicht fortsetzbar. Im ersten Falle hat f(x) die Form 


f(x) = ae 


wobe: P(x) ein Polynom, p eine natiirliche Zahl bezeichnet. 

8. Herr Szegé hat auch allgemeinere Typen von Potenzreihen als der 
eben genannte untersucht, indem er die Bedingung der Endlichvielwertig- 
keit simtlicher a, fallen lieB und das Bestehen dieser Bedingung nur fiir 
»fast alle“ a, forderte®). So gelangte er zum folgenden interessanten 
Resultat*): 

III. Die Koeffizienten a, der Potenzreihe(1) mégen nur endlich viele 
verschiedene Werte d,,d,,...,@, annehmen, mit Ausnahme einer Folge 


(2) Gn,> Bags s+ +s Onis oe 
von Koeffizienten, die den folgenden Bedingungen unterworfen sind: 
1. lim — = 0. 
Ny 


2. Sie. sind beschrankt.. 
Dann stellt diese Potenzrethe eine eindeutige Funktion dar, deren Existenz- 
bereich durch einen Kreis |x| =r >1 begrenzt ist; die singuldren Punkte 
im Existenzbereiche, wenn solche tiberhaupt vorhanden sind, sind einfache 
Pole, die in Hinheitswurzeln liegen. Der Fall r=co ist so zu ver- 
stehen, daB die Funktion meromorph (eventuell rational) ist 

Dieser Satz ist eine Erweiterung von II und enthilt zugleich (bis auf 


die Bedingung der Beschranktheit der Koeffizienten) auch den sogenannten 
Fabryschen Liickensatz’). 


5) Eine Teilfclge kine) der unendlichen Folge {u,} enthilt ,fast alle“ Glieder 
von {%,}, wenn = ¥- = 1 ist, oder, anders ausgedriickt, wenn tn Ais) = 1, wobei 


A(m) die Anzahl ¢ dexjenignn Glieder von {4,} bezeichnet, ena’ Index Sm ist und 
die der Teilfolge {tn,} angehdren. 

*) G. Szegé, Tschebyscheffsche Polynome und nichtfortsetzbare Potenzreihen. 
Math. Ann. 87 (1922), 8S. 90—111, Satz 8, S. 97—101. 

”) Fabry, Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son développe- 
ment en série et l’impossibilité du prolongement analytique dans des cas trés généraux. 
Ann. scient. de I’Ecole Normale Supérieure (3) 18 (1896), S. 867—899; s. insbes. 
S. 881—382. Sur les séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers. 
Acta math. 22 (1899), S. 65—87. 

27° 











412 M. Fekete. 


4. Durch Herrn Szegé angeregt, habe ich mir nun die Frage gestellt, 
ob fiir Potenzreihen, deren Koeffizienten fast alle ganzzahlig sind, eine 
ahnliche simultane Erweiterung von I und des Fabryschen Liickensatzes 
gilt? Es ist mir leider bisher nicht gelungen, diese Frage vdllig zu er- 
ledigen, doch bin ich zu einem Teilergebnis gelangt, das vielleicht auf 
einiges Interesse rechnen kann. Mein Resultat enthalt gleichzeitig den 
Satz I und den Hadamardschen Spezialfall*) des Fabryschen Liickensatzes; 
es kann folgenderweise formuliert werden: 

IV. Es seien die Koeffizienten a, der Potenzrethe (1) mit dem Kon- 
vergenzradius 1 ganzzahlig, mit Ausnahme einer Folge (2) von Koeffi- 
zienten, fiir welche 


iy 


lim inf - >1 


roe 


besteht. Dann stellt diese Potenzreihe eine eindeutige Funktion dar, deren 
Existenzhbereich durch einen Kreis |x| =r > 1 begrenzt ist. 

Die singuldren Punkte im Existenzbereiche, wenn solche tiberhaupt 
vorhanden sind, sind Pole, die in Einheitswurzeln liegen. Der Fall r = co 
ist so zu verstehen, dap die Funktion meromorph (eventuell rational) ist. 

5. Ich beweise diesen Satz mit Hilfe einer Methode, welche Herr Szegé 
zu einem neuen Beweise des Hadamardschen Liickensatzes, ferner des 
Satzes I und verwandter Satze benutzt hat’). Ich stiitze mich dabei auf 
einen Hilfssatz, in welchem mein friiheres Resultat’®), betreffend die An- 
naiherung der Null durch ganzzahlige Polynome, in verscharfter Form 
wiedergewonnen wird. Dieser Hilfssatz lautet: 

V. Es sei C eine Kurve in der komplexen x-Ebene von der Be- 
schaffenheit, daB man Polynome 


(3) ty(ar) = et Pa. (n=1,2,...) 
finden kann, fiir welche auf C (von einem gewissen n an) 
|t,(2)| <0" 


gilt, wobei & eine nur von C abhdngige positive Zahl bedeutet, die kleiner 
als 1 ist. Dann gibt es auch Polynome 


9, (2) = 2* + gM az*-2 4+ ... +g (m =i, 2,...) 


") Vgl. E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der 
Funktionentheorie. Berlin 1916. 8. 73. 

*) A. a. O. 4). : 

*) 1°. A.a.O.*) S. 104. 2°. M. Fekete, Uber die Verteilung der Wurzeln bei 
gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten. Math. Zeitschr. 
17 (1923), 8. 228-249; s. insbes. § 7, S. 246—249. 
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mit ganzzalligen Koeffizienten, fiir welche auf C (von einem gewissen n an) 
\9n(%)| < OY 

ist, wobei #, eine feste positive Zahl kleiner als 1 bezeichnet. 

Ich werde diesen Hilfssatz auf dieselbe Weise ableiten, wie ihn Herr 
Kakeya*) im Spezialfalle bewiesen hat, wo C ein reelles Intervall von 
der Lange <4 ist. Ich betrachte mit Herrn Kakeya die linearen Kom- 
binationen 

Ly, (2) = ty (2) + Ag” ty—a (2) + Ag” tna (@) + «2. + AnD ete (2) 
der Polynome (3). Offenbar gibt es unter diesen linearen Kombinationen 
fiir jedes n >k auch solche, in welchen die Faktoren 4”, as”, ..., 4”, 
dem Betrage nach kleiner als 1 und die Koeffizienten der Potenzen 
xz", x"-1, 2"-2,..., "+1, 2* ganzzahlig sind. Eine solche Kombination 
14Bt die Zerlegung 


(4) Dine (%) = Guz (z) + Aye (2) 
zu, wo 
G,, , (2) =o" + gim® an-1 + ge™ a*-* +...+ gin® 
lauter ganzzahlige Koeffizienten hat, wahrend 
Hur (2) ee hin® o* + _s* de nce ay” 


ein Polynom von héchstens k-tem Grade bedeutet, deren Koeffizienten dem 
Betrage nach kleiner als 1 sind. AuBerdem geniigt L,,(2) iiberall auf C 
der Ungleichung 


n n- n- af 
(5) | Lae (z)| <0" + 0" 4 9" 7% 4... 40° <. 
Sei nun & eine feste natiirliche Zahl, fiir welche 
1 
(6) i-sS3 
ist. Man kann aus der Gesamtheit der Polynome 
A,, x (x) (n=k+1,k+2,...) 


eine unendliche Folge 


Aye (x), An, x (2), ose Aye (2), 7 
auswahlen, welche fiir y+ co auf C gleichmaBig konvergiert, da ja aus den 
beschrankten Folgen 
Ae” —s (¢ = 0, 1,...,8; n= k+1,442,...) 
solche Teilfolgen 
ni. *) (¢=0,1,2,...,k; »=1, 2,...) 





*) Y. Okada, On Approximate Polynomials with Integral Coéfficients only. 
The Tohéku Math. Journal 28 (1923), S. 26—85. 
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sich aussondern lassen, fiir welche 
lim hi*.*) 


existiert. Man kann also ein solches Zahlenpaar n,, n, finden, dab n, > n, 
und auf C 


1 
(7) | Hp, 2 (2) — Hy, 2(%)| Sy 
ist. Dann ist aber nach (4), (5), (6) und (7) daselbst 
|@,,,2(2) — ae 
S| Ln,,2(2)| + Dag. +(2)|-+ | ,&(%) — Ap,,2(%)| << Z s+3 45 gai, 
folglich ist 
['(z) = Gn,,2 (2) = Gaz (2) =z%e +”; 2*e-* + ...+ Yn, 
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, fiir welches 
Max |I'(z)|=@<1 
(@) 
ist. Nun konstruiert man mit Hilfe dieses Polynoms die g,(z) des Hilfs- 
satzes mit gréBter Leichtigkeit. Ist namlich 
n= q'N, + F 
wo g und r ganze rationale Zahlen sind, welche den Bedingungen 
q>0, O<r<m—1 
geniigen, so setze man einfach 
(8) 9,(2)=2"[I(z)}*. 
Die durch (8) definierten Polynome haben ja ganzzahlige Koeffizienten, 
ihr héchstes Glied ist x* und sie befriedigen auf C von einem gewissen 
n an die Ungleichung 
a-r 1\* 
9, (2) <|2"|0°< KO*= KO" sF K (9%) <#, 
wo K eine von C und n, abhingende, von n unabhingige Konstante, 
1 


#, aber eine positive Zahl bedeutet, welche >@%e und <1 ist. 

6. Nun gehe ich zum Beweise von IV iiber. Da die Behauptungen 
dieses Satzes im Falle, wo die durch (1) dargestellte Funktion f(z) tiber 
den Einheitskreis nicht fortsetzbar ist, offenbar richtig sind, so nehme 
ich an, daB sich am Einheitskreise eine regulare Stelle x, von f(x) be- 
findet. Dann zeige ich, daB (1) die Zerlegung 


(9) J 2 + S72" = H(z) +P(2) 








a 


a 
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zulaBt, wo H() eine Hadamardsche Reihe (d. h. eine Potenzreihe, fiir 
welche 
lim inf 


>a 


n, 

* >1 

besteht) bezeichnet, deren Konvergenzradius r gréBer als 1 ist, P(x) aber 
eine Pélyasche Reihe ist, d. h. eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten und mit dem Konvergenzradius 1. Der obigen Annahme zufolge 
stellt P(x) gem&B I eine rationale Funktion von der Form 


g(x) 
(1 aoe 2”)? 


dar, wobei g(x) ein Polynom, p und g natiirliche Zahlen bezeichnen, wah- 
rend H(x) eine fiir |x|<r regulire Funktion h(x) definiert, deren 
Existenzbereich nach dem Hadamardschen Liickensatz durch den Kreis 
|\a| =r begrenzt ist. Die Funktion 





g(z) 

f(z) = i—z") + h(x) 
besitzt ja die in IV behaupteten samtlichen Eigenschaften. Um nun die 
Méglichkeit der Zerlegung (9) zu beweisen, werde ich den ,,Bruchteil“ der- 
jenigen Koeffizienten a, der Reihe (1) abschitzen, welche ausnahmsweise 
nicht ganzzahlig sind. Zu diesem Zwecke werde ich gewisse lineare Kom- 
positionen 
(10) Gn, + AGy,—1 + MGn,-2 + ++» +O Gn, _ +1 
der Koeffizienten ay. G,,-1, @x,-2,--+) @n,_,+1 mit den ganzzahligen 
Faktoren 1, 4, wu, ..., @ bilden. 

Es wurde vorausgesetzt, daB f(z) im Punkte z, des Einheitskreises 
regular ist. Sei arcz,—q,. Sind y, < %, 9 >%, R>1, 6,>0 ge 
eignet gewahlt, so ist gema6 dieser Voraussetzung f(z) regular im Innern 
und auf der Kurve I'(d), bestehend aus den Kreisbégen 
(11) |z|=R, YP, Sarexz sy, 

|jzj=1—6, go Sarrsg,+22 


und sus den geradlinigen Strecken 


1—éS|2#|SR, stoxr—g,, 


(12) 1-8<|2i\<R, arvcz—q, 


sobald 
d>0, 85% 
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ist. Man hat alsdann 


(13) kg, = On, + AGg,-1 + Gn, -2 + ++» + OGn,_st2 








ee f(&) 1 i P 
1s A fel eae a a a e) "= 


r'(s) 


— mip mane() 


r(s) 





wo Q(z) ein Polynom (n, — n,_, — 1)-ten Grades mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten und mit dem héchsten Koeffizienten Eins bezeichnet. Ich will 
zeigen, daB bei geeigneter Wahl dieses Polynoms der Betrag von (10) 
(von einem gewissen » an) kleiner als 0” ausfallt, wobei @ eine feste posi- 
tive Zahl bezeichnet, die kleiner als 1 ist. In der Tat, ist 6, < 4, passend 
gewahlt, so geht die Kurve I'(6) fiir 6< 6, durch die Transformation 


é= 


al 


in eine Kurve C(d) iiber, deren Abbildungskonstante**) kleiner als 1 ist. 
Nun kann man aber zu jeder Kurve mit einer Abbildungskonstante kleiner 
als 1 Polynome von der Form (3) finden, deren Betrag auf der Kurve 
von einem gewissen Wert des Polynomgrades n an kleiner als #” ist, wo- 
bei ®< 1, >O ist und nur von der Kurve abhangt™*). Daher darf man 
den Hilfssatz V auf die Kurve C(6,) anwenden. Danach gibt es Polyome 
g,(2) mit ganzzahligen Koeffizienten und mit dem héchsten Gliede 2”, 
fiir welche auf C(6,) und somit fiir 6 < 4, a fortiori auf C(6) (von einem 
gewissen n an) 


(14) 19, (#)| < OF 


ist, wobei #, eine feste (von 6 unabhangige) positive Zahl kleiner als 1 
bezeichnet. Ich behaupte nun: 


(15) Q(x) = Gn,—n,_,-1(2) 


*#) Die Abbildungskonstante einer Kurve C ist gleich dem Halbmesser desjeni- 
gen Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, auf dessen AuBeres das AuBere der 
Kurve C konform und schlicht derart abgebildet wird, daB die VergréBerung im un- 
endlich fernen Punkte gleich 1 ist. 

18) Vgl. G. Faber: a) Uber Tschebyschefische Polynome, Journal fiir die reine 
u. angew. Math. 150 (1919), 8S. 79—106; b) Potentialtheorie und konforme Ab- 
bildung, Sitzungsber. der math.-phys. Klasse der bay. Akad. d, Wiss. 1920, S. 49—64. 
insbes. § 3. Vgl. auch a. a. O. *) und °). 
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leistet das Gewiinschte. Man hat nimlich fiir 6< 6, nach (11), (12), 
(13), (14) und (15) 


1 ifcé ~My 1 
Iba Se POL om My 4 ‘idé| <e, 
I'(4) 
wo c, eine von » unabhiangige Konstante und M(é) das Maximum von 
|f(x)| auf I°(6) bezeichnet. Daraus folgt 


1 
lo 


F a 0 y 
lim sup | Vig, |<, 


oy” -1 
(1-38) 





M(6), 


wobei 

lim inf — 
= limi 
y Se) m4 


ist. Doch ist nach Voraussetzung des Satzes IV, 








y>1, 
folglich 
1--=L>0, 
also besteht bei @ = #,” und fiir jedes 6 < 4, 
. 
lim sup | Vika, |< —_ , 
*>oe 
somit auch 
(16) lim sup | Vi, | <0, 


wie behauptet wurde. 
Aus der mit (16) aquivalenten Ungleichung 


| kn, | <0", (0<0<1) 

mit Hinsicht auf die Definition der Kompositionen (10) folgt, daB k,, bei 
geniigend groBem » den Bruchteil'*) von a, ergibt. Setzt man also 

%,=@, Wenn n+-nNn, 

y,=([@,], wenn n=n, 

On, “a (@n,) , 
so erhailt man die Koeffizienten der Zerlegung (9). Damit ist der Be- 
weis von IV in allen Stiicken dargetan. 


14) Der Bruchteil (z) von z ist gleich der Differenz 
z— {z] > 
wobei [z] diejenige ganze Zahl a-+-id bedeutet, welche zu z am nichsten liegt (gibt 


es solcher mehrere, so ist unter ihnen diejenige zu wihlen, deren beide Koordinaten 
a, b méglichst groB ausfallen) . 


(Eingegangen am 24. 11. 1925.) 











Ein Satz tiber die absolute Konvergenz von Fourierreihen, 
in denen sehr viele Glieder fehlen. 


Von 


S. Sidon in Budapest. 


In der vorliegenden Note beweise ich zunichst den 


Satz I. He sei 4,<d,y<...<A,... eine unendliche Folge posi- 
tiver ganzer Zahlen, bei welcher die Bedingung 


a-1 


An 
(1) 2 <> 
fiir jedes n erfiillt ist"). Ist dann 
(a, cos 4, 2 + b,, sin A, x) 
a=1 
die Fourierreihe*) einer beochrankten Funktion f(x), 80 ist 3'(\a,|+|b,|) 


konvergent. 
Beweis. Es ist fiir ein beliebiges x, wenn 


‘ sgn (a, cos 4, x + b, sin 4,2) = «, 
gesetzt wird, 
x 5'|a, 0084, z+ b, sind, 2! = 5'4,(a, 008 4,2 + b, sin 4, z) 
k=1 = 


= J'10) 5,000 ( —x)dt IOLA —x)dt, 


wo P. (z) = I (1+ 4, cos 4, z) ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom 
k=1 


®) Dies ist 2. B. der Fall, wenn fir jedes » Att > 8 iat 


*) Unter Fourierreihe ist hier immer die Fourierreihe einer im Lebesgueschen 
Sinne integrierbaren Funktion zu verstehen. 





— 
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bedeutet, dessen Absolutglied:— 1 ist, und das wegen (1) offenbar saimt- 
liche ¢, cos 4,2 (k <n) als Glieder enthalt*). Daraus folgt aber 


2a, 0084, 2 + dy sin 4 | < 2Mar|f(zx)| 


fiir jedes x und n. womit I. bewiesen ist. 

Ein unmittelbares Korollar des soeben bewiesenen Satzes ist, da8 die 
Beschranktheit der Funktion f(z) schon ihre Stetigkeit zur Folge hat. 

I. ist verschiedener Verallgemeinerungen fahig. Z. B. léBt sich auch 
fiir 4,— 2" die Konvergenz von 3 (\4,| +|5,|) beweisen. 

n= 

Ich erwahne hier noch das folgende Analogon des Satzes I, das sich 

auch auf ganz ahnliche Weise beweisen laBt. 


Satz II. Gilt (1) und tst die trigonometrische Reihe 
3 (a, cos 4, z+ b, sind, x) 
n=1 


die Fourierrethe einer Funktion von beschrankter Schwankung, so lapt 
sich dies auch von sdmtlichen Reihen Xx (%, 0084, + b, sin 4, 2) be- 
=i 
haupten, wo die #, voneinander unabhdngig die Werte 1 oder —1 an- 
nehmen kénnen. 
Die letzten Reihen stellen sogar Integralfunktionen dar, woraus dann 
weiter folgt: 
Gilt (1) und ist die trigonometrische Reshe 
S (a, cosa, x + b, sin 4, z) 
n=1 
eine Fourierreithe, so sind es auch alle 
Sd e,(a, 0082, x + b, sind, 2). 
k=1 


*) Dieses Produkt — ohne die «, — wurde zum ersten Male von Herrn F. Riesz 
in seiner Arbeit: Uber die Fourier-Koeffizienten stetiger Funktionen von beschrinkter 
Schwankung, Math. Zeitschr. 2 (1918), 8. 312—315, angewendet. 


(Eingegangen am 14. 7. 1926.) 


Nachtrag bei der Korrektur. 


Wie ich nach Abfassung dieser Note bemerkte, bedient sich auch Herr Bobr 
beim Beweise der sbsoluten Konvergenz der Fourierreihe einer 
Funktion im Faille linear-unabhingiger Exponenten des Produktes P,(z) (auch ohne 
die «) (vgl. Bochner, Fastperiodische Funktionen, Math. Annalen 96 (1926), 8. 119--147). 
Da aber hierbei auch der Kroneckersche Satz iiber diophantische Approximationen 
zur Anwendung kommt, ergibt diese Beweismethode nicht auch unseren obigen Satz 1. 
15. 8. 1926. 











Sur une nouvelle fonction entiére et son application 
a la théorie des nombres. 


Von 


8. Wigert in Stockholm. 


Introduction. 
Dans une note récente*) j’ai étudié la fonction L,(z), définie pour 
R(z)>0 par la série 


1 





&k > 
wal e“ 7 1 


k étant un entier positif >1. En supposant le nombre k pair, L,(z) 
admet la formule de transformation 


r(1+4) ¢( 


Zz 


4 5a (2++1) (-1) 28 142 —@rtdat 
g-1(80)" = (2 k ak 
4 )+(-7F . .” © cas 


od ed 


_ 


Cod 


k 
L, (2) = 22) + 


to; 
Cd 


1 
kz* v=0 


z* 


{ 1 @r+i)a¢ 
(2¥+1) (k—1) x6 i O° a 
_- | (22) S 
+ e +k 1 , 
E 


Zz 








oi nous avons posé 








Si & est impair, on aura seulement une formule asymptotique de trans- 
formation, comme je |’ai montré dans la note citée. 


*) Sur une extension de la série de Lambert, Arkiv for Matematik etc. 19 A, 
Nr. 8, 1925. 
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Dans le présent travail j’ai cherché a tirer parti de la formule (A) 
pour le calcul de l’intégrale 


at+ia 
1 e** L, (2) dz 
Qazi Po 
a-ta 


J’ai obtenu ainsi une représentation analytique de la fonction *) 
: pa 2 (n)(#— 2)", 
Be 


analogue & un développement traité par moi & une autre occasion*). Or, 
on ne rencontre plus les fonctions de Bessel, dont la théorie générale était 
si utile. On aura ici affaire 4 la fonction entiére 


ta (—1)"2* 
Jt, « (2) Bierleen)’ 


le paramétre « ayant la valeur spéciale p + : La premiére partie de 
cette note est consacrée a l'étude de la fonction g .(z). Il s’agit sur- 


tout d’un examen de |g,..(z)| dans le cas ot la variable z appartient 
& la région angulaire 


~$(-}) smees§(t-9), 


Je me hate de signaler une lacune dans mon analyse de g,,.(z). C'est 
qu’il manque une méthode pratiquable pour le calcul de la fonction, le 
module de z étant trés grand. 

Dans la seconde partie je m’occupe de la démonstration de [égalité 
fondamentale *) : 
1 k Prk 1 2? 

(k) 

poe Oe—myrmce +e ¥ ota 


= 1+3)---(P+3) 








(B) Ps F 1 ie Set 9 8 1) x6 
+2R{(- et caar? by 
v=0 
1 -esnet 
ys” (n)9, 1 ((20)""Fe vaz)}, 
n=1 


*) d® (mn) = le nombre des diviseurs de m qui sont des puissances ki¢mes, 
*) Sur quelques — arithmétiques, Acta Math. 87, p. 132. 





) S®) (n) = ST al 7 ov Vaccent affectant la somme signifie que » parcourt 
\n Dye it 


seulement les avenue ss n complémentaires & ceux qui sont des puissances kiémes, 
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ot sl faut supposer, cependant, p>1. Je n’ai pu décider, si la série 

converge ou non pour p=1. Mais pour p> 1 la convergence est absolue 
1 

et la partie du second membre succédant au terme : rn est = o(s he Et), 


Ce résultat est un peu plus précis que celui qu’on obtient immédiatement 
de la formule 
atia 


1 (k) 1 a**? 0(s)o(ks)ds 
p>? (n)(e7—n)? = Oxi f 8(8+1)...(8+p)’ 


rex a-ta 





1 
& savoir o(2?- Ei *), 
Ajoutons seulement que le résultat trivial 


yen n)(e—n)=¢(k)=+0(z" +?) 
peut étre précisé un peu, pourvu que k ne dépasse pas 4. En partant 
de l’équation 
1 1 a+2 . (." ‘i) 
5 a” (n)(2—n)* = 0(k) +-¢(t) "> —___ 4 S402 i 
Py (n)(a—n) (k) = a) Ey (2+3) 8 ad 
2k+1 


et en formant la premiére différence correspondant aux valeurs x + 234+) 


et z on trouve en effet 


1 
1 - 
+; 


D> a” (n)(z—n) = C(k)F > +e(4)* * +0(2'*0+n*), 
nga 1+ 





§ 1. 
Sur la fonction entidre GJn,a(z)= > is ° 
w= jer (t+a+1) 
1. Nous commencerons par déduire quelques relations importantes 
concernant la fonction g, .(z). On a d’abord 





(1) gi,.(2)=—9, |, 1(2) 
et aussi ; 
29, (2) _= kg, ._, (2) be kag, (2), 
d’ou 
(2) A 29, (et) =e a. (2#), 


relation qui nous sera utile plus tard. On trouve de méme 


9, w (z)= (- 1)* 9;, o+1(2)s 
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et 


d fie . ; 
(—1)' {2 gl (2 has 0, (2), 

ce qui fait voir que la fonction y=g, (2) satisfait a Téquation différen- 
téelle linéaire et sees @ ordre ala 
(3) oh + bet 1) £44 (—1) ky =o. 

Disons aussi un mot sur le cas ot le paramétre a est <0. Soit 4 
Yentier positif défini par les inégalités 

— itt <«@ Ss ~4; 


cest-a-dire 4—=[— ka], en pe SED une notation bien connue. On 
démontre alors la formule 


1 

(—1)4+1 5441 a —1)" eH 
(4) %,.(2)=——-— J (1-87'9, ies(ea04+ Sore 
_ : $ =O wr (t +a+1) 
d’oi nous voyons que g, ,(z) peut s’exprimer 4 l’aide d’une fonction 

paramétre positif. Dans ce qui suit nous supposerons toujours « > 0. 
2. Nous allons maintenant étudier l’ordre de grandeur de |g, , (z)| 

en nous servant de la représentation intégrale 


at+ia 
r'(s)de 
(5) %,,<(2) = aj f ee. 
cin * r(a+1-4) 


En posant 
s=a-+it, z= ete, 


on aura, comme il est bien connu 


IP (0)| = Ole" te"), reece “FF al") 


red 
et par la, en supposant lpl< (1-4), 
@ ’ , ‘ 
| 9r,a(z)|< 20a) [elt a)-emt A (1 - F)-lv}e 
§ 


@-—~co sera donc inférieur & toute puissance négative de o. Si, au 


contraire, |p| = S(1 —}), il faut supposer a < Poe Nous allons re- 
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prendre plus loin l’étude de . cas, mais 4 présent nous chercherons une 
limite supérieure plus précuy de |g, (z)| en admettant l’hypothése 


1 : 
lp < #(1—}). Soit donc 
a=a’+n, Osa’<1, #8 =a'+8t; 
on aura 
is’|sa’+t<1+t, |I(s’+n)| 
=|(e’+1)|...(e’ +n—1)P(s’+1)] <(#+2)...(#+n)|I(8’ +1), 


d’ot 

. 3[n+1|T(s’+1)|, t<l 
\I'(s +mi<{) n—t rs 
g[mnt+i1t" |F(s’+1)|, #>1. 
Or, nous avons 

|T'(s’ + 1)} <{ 

At®*te 3", t>1, 

en désignant par A une constante absolue. On a donc finalement 


AI'(a+ 2), i<l 
rats) <{ a x, 

AI'(a+2)t* Fe 3 bo 
La formule (5) peut aussi s’écrire 


at+ia 
P(s)f $ _«) sina _ ds 

%.0(2)= 954 nme SS G / (F- ) 
a-ix 


de sorte que nous aurons 


+lol)e 
9p, «(2)| < ster (a) r(4 —a)|\e da ‘dt. 


La partie de cette intégrale correspondant & t< 1 est 
A 
< 4T(a+2)P (Z-«+2); 


quant & Ve elle sera 
1 


<3 4T(a+2)r(¢—-«+2) fi eas, ary Ui (-g)}-ieibe 


0 


En désignant par 4 la différence <(1 _ +) — || on trouve ainsi 
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r(a+2)P (2 « +2) r(a+S—<« 
ccd (F-« +8) (e+ 5+) 
ea a(t)" 
kd s 
aorta 
<4\o) pele e e (+3) 
? “+e #(1+ >) +; ’ 
ayrare*(@) («+ §) jor (+3) 
<4(3) 0 a6 1+3) 142 <Fr,08 of1+5) < aes |” 
; ( ; (+z) ola) ett, 
ou bien 
a(1+24)1¢ 
l9,.(2)|< B, a" a z , 
1+— 
Bd *o 
en posant, pour abréger 
1 1 
Jf +a) 
4, -*—*,.. 
1\* 
(44) 
2(1+=) ]° we i k 
La fonction i 7-| atteint pour a= 1g Ot gt tan son mint- 
st, 
A 


1 ” 
-2(1+4)e Vo) et, 2(#+1) 
mum = e =e . En observant que 


© 2k 
} (144) k**'>1 et que a ~ ol oF), 


on aura donc le résultat suivani 


k 
(6) | 9p... (2)| ne o( 2 FF) 
1 


8. Considérons maintenant le cas oh 6=0. De la formule (5) on 





tire |g, .(2)| =O - , mais nous verrons qu’on peut s’affranchir du 
otti * 

terme e. A cet effet nous allons représenter notre fonction entiére par 

une autre intégrale, & savoir 
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atia 
, eo 
(7) %,.(2)= 35; J san 4o 
a@-t@ 
(a>0) 
Posons ici 
a 
= BES > 
w= =e 0, s=oeF, 
il s’ensuit 


~ 


a i 
*3 —— (cos @) * cos (7 $) 


a ao & 
| Gz,a(z)|< + f e * cos*~*6| d6|. 
22a* 4 


En supposant gp = + e(1 — *) on aura cos (p _ 4 = sin (* + £) et 

sin sin y 
en tenant compte de Il inégalité —- a 
zk 





, valable pour 0< y <a, 


, 


. : 1 “ier 

on voit bien que cos (p _ 5) >; cos@. Nous avons ainsi 
1 1 
£ (cos @) “; 


2 
19x, «()| <= [ al cos*-! 6 d0 








pa | 
_ ket [: ae” gt 
za*(k+1) 2k 


| '9.,.(2)1= (+5) 


(8) e 
| e250). 


§ 2. 
Sur la fonction arithmétique prt” (n)(e—n)’. 


nse 





On en conclut 





Reprenons la formule de transformation (A) et appliquons-la au calcul 
de lintégrale 


at+izx : 
1 ff e** Iy(2)dz 
J Pt) 
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ot x est réel et >1, a>O et p un entier positif choisi suffisamment 


grand. En substituant pour la fonction [,,(z) son développement 


1 


L,(2)= SS" (n)e” *, 
n=1 
il faut montrer avant tout que 


a+ix ” 





lim R, = lim . Ete = 8S” (n)e a 


2 1 
q== q=x 2ai prit? n=q+1 
e 
a-tx 


en mettant, pour abréger 


- 
| 


Say +1) 


= (22)'* Fe"! 


RB 
r 


x , 
Considérons, d’une maniére générale, la somme s(n) &" 


n=q+1 
Pour n> 1 ona 


et, en posant 7), = Fs” (r), 


v= 
1 a 
Ss (nye = — 7,20" + 5 (e"- 
n=q+1 =q+!l 


1 
<(1—-é) y7Teé 
n=4q 


Or, on trouve sans peine 
4 4 
T, =n logn+0(n*) <n’, 


pourvu que # soit > : , et par la 


1 


> gs” (nyen* < (1 —8) Sn" e* 
n=@q+1 a= as 


D’autre part*) 


ayo 


|= 


,ud0<F< 1. 


(n>q) 


On nb ee 1>i>0: (1+8)" <1+4it, (1+t)'*<14+(1-dt, 


14¢>(14+t)'-4+42¢, (14¢t)*>1+4 


At 
re 














Nous avons de plus pour 4 > 0 
1 


1 - 
Sorte fentank, wa(e-ut) (2) 
v=1 


| 


pe 


1 
rk \P ut b\* 
< (x) +fite e* at = (5) + ons 
0 


wle- © 


ao 
> ve-* 


v=1 


log uJ 
—. on obtient ainsi *) 





En posant 4= 
Sema 

k(q+1) * 

1 

ri 


i 
= 2k-3 
q 


sre 
> (1+ 2)erer E i o,f. 
v=1 (tog =) 


parce que 2k —3>k—1 pour k>2, et enfin (1 —€< log 5) 
1 


1 a 
nt . Cye@ k q? k-3+2 


> S*(n)é aa: 
n=q+2 (10g =) 


Ceci posé, nous pouvons écrire’) 


*) Je suppose ici log = <1. Il n’y @ pas la d’inconvénient, comme nous verrons 





tout de suite. 
~ ae 
-@2 (cos 6) * - 
. 3 1 (2x)*** 
*) On voit que =e ke > .? pour peu gu’on prenne a> s 
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>. am * 145 + 
1 * 688 (0009)? t!t & e t = s ad@ 
Bes <> f 3) 8 (nye cost 6 
é g***t n=q+2 
- 2 1 
; Bh etal 7 : 
< e** O(k,a)q?*t#-8 fe (cos oye 40 


7 ene di ; 


En supposant 1 < ii <p ey il suffit de prendre p> (k-+-1)(2k—1), 
pour que l’exposant de ; soit positif. Sous cette hypothése on aura done 


R, -+0 pour g-+co, ce qui revient 4 dire que la formule (B), obtenue 

par inté,.-tion terme 4 terme, est exacte. Or, la série indéfinie figurant 

en (B) est absolument et uniformément convergente pour 7 > 2. En effet, 
S® (n 

la série P —) converge absolument pour R(s) >= et nous avons 


1 ((an)'** +4 oP tas) o (1); 


n*® +0) 


9944 
il suffit donc que p soit >1. En vertu de l’équation (2.) la différentiation 
ne produit dans la formule (B) autre changement que de remplacer p par 
p—1. Dégalité (B) reste donc valable pour p> 2. 
Le cas ol p=1 semble difficile. On peut montrer qu’en rem- 
plagant S“(n) par sa valeur moyenne as on obtient une série absolu- 
boa 
n is 
ment convergente, mais on ne parvient pas & une démonstration de con- 





n a a 
vergence en employant la formule ’S”(v)=n* logn+O(n*) et la 
v=1 


sommation partielle. 


(Eingegangen am 9, 10, 1925.) 











Uber die Entwicklung einer analytischen Funktion 
nach Polynomen. 


Von 
J. L. Walsh*) in Miinchen. 


Viele Resultate iiber die Entwicklung einer analytischen Funktion 
nach Polynomen sind wohlbekannt*), darunter das Theorem von Runge: 


Es sei die Funktion f(z) eine analytische Funktion von z in einem 
einfach zusammenhdngenden Bereiche R der z-Ebene. Dann IlaBt sich 
f(z) in eine Rethe nach Polynomen von z entwickeln, welche in jedem ganz 
innerhalb R gelegenen abgeschlossenen Bereiche gleichmafig konvergiert. 

Der Zweck dieses Artikels ist, ein Resultat anzugeben, das in bezug 
auf bestimmte Funktionen noch allgemeiner ist, als das Theorem von 


Runge, und das auBerdem erlaubt, das Theorem von Runge sehr leicht 
zu beweisen: 


Satz. Hs sei f(z) eine analytische Funktion von z im Inneren einer 
Jordanschen Kurve C, und es sei f(z) stetig im abgeschlossenen Bereiche, 
welcher aus der Kurve C und ihrem Inneren besteht. Dann lat sich f(z) 
im ganzen abgeschlossenen Bereiche in eine Reihe nach Polynomen von 
z entwickeln; diese Reihe konvergiert gleichmafig in demselben abge- 
schlossenen Bereiche. 

Dieser Satz kann, wenn die Kurve analytisch ist, leicht durch den 
Gebrauch konformer Abbildung bewiesen werden*). Auch im allgemeineren 
Falle werden die gewiinschten Resultate durch einen Courantschen Satz ‘*) 


1) Fellow, International Education Board. 

*) Siehe z. B. Montel, ,Lecons sur les Séries & une Variable Complexe“ (Paris 
1910), wo die Literatur zitiert ist. 

*) Walsh, ,On the Expansion of Analytic Functions in terms of Polynomials“, 
Trans. Amer. Math. Soc. 26 (1924), 8. 155—170, Theorem IIL. 

*) ,Uber eine Eigenschaft der Abbildungsfunktionen bei konformer Abbildung*, 
Géttinger Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1914, S. 101—109; 1922, S. 69—70. 
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iiber konforme Abbildung erreicht. Prof. Carathéodory hat mich angeregt, 
die Méglichkeit einer Anwendung dieses Courantschen Satzes auf das vor- 
liegende Problem nachzupriifen. 

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB der Punkt z=0 im 
Inneren von C liegt; diese Annahme schrankt die Allgemeinheit nicht ein. 
Wir betrachten eine Folge {C,} von ineinander eingeschachtelten Jordan- 
schen Kurven in der z-Ebene, die im AuBern von C liegen, und so, da8 
die Bedingungen des Satzes von Courant erfiillt sind®), Wir bilden das 
Innere von C, C,, resp. auf das Innere des Einheitskreises J" in der 
u-Ebene ab, so daB die Punkte z= 0 und w= 0, und in diesen Punkten 
auch die positiven Richtungen der Achsen des Reellen einander entsprechen. 
Wir bezeichnen mit u=(z), ,(z) die Funktionen, welche diese Ab- 
bildungen liefern, und mit z= y(u), y,(u) resp. die Umkehrfunktionen. 
Durch die Abbildung u=,(z) wird die Kurve C in die im Inneren 
von I liegende Jordansche Kurve y, transformiert. 

Die Funktionen f[y(u)] und f{w[¢,(z)]} sind im Inneren von I 
und ©, resp. analytisch und in den entsprechenden abgeschlossenen Be- 
reichen stetig. Um unseren Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dai 
es zu jedem «>0 ein n gibt, so daB fiir irgendeinen Punkt z auf oder 
im Inneren von C die Ungleichung 


(1) Ir{v[e.(2))} —f(2)| <5 


gilt. Denn nach dem Rungeschen Theorem kénnen wir die Funktion 
f {w[,,(z)]} auf C und im Inneren von C beliebig genau durch ein Poly- 
nom p(z) annahern: 


If {v (7, (2)]} — p(z)| <5. 
Hieraus erfolgt unmittelbar die SchluBfolgerung unseres Satzes: 


|f(z)— p(z)|<e 
fiir alle betreffenden Punkte, da gleichmaBige Entwicklung und Annaherung 
mit beliebiger Genauigkeit vollstindig aquivalent sind. 


Wir beweisen die Ungleichung (1) durch die Transformation z = y, (u) 
auf die u-Ebene, d.h. wir wollen zeigen, daB fiir jedes w auf oder im 
Inneren von y, die Ungleichung 


(2) fly (u)] —flva(ull <4 


5) Eine solche Folge l48t sich mit Hilfe eines Quadratnetzes im AuBern von C 
konstruieren. Vgl. Osgood, Funktionentheorie (Leipzig 1912), S. 156. 
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befriedigt ist. Es ist hinreichend, die Ungleichung (2) fiir alle auf y, 
liegenden Punkte u zu beweisen. Wenn der Punkt u auf y, liegt, so liegen 
beide Punkte z = y(u) und z = y, (uw) im abgeschlossenen Bereich, welcher 
aus der Kurve C und ihrem Inneren besteht; in diesem abgeschlossenen 
Bereiche ist f(z) stetig und damit gleichmaBig stetig. Das heiBt, die Un- 
gleichung (2) gilt gleichmaBig fiir alle betreffenden Werte von u, wenn 
wir nur » so auswahlen kénnen, daB | y(u) — y,(u)| beliebig klein ist, 
gleichmaBig fiir alle auf y, liegenden Punkte u. Diese letzte Bedingung 
1a8t sich erfiillen infolge der in I’ gleichmaBigen Konvergenz der Folge {y,}, 
welche aus dem Courantschen Satz erfolgt*). Unser Satz ist hiermit be- 
wiesen. 


Wenn jeder der Bereiche C,, C,,..., C,, durch eine Jordansche Kurve 
begrenzt ist und wenn der kiirzeste Abstand der abgeschlossenen Bereiche 
C;, C; (¢,7=1,2,...,m, +7) voneinander nicht null ist, so ist jede 
innerhalb OC, + 0,+...+0,, analytische, in der entsprechenden ab- 
geschlossenen Punktmenge stetige Funktion in eine gleichmaBig konver- 
gierende Reihe von Polynomen entwickelbar. Wir fiihren den Beweis nicht 
aus, weil derselbe wegen einer ahnlichen Erérterung von Montel”) sehr ein- 
leuchtend ist. 


Die Frage, ob eine innerhalb eines Bereiches analytische und im ent- 
sprechenden abgeschlossenen Bereiche stetige Funktion in eine im abge- 
schlossenen Bereiche gleichmaBig konvergente Reihe von Polynomen ent- 
wickelbar ist, gilt in der Enzyklopadie als ungelést*). In dieser Beziehung 
machen wir vier Bemerkungen, deren Tragweite in Wirklichkeit noch 
gréBer ist, als wir hier zu erértern brauchen. 


1. Unser Satz erstreckt sich nicht bis zum allgemeinsten einfach zu- 
sammenhangenden Bereiche der z-Ebene. Zum Beispiel betrachten wir als 
Bereich einen auBerhalb eines Kreises K liegenden Streifen A, der an 
einem Ende geschlossen ist und sich spiralférmig gegen K unendlich oft 





5) A.a.O. 8,108, Satz IV. Unser Satz kann auch durch den Satz Illa von 
Courant bewiesen werden. 


’) A.a.O. Kap. IV. Die Methode stammt von Runge her. 


*) Hilb und Szész, Bd, Il,, Heft 8, S. 1276 (Sept. 1924). Siehe auch Montel, 
a.a.0. 8. 66—71, wo die Frage im Zusammenhang mit der Annéherungsmethode von 
Tschebyscheff betrachtet ist. Wir haben also bewiesen, da8 fiir eine im Innern einer 
Jordanschen Kurve analytische und im entsprechenden abgeschlossernen Bereich stetige 
Funktion die Methode von Tschebyscheff eine gleichmaBig konvergente Folge von 
Polynomen liefert, deren Grenze die urspriingliche Funktion ist. 

Hilb und Sz4sz bemerken auch, daS Konvexitét des Bereiches geniigt; ich habe 
das unabhingig davon auch bemerkt (a.a.0. S. 168, FuBnote), April 1924. 
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windet und sich beliebig nahe dem Kreis nihert. Die Funktion 
f(z)= 


wo z=a der Mittelpunkt von K ist, ist iiberall im abgeschlossenen Be- 
reiche A analytisch, doch nicht in eine im abgeschlossenen Bereiche 
gleichmaBig konvergente Reihe von Polynomen entwickelbar. Denn die 
Summe F(z) einer solchen Reihe ist innerhalb K analytisch und in der 
abgeschlossenen Kreisfliche stetig. Auf der Kreislinie kann aber nicht 
F(z) = f(z) sein, wegen der Werte der Integrale: 


f F(z)dz=0, ff (z)dz= 2a. 
K x 





1 
s—a’ 


2. Gegeben ein einfach zusammenhdangender Bereich C. Es ist nicht 
wahr, daB die Méglichkeit, eine beliebige im Inneren von C analytische, 
im abgeschlossenen Bereiche stetige Funktion in eine im abgeschlossenen 
Bereiche gleichmafig konvergente Reihe von Polynomen zu entwickeln, 
ergibt, daB C durch eine Jordansche Kurve begrenzt ist. Zum Beispiel, 

' betrachten wir den Bereich C in der z(= re*®)-Ebene: 


| C:1>r25>0, —x<0<a. 


| Jede Funktion f(z), die im Inneren von C analytisch und im entsprechen- 
den abgeschlossenen Bereiche stetig ist, ist auch im ganzen Inneren des 
Bereiches 1 >r>0 analytisch*), und deshalb 146t sich dieselbe auf die 
beschriebene Weise entwickeln. Trotzdem ist der Bereich C nicht durch 
eine Jordansche Kurve begrenzt. 

Ein Bereich, der die besagte Eigenschaft hat, braucht nicht einfach 
zusammenhangend zu sein; das Beispiel 


O’:1>r>0 
ist dem soeben angegebenen Beispiel ahnlich. 


8. Wir nennen einen Randpunkt Q eines Bereiches hebbar, wenn eine 
Umgebung von Q existiert, in der kein Punkt liegt, der sich nicht im 
abgeschlossenen Bereiche befindet. Wenn wir hebbare Randpunkte aus- 
schlieBen, so gilt der folgende Satz, dessen Beweis wir skizzieren: 

Es sei ein zusammenhdngender Bereich C in der z-Hbene gegeben. 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB jede im Bereiche C 
mit HinschluB des Randes reguldre analytische Funktion in eine im ab- 
geschlossenen Bereiche C gleichmafig konvergente Rethe von Polynomen 
entwickelbar sei, ist, daB C entweder mit der ganzen Ebene mit HinschluB 
des Punktes 2 =0o zusammenfalle oder mit einem endlichen einfach zu- 


*) Siehe z. B. Osgood, a.a, 0. 8. 315. 
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sammenhdngenden Bereich, dessen Rand die Ebene in genau zwei zu- 
sammenhdangende Bereiche zerteile’®). 

Wenn der Bereich die ganze Ebene ist, so muB die betreffende Funk- 
tion eine Konstante sein, die natiirlich entwickelbar ist. Sonst mu8 der 
Bereich C beschrankt sein, weil jedes nicht konstante Polynom im Punkte co 
den Wert co hat und eine Reihe von solchen Polynomen in der Umgebung 
des Punktes co nicht gleichmaBig gegen eine stetige Funktion konvergieren 
kann. Von nun an betrachten wir nur endliche Bereiche. Wir nennen C 
den C entsprechenden abgeschlossenen Bereich. 


Die besagte Bedingung ist notwendig. Sonst existiert ein in C nicht 
enthaltener Punkt P: z= 2z,, der sich nicht mit dem Punkt oo durch einen 
Streckenzug, welcher keinen Punkt von C enthilt, verbinden la8t. Samt- 
liche Punkte, die sich mit P durch einen Streckenzug verbinden lassen, 
der keinen Punkt von C enthilt, bilden einen einfach zusammenhingenden 
Bereich B, dessen Rand aus lauter Punkten von C besteht. Die Funktion 


f(z) = 





z—2%, 

ist in jedem Punkt von C regular; wire sie in C entwickelbar, so wire 
die Summe S(z) der Reihe im Inneren von B regular analytisch, was 
nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. 

Wir benutzen hier namlich den folgenden Satz: Stimmen die Werte 
von zwei in einem einfach zusammenhdngenden Bereiche B definierten 
monogenen analytischen Funktionen f,(z) und f,(z) auf dem Rande von B 
tiberein, und sind die Funktionen in der in B liegenden Umgebung des 
Randes von B reguldr, dann sind die Funktionen identisch. Wenn 


namlich die Funktion z= y(u) den Einheitskreis der u-Ebene auf den 
Bereich B abbildet, so ist die Funktion 


0, |u}=1, 
F(u) = flv w)) ~~ Riyise |u| <1, 
t.lv(2)]—felw(Z)], lel >a, 


fiir |w| = 1 regular und Null, und daher identisch Null. 








%) Diese Bedingung lautet auch so, daf C entweder mit der ganzen Ebene zu- 
sammenfalle oder ein endlicher Bereich sei, dessen Kompl ta (d. h. Komple- 


~ 





mentirmenge des abgeschlossenen Bereiches, in bezug auf die ganze Ebene) zu- 
sammenhdnge. 

Diese Bereiche finden sich in einer Klasse von Bereichen, deren schéne Eigen- 
schaften Prof. Carathéodory studiert hat, Math. Annalen 72 (1912), 8. 107—144, 
Kap. III. 
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Die Bedingung ist hinreichend. Denn nach der Regularitét von f(z) 
im abgeschlossenen Bereiche gibt es eine von z, unabhangige positive 
GréBe «, so daB f(z) im Kreise |z—z,|<e regular ist, wenn nur 2, 
in C liegt. Es existiert also eine Jordansche Kurve J, welche C enthilt 
und deren Inneres aus lauter Regularpunkten von f(z) besteht; das Re- 
sultat folgt hiernach aus dem Theorem von Runge. 


Wir beweisen die Existenz der Kurve J genauer. Es gibt in der Tat 
eine endliche Anzahl von Kreisen K,, K,,...,Ky, jeder vom Halbmesser «¢ 
und mit dem Mittelpunkt auf dem Rande von C, die den Rand von C iiber- 
decken. Die Jordansche Kurve, welche aus den zu auBerst liegenden Bogen 
dieser Kreise besteht, enthalt etwa M einfach zusammenhingende Bereiche 
B,, B,,..., By, deren Punkte weder zu C noch zu K,, K,,..., Ky gehéren. 
Ein beliebiger Punkt A, von B, laBt sich mit dem Punkt co durch einen 
Streckenzug verbinden, welcher keinen Punkt von C enthalt. Wir kénnen 
diesen Streckenzug in einen Bereich einschlieBen, der gleichfalls keinen 
Punkt von C enthalt und der durch einen anderen Streckenzug S, be- 
grenzt ist. Die oben gebrauchte Jordansche Kurve J besteht aus Bégen 
von K,, K,,...,Ky und aus Strecken von S,,8,,..., Sy, die in den 
Kreisen K,, K,, ..., Ky liegen. 


4. Es sei die Funktion f(z) im Inneren einer Jordanschen Kurve C 
analytisch und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche C stetig. Eine 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB jede im Inneren 
von C analytische und im abgeschlossenen Bereiche C stetige Funktion F(z) 
in eine im abgeschlossenen Bereiche C gleichmapig konvergierende Reihe 
von Polynomen von f(z) entwickelbar sei: 


ei8 
(3) F(z)= S Se,,(f(2)]", 
#=0 n=0 
besteht darin, dap f(z) im abgeschlossenen Bereiche schlicht sei. 


Eine Funktion f(z) heiBt im abgeschlossenen Bereiche C schlicht, 
wenn die Gleichung 


f(z)=f (2) , 
wo z, und z, zu C gehdren, die Gleichung z, =z, stets ergibt. 
Die Bedingung ist notwendig. Sonst haben wir 
f(2,) = f(z), 


wo 2, +2, ist und z, und z, inC sind. Die Funktion F(z) =z ist dann 
in © nicht entwickelbar, weil die Reihen (3) fiir zz, und fiir z=, 
identisch sind, jedoch F(z,) + F(z,) ist. 
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Die Bedingung ist hinreichend. Der Bereich C entspricht einem Be- 
reiche B in der u-Ebene mittels der ein-eindeutigen Transformation 
u= f(z). Der Bereich B ist durch eine Jordansche Kurve begrenzt. Wir 
haben also nach unserem Hauptsatze die im abgeschlossenen Bereiche B 
gleichm&Big konvergierende Entwicklung 


(4) Flp(u)) = $ Zein’ 


wo F(z) eine beliebige in C analytische, in C stetige Funktion ist, und 
wo p(u) die Umkehrfunktion von f(z) ist. Die Reihen (3) und (4) sind 
aquivalent. 

Dieser Satz gilt auch fiir einen unendlichen Bereich (, der durch 
eine Jordansche Kurve begrenzt ist. 


(Eingegangen am 24. 10. 1925.) 

















Uber die Entwicklung einer Funktion einer komplexen 








Verainderlichen nach Polynomen. 


Von 


J. L. Walsh in Miinchen’), 


In dem vorliegenden Artikel soll in der Hauptsache ein Beweis des 
folgenden Satzes entwickelt werden: 


Satz I. Ist die komplexe Funktion F(z) der komplexen Verdnder- 
lichen z= 2+ ty stetig auf einer Jordanschen Kurve C, die den Punkt 
z= 0 einschlieBt, so laBt sich F(z) in eine auf C gleichmapig konver- 
gierende Reihe von Polynomen in z und 1/z entwickeln. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des klassischen Satzes von 
WeierstraB, daB jede stetige periodische Funktion von ©(@) von Periode 22 
sich gleichmaBig entwickeln laBt in eine Reihe von trigonometrischen 
Polynomen: 


(6) = DP» 34, cos n@ + bd, sin n@). 


Satz I ist mit dem Satze von Weierstra® identisch, wenn die Kurve C 
der Einheitskreis ist, denn die Relationen 
z"—2z-" 


sin n§ = ——-; » cosn? = 
+ 





s*+3-* 
, 


z"=cosn0+isinn0, 2" =—cosn@ —isinn# 
gelten dann auf C. Jedes trigonometrische Polynom ist ein Polynom 
vor. z und 1/z, und umgekehrt. 


Satz I findet sich schon bewiesen fiir den Fall, daB die Kurve C eine 
analytische Kurve ist*), 


) National Research Fellow. 


*) Walsh, Transactions of the American Mathematical Society 26 (1924), 8S. 168, 
FuBnote. 
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Satz I ist dem folgenden neulich bewiesenen Satz*) ahnlich, welchen 
wir im Beweis gebrauchen: 


Satz Il. Ist die Funktion F(z) im Inneren einer Jordanschen 
Kurve C analytisch und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig, 
so lapt sich F(z) in eine im abgeschlossenen Bereiche gleichmapfig kon- 
vergierende Reihe von Polynomen in z entwickeln. 

Satz II wird durch einen Satz von Courant iiber konforme Abbil- 
dung‘) gewonnen, dessen Benutzung mir Prof. Carathéodory geraten hat. 

Zum Beweise von Satz I benutzen wir den folgenden Hilfssatz: 


Satz Ill. Es sei B ein ringférmiger Bereich, der durch zwei 
Jordansche Kurven C, und C,, die keinen gemeinsamen Punkt besitzen, 
begrenzt wird, und es sei die Funktion F(z) im Inneren von B analytisch, 
im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig. Wenn der Nullpunkt 
im Inneren von C, und C, liegt, so laBt sich F(z) gleichmapig im ab- 
geschlossenen Bereiche B nach Polynomen von z und 1/2 entwickeln. Wenn 
C, im Inneren von C, liegt, so ist diese Entwicklung die Summe einer 
auf und innerhalb C, gleichmafig konvergierenden Reihe von Polynomen 
von z und einer auf und auferhalb C, gleichmapig konvergierenden Reihe 
von Polynomen von 1/2. 

Es seien K, und K, zwei im Bereiche B liegende analytische Jordan- 
sche Kurven, so daB jede die Kurve C, einschlieBt, und es liege K, im 
Inneren von K,. Die Funktionen 
(1) R(z)=p5)7O", Fes) SS. 

k, R, 
wo die Integrale im positiven Sinne in bezug auf den durch K, und K, 
begrenzten Bereich erstreckt sind, verhalten sich im Inneren von K, bzw. 
im AuBeren von K, analytisch. Wenn z zwischen K, und .{, liegt, so 
gilt die Gleichung 


(2) F(z) = F,(z) + F,(z). 
Die Integrale (1) sind von der besonderen Wahl der Kurven K, und K, 


*)} Walsh, Mathematische Annalen 96 (1926), S. 480—436. 

(Bemerkung bei der Korrektur.) Ich habe erst neulich (am 23. Juli 1926) 
durch eine freundliche miindliche Mitteilung von Herrn Marcel Riesz erfahbren, dab 
dieser Satz durch die von Carleman benutzten Methoden sich beweisen 1laBt. 
Carleman hat einen ahnlichen aber weniger allgemeinen Satz bewiesen. Vgl. ,Uber 
die Approximation analytischer Funktionen“, Arkiv fér Matematik, Astronomi och 
Fysik 17 (1922—23). : 

Herr Riesz hat diese Tatsache vor drei Jahren bemerkt, ohne sie zu publizieren. 

*) Géttinger Nachrichten 1914, S. 101—109, Satz IV. 
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unabhingig; wir lassen diese Kurven die Kurven C, bzw. C, annahern. 
Die Funktion F,(z) ist im ganzen Inneren von K, _regular-ana- 
lytisch. Wenn z zwischen K, und K, liegt, aber sich einem Punkt von C, 
nahert, so nahern sich F(z) und F,(z) — und deshalb auch F,(z) — 
stetigen Grenzwerten. Die Funktion F,(z) betrigt sich ebenso, wenn z 
gegen einen Punkt von C, geht. D. h. die Funktionen F,(z) und F,(z) 
sind im Inneren von C, analytisch, im entsprechenden abgeschlossenen Be- 
reiche stetig, bzw. im AuBeren von C, (inklusive des Purktes oo) analy- 
tisch, im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig, wenn passende 
Definitionen dieser Funktionen auf den Kurven gegeben werden. Die 
Gleichung (2) gilt fiir alle im abgeschlossenen Bereiche B liegenden Punkte. 

Die Funktion F, (z) la8t sich nach Satz II auf und im Inneren von C, 
nach Polynomen von z gleichmaBig entwickeln. Man sieht durch die Trans- 
formation z = 1/z’, daB die Funktion F,(z) sich auf und im AuBeren von C, 
nach Polynomen von z’ gleichmaBig entwickeln la8t. Die gliedweise Summe 
dieser beiden Entwicklungen befriedigt die Behauptungen unseres Satzes. 

Jetzt kénnen wir den Satz I leicht beweisen: es sei u = f(z) eine 
Funktion, die das Innere von C auf das Innere des Einheitskreises I" in 
der u-Ebene abbildet, so daB f(0)=0 ist, und es sei z = y(u) die Um- 
kehrfunktion von f(z). Die Funktion F[q(u)] ist auf I definiert und 
stetig und 148t sich dort nach Polynomen von uw und 1/u nach dem 
WeierstraBschen Satze gleichmaBig entwickeln. D. h. wir haben auf C 
die gleichmaBige Entwicklung 

a 

(3) F(z)= SD ea (fle)]”. 
Die Funktion f(z) laBt sich nach Satz II auf C durch Polynome von z 
gleichmaBig approximieren. Die Funktion 1/f(z) ist im Inneren von C 
iiberall regular-analytisch, auBer im einzelnen Punkte z = 0. Nach Satz III 
laBt sich 1/f(z) auf C durch Polynome von z und 1/z gleichmaBig ap- 


proximieren®). Der Satz I folgt nun mit Hilfe der Gleichung (3). 


5) Ich verdanke Prof. Hartogs die Idee der folgenden Bemerkung. 

Satz III ist an und fiir sich vielleicht nicht ohne Interesse. Man kann aber 
beweisen, da& die Funktion 1/f(z) sich auf C nach Polynomen von z und 1/z gleich- 
maBig approximieren la8t; daher folgt Satz I ohne Gebrauch von Satz III. Die 
Funktion f(z) hat nimlich eine einfache Nullstelle in z=0, und die Funktion 
1/f(z) dort einen einfachen Pol: 


rayne thie), 


wo f,(z) im Inneren von C analytisch ist und im entsprechenden abgeschlossenen 
Bereich stetig. Die Gleichung gilt im abgeschlossenen Bereich. In diesem abgeschlos- 
senen Bereich 1a8t sich f,(z) durch Polynome von z gleichmaBig approximieren, 
also 1/f(z) durch Polynome von z und 1/z. 
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Einige weitere Tatsachen sind noch bemerkenswert. 

1°. Satz I kann auch foigendermaBen ausgesprochen werden: 

Ist die Funktion F(z) auf der Jordanschen Kurve C stetig, so lapt 
sich F(z) in eine auf C gleichmafig konvergierende Reihe von rationalen 
Funktionen von z entwickeln. 

Die Entwicklung, die im Satze I betrachtet wird, ist schon eine Ent- 
wicklung nach rationalen Funktionen, und behalt diese Eigenschaft nach 
einer garzen oder gebrochenen linearen Transformation der Ebene. Wir 
brauchen also, um die Aquivalenz dieser Saitze nachzuweisen, nur das Um- 
gekehrte zu betrachten. 

Wenn eine Funktion F(z) nach rationalen Funktionen entwickelbar 
ist, so haben héchstens endlichviele dieser Funktionen Pole auf C. Jede 
rationale Funktion, die keinen Pol auf C hat, la8t sich auf C nach 
Satz III durch Polynome in z und 1/z gleichmaSig approximieren, wenn 
die Lage der Kurve C die verlangte ist. Die Funktion F(z) laBt sich 
also auf C nach Polynomen von z und 1/z entwickeln. 

Die jetzige Formulierung des Satzes I ist aber auch giiltig, wenn die 
Kurve C den Nullpunkt nicht einschlieBt, und auch wenn die Kurve C 
sich ins Unendliche erstreckt. 


2°. Ist die Funktion f(z) auf einer Jordanschen Kurve C stetig, so 
ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine beliebige 
auf C stetige Funktion F(z) in eine auf C gleichmafig konvergierende 
Reihe von Polynomen von f(z) und 1/f(z) entwickelbar sei, daB die 
Transformation u = f(z) die Kurve C ein-eindeutig auf eine den Punkt 
u=0 einschlieBende Jordansche Kurve in der u- Ebene abbilde. 

Die Bedingung ist notwendig. Zuerst bilden die Punkte u = f(z) 
eine Jordansche Kurve K, weil die Abbildung u = f(z) ein-eindeutig ist. 
Die Transformation u = f(z) ist naémlich ebenso wie f(z) selbst eindeutig. 
Die Umkehrfunktion z = p(u) ist gleichfalls eindeutig. In der Tat, wire 

f(2,) = f(%), ZF, Br Be auf C, 
so ware die Funktion F(z)—2z nicht entwickelbar, denn die Reihen fiir 
z=2, und z=z, waren dieselben, mit F(z,) + F(z,). 

Liegt zweitens der Punkt u = 0 auf X, so ist 1/f(z) in einem Punkt 
unendlich und es kénnen nur endlich viele Glieder der Entwicklung von 
F(z) negative Potenzen von f(z) enthalten; also ist jede Funktion F(z) 
nur nach Polynomen von f(z) gleichmaBig entwickelbar. D. h. jede auf K 
stetige Funktion F[g(u)] ware nach Polynomen von u gleichmaBig ent- 
wickelbar. Liegt anderseits u = 0 auBerhalb K, so ist 1/u auf und inner- 
halb K regular-analytisch und dort nach Polynomen von u gleichmaBig ent- 
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wickelbar; infolgedessen ist ebenfalls jede auf K stetige Funktion F[y(«)} 
nach Polynomen von wu gleichmaBig entwickelbar. Hier haben wir einen 
Widerspruch, weil die Funktion F[q(u)] = <— wo u, innerhalb K liegt, 
stetig ist und doch nicht nach Polynomen von u gleichmaBig entwickelbar*). 

Die Bedingung ist hinreichend. Die beliebige stetige Funktion 
F(z)= F((u)} ist auf KX nach Polynomen von u und 1/u gleichmabig 
entwickelbar, d.h. nach Polynomen von f(z) und 1/f(z). 

Es ist nach dieser Erérterung klar, daB es keine auf C stetige Funk- 
tion f(z) gibt, derartig, daB jede auf C stetige Funktion F(z) nach Poly- 
nomen nur von f(z) entwickelbar ist. 

Fiir die Giiltigkeit der Bemerkung 2° braucht nicht die Kurve C 
endlich zu sein. 

3°. Es sei B ein Bereich, der durch zwei Jordansche Kurven C, und 
C, begrenzt ist, und mége C, auBerhalb der Kurve C, liegen. Es exi- 
stiert dann keine Funktion f(z), die im Inneren von B analytisch, im 
entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig ist, so daB eine beliebige, 
im Inneren von B analytische, im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche 
stetige Funktion F(z) nach Polynomen von f(z) gleichmaBig entwickel- 
bar ist. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB jede 
solche Funktion F(z) nach Polynomen von f(z) und 1/f(z) gleichmabig 
entwickelbar sei, ist, da8 durch die Transformation u = f(z) der Bereich B 
einem Bereiche B’ entspreche, welcher durch zwei Jordansche Kurven ohne 
gemeinsamen Punkt begrenzt ist, und daB jede dieser Kurven den Null- 


punkt einschlieBe. 


*) Kine solche Entwicklung wiirde eine im ganzen Inneren von C analytische 
Funktion darstellen, was wegen des folgenden Satzes unméglich ist: 

Stimmen die Werte von zwei in einem einfach zusammenhdngenden Bereiche B 
definierten monogenen analytischen Funktionen auf dem Rande von B iiberein, und 
sind die Funktionen in der in B liegenden Umgebung des Randes von B regular, 
in der entsprechenden abgeschlossenen Umgebung stetig, dann sind die Funktionen 

Ein Beweis dieses Satzes findet sich skizziert bei Walsh, Math. Annalen loc. cit. 
Es ist auch nicht notwendig fiir die Giiltigkeit dieses Satzes bzw. seines dort ge- 
gebenen Beweises, daB die Werte der fraglichen Funktionen auf dem ganzen Rande 
von B iibereinstimmen. 

Wir haben in der Tat durch die dort gegebene Skizze den folgenden Satz: 

Es sei die Funktion F(z) auf dem Rande eines beschrankten Bereiches B regular- 
analytisch. Kine notwendige und hinreichende Bedinygung dafiir, daS F(z) auf dem 
Rande von B (bzw. im ganzen abgeschlossenen Bereich B) nach Polynomen von z 
gleichmabig entwickelbar sei, besteht darin, dab F(z) in jedem Punkt regular-analy- 
tisch sei, der sich nicht mit dem Punkt « durch einen Streckenzug, der keinen Punkt 
des Randes von B enthalt, verbinden last. 

Dieser Satz gilt auch, wenn der Bereich B mehrfach zusammenhingend ist. 

Mathematische Annalen. 96. 29. 
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Der Beweis ist einfach und wird dem Leser iiberlassen. 

4°. Man kann ein weitergehendes Resultat als den Satz I herleiten, 
wenn die Funktion F(z) auf C eine Bedingung von Lipschitz befriedigt 
und wenn die Kurve C im Sinne von Osgood’) regular ist. 

Die Funktion F(z) 1a8t sich namlich als die Summe 
(4) F(z) = F,(z) + F, (2) 
schreiben, wo F,(z) im Inneren von C analytisch ist und im entsprechen- 
den abgeschlossenen Bereich stetig, und wo F,(z) im AuBeren von C ana- 
lytisch ist und im entsprechenden abgeschlossenen Bereich stetig’‘). 


Entwickelt man die Funktionen F,(z) und F,(z), so bekommt man 
nach (4) die Entwicklung 


(5) Fe) = 3 Sa,2"+ 5 3a,,.2" 


wo die Reihen auf und im Inneren von C, bzw. auf und im AuBeren 
von C gleichmaBig konvergieren. Die Entwicklung (5) ist natiirlich nicht 
méglich fiir alle auf C blo8 stetigen Funktionen, wenn auch C regular ist. 
5°. Hs sei der Bereich B durch die Jordanschen Kurven C,, C,, ..., C, 
begrenzt, wo B innerhalb O, und auferhalb C,,C,,...,C, Wegt, und 
wo die Kurve ©; keinen gemeinsamen Punkt mit der Kurve 
O; (¢,7=0,1,...,, #47) hat. He seien 2,,2,,...,2, beliebige Punkte 
innerhalb C,,C,,...,C, baw. Ist die Funktion F(z) innerhalb B ana- 
lytisch und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig, so ist sie 
in demselben abgeschlossenen Bereiche die Summe von (n +- 1) Funktionen: 
F(z) = F,(z)+ F,(z)+ F,(z)+ ... + F(z), 
wo F,(z) im Inneren von C, regular und im entsprechenden abgeschlossenen 
Bereiche stetig ist und wo F,(z), k=1,2,...,, im AuBeren von OC, 
reguldr und im entsprechenden abgeschlossenen Bereiche stetig ist. Die 
Funktion F(z) ist also im abgeschlossenen Bereiche B als die Summe 
von (n-+-1) Rethen entwickelbar: 


F(z)= > Saint” +S Sains —2,)-™ 


t=0 m=0 
+3 Saia(s—4) "+... +8 Sa@(s—m)-*. 
t=0 m=0 t=0 m=0 


Jede dieser Rethen konvergiert im abgeschlossenen Bereiche B gleichmafig; 
die erste konvergiert auf und im Inneren von C, gleichmapig, die 


") Funktionentheorie I (Leipzig 1912), 8. 51. 
*) Plemelj, Monatshefte fiir Math. und Phys. 19 (1909), 8. 205-210. 
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(k-+1)-te, k=1,2,...,, konvergiert auf und im Auferen von C, 
gleichma fig. : 

Der Beweis dieses Satzes ist fast genau derselbe wie der Beweis des 
Satzes ITI. 

6°. Jede Funktion F(z), die auf einem Jordanschen Kurvenstiick C’ 
stetig ist, lat sich auf CO’ nach Polynomen von z gleichmapig entwickeln. 

Man kann eine Jordausche Kurve C konstruieren, von welcher das 
Stiick C’ ein Bogen ist®). Wir nehmen an, daB8 der Nullpunkt inner- 
halb C liegt. Die Funktion Fiz) laBt sich auf C fortsetzen, so daB die 
erweiterte Funktion F(z) auf der ganzen Kurve C stetig ist. Nach Satz I 
1a8t sich die Funktion F(z) auf C nach Polynomen von z und 1/2 gleich- 
maBig entwickeln. 

Die Funktion 1/z la8t sich auf C’ nach Polynomen von z gleich- 
maBig approximieren. In der Tat, sei K ein Jordansches Kurvenstiick, 
welches den Nullpunkt mit dem Punkt oo verbindet, und welches keinen 
Punkt von OQ’ enthalt*®), Die in solcher Weise aufgeschnittene Ebene ist 
ein einfach zusammenhiangender Bereich B, in dessen Inneren die Funktion 1/z 
regulér-analytisch ist, und dessen Inneres den Punkt oo nicht enthilt. 
Nach dem wohlbekannten Satze von Runge ist also die Funktion 1/z im 
Inneren von B nach Polynomen von z entwickelbar und die Reihe kon- 
vergiert gleichmaBig in jedem ganz im Inneren von B liegenden abge- 
schlossenen Bereich, daher auf C’. 

Da F(z) auf C’ nach Polynomen von z und 1/z gleichmaBig ent- 
wickelbar ist, und da die Funktion 1/z sich auf C’ durch Polynome von z 
gleichmaBig approximieren laBt, so ist F\z) auf C’ nach Polynomen von z 
gleichmaBig entwickelbar. 

Die Bemerkung 6° ist eine direkte Verallgemeinerung des klassischen 
WeierstraBschen Satzes, daB jede in einem abgeschlossenen Interval] 
a<2x<b stetige Funktion F(x) sich in diesem Intervall nach Polynomen 
in x gleichmaBig entwickeln laBt. 

* Diese Bemerkung 6° hat der Verfasser erst nach einer Unterredung 
mit Professor Hartogs gemacht. Professor Hartogs hatte schon diese Be- 
merkung fiir ein analytisches Kurvenstiick C’ gebraucht, um weitere An- 
wendungen auf Entwicklungen nach Polynomen zu machen. Die allge- 
meinere Bemerkung 6° ist ebenfalls weiterer Anwendungen fahig*). 


*%) Vgl. von Kerékjart6, Topologie I, 8S. 69 (Berlin 1928). 
10) Ein einfacher Bogen zerlegt die Ebene nicht. von Kerékjarté, 1. c. 8. 67. 
11) Hartogs und Rosenthal, eine Arbeit, die in den Mathem. Annalen erscheint. 
(Bemerkung bei der Korrektur.) Noch eine weitere Anwendung ist fol- 
gende: Ist die Funktion F(z) auf einer beschrankten abzdhibaren Punktmenge M, die 
(Forteetzung auf der nichsten Seite.) 
29* 
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Fiir die urspriingliche Bemerkung 6° mu die Kurve C’ ganz im 
Endlichen liegen, aber fiir die folgende Bemerkung — die sehr leicht zu 
beweisen ist — kann die Kurve C’ sich ins Unendliche erstrecken. 


Es sei die Funktion f(z) auf einem Jordanschen Kurvenstiick C’ 
stetig. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap jede auf C’ 
stelige Funktion nach Polynomen von f(z) gleichmaBig entwickelbar sei, 
besteht darin, daB f(z,)+f(z,) sei, wenn z, +2, ist und z, und z, 
auf C’ liegen. 

Diese Bedingung ist nimlich die, daB die Transformation u = f(z) 
das Kurvenstiick C’ eineindeutig auf ein beschrinktes Jordansches Kurven- 
stiick abbildet. 

Wenn die Funktion f(z) reell ist, so ist also notwendig und hin- 
reichend, daB f(z) monoton im engeren Sinne sei. 

Sind die Punkte der Kurve C’ als eine eindeutige stetige Funktion 
z(t) des reellen Parameters ¢ gegeben, wo z(t,)+ z(t.) ist, wenn ¢, +t, 
ist, 80 heiBt monoton im engeren Sinne, daB t, < t, stets f[z(t,)| << f[z(t,)] 
ergibt, oder daB t, < t, stets f[z(i,)] > f[z(t,)] ergibt. Wenn die Kurve (’ 
ein Intervall der reellen Axe ist, so ist diese Bedingung, daB f(z) streng 
monoton sei'*), 

Es gibt also keine stetige reelle oder komplexe Funktion f(z) von 
Periode p, derartig, daB eine beliebige stetige Funktion F(z) der reellen 
Verinderlichen z von Periode p nach Polynomen von f(z) gleichmaBig 
approximierbar ist. Nach Bemerkung 2° gibt es auch keine reelle stetige 
Funktion f(z) von Periode p, so daB eine beliebige stetige Funktion F(z) 
der reellen Verinderlichen z von Periode p nach Polynomen von f(z) 
und 1/f(z) gleichmaBig entwickelbar ist. Eine notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir eine solche komplexe Funktion f(z) ist natiirlich in Be- 
merkung 2° enthalten. 

7°. Wenn man eine stetige Funktion einer reellen Veranderlichen z 
durch Polynome von f(x) gleichmaBig approximieren will, so ist es keines- 


nur endlich viele Hiufungspunkte besitzt, stetig, dann ist F(z) auf M nach Polynomen 
in z gleichmakig entwickelbar. Man konstruiert in der Tat ein Jordansches Kurven- 
stiick C , welches die Menge M enthilt, und man erweltert die Definition der Funk- 
tion F(z), so daB sie iiberall auf C definiert und stetig ist. Die Funktion F(z) ist 
auf C nach Polynomen gleichmaBig entwickelbar, also auch auf M. Diese Aussage 
wurde von Herrn Szegé und mir zusammen formuliert. 

1) Eine solche Transformation u = f (z) wird oft von Lebesgue, 8, Bernstein, Jackson, 
de la Valjée-Poussin und anderen in der Theorie der Approximation durch Poly- 
nome einer reellen Verinderlichen gebraucht, um Resultate iiber rationale Poly- 
nome bei der Anniaherung durch trigonometrische Polynome anzuwenden, und 
umgekehrt. Vgl. de la Vallée-Poussin, Approximation des fonctions d’une variable 
réelle (Paris 1919). 
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wegs notwendig, daB f(z) selbst stetig sei**). Wir beweisen in der Tat 
das folgende fiir reelle Funktionen: 

Es sei die reelle Funktion f\x) definiert auf der beschrankten Punkt- 
menge C der reellen Achse. Hine notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB eine willkirliche auf C im engeren Sinne stetige Funktion F(x) 
nach Polynomen von f(x) gleichmaBig entwickelbar sei, besteht darin, 
daB f(x) eine beschrénkte Funktion sei, deren Umkehrfunktion eindeutig 
und im engeren Sinne stetig ist. 

Die Funktion g(z) heiBt tm engeren Sinne stetig, wenn limz, = z, 


n->@ 
nur dann in sich schlieBt, daB limg(z,) existiert, wenn g(z,) definiert 
n-?o2 


ist, und da8 diese Grenze gleich g(z,) ist, wenn auch g(z,) definiert ist. 


Diese Bedingungen sind notwendig. Die Funktion f(z) mu8 beschrankt 
sein, sonst ist keine beschrankte Funktion F(x) gleichmaBig entwickelbar, 
auBer einer Konstanten. Die Umkehrfunktion z=q(u) von u = f(z) 
mu8 eine eindeutige Funktion von u sein. Sonst hatten wir 


t(z,)=f(%), rey. 
In diesem Falle wire die Funktion F(z)=<z nicht gleichmaBig ent- 
wickelbar, weil die Reihen fir z=—2z, und z=, dieselben waren, mit 
F(2x,) + F(z,). 
Die Funktion g(u) muB im engeren Sinne stetig sein, sonst hitten wir 
lim t=, lim 9(%,) = go, 
n->@ 


ano 


lim ug = Uo, lim ¢ (tm) = 5 + Po 
n i 3) 


n?>@ 


wo die Werte u, alle gleich u, sein diirfen, Wir hitten auch anderseits 
fiir F(x) =a die Reihen 


(6) P(2)= S Seislf(e)]", ecg konstant, 


(um) = 3 Semut, p(w) = S Sein (uf). 
{=0 n=0 t=0 n=0 


8) Die Funktion f(z) kann ja in jedem Punkt unstetig sein. Es sei zum Bei- 
spiel das Intervall 0< 2<1; wir setzen 


r2)={ z, rational, 
~ \2+2, = irrational. 


Man kann jede fiir 0 < z< 1 stetige Funktion durch Polynome von /(zx) gleichmaBig 
approximieren. 











446 J. L. Walsh. 
Die entsprechenden Gleichungen fiir die Grenzwerte: 


ie 


Cin Uo » 


Ms 


wo é 
Y=» > Cin Uo ; Yo = 


i=0 n=0 i= 


°o 


n=0 


enthalten also den Widerspruch ¢ = 9. 

Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktion F[q(u)] ist vielleicht 
nicht auf einer abgeschlossenen Punktmenge definiert, aber laBt sich er- 
weitern, so daB sie auf einer abgeschlossenen Punktmenge definiert und 
stetig ist und zwar so, daB sie fiir alle Werte von u definiert und stetig 
ist. Wenn M so gewahlt ist, da8 |f(z)| <M ist, so ist F[p(u)] 
fir — M<u<M nach Polynomen von u gleichmaBig entwickelbar: 


Flo(u)l=S Seinu" 


ist, welches gleichwertig mit (6) ist. Hiermit ist unser Beweis vollendet. 

Dieser Satz gilt auch fiir eine unbeschrinkte Punktmenge C, wenn 
in der Definition der Stetigkeit im engeren Sinne auch der Wert co als 
Grenzwert fiir abhingige und unabhingige Veranderliche zulassig ist, und 
wenn wir nur beschrankte Funktionen F(z) entwickeln. 


8°. Man kann auch analytische Funktionen einer komplexen Ver- 
anderlichen durch Polynome einer unstetigen Funktion gleichmaBig ap- 
proximieren. Wir geben nur ein sehr einfaches Beispiel; die Erérterung 
1aBt sich leicht verallgemeinern und der Leser wird dann einen allgemeinen 
Satz formulieren kénnen. 

In der z(—= 2+ y)-Ebene sei u = f, (z) die Funktion, die das Innere 
des Halbkreises y >0,|z|< 1 auf das Innere des Kreises C,: |u| <2 
abbildet und sei uw = f,(z) die Funktion, die das Innere des Halbkreises 
y <0,|z|<1 auf das Innere einer beliebigen Jordanschen Kurve C, 
abbildet, die im Kreise |u—3|<% liegt. Die Funktionen f,(z) bzw. 
f,(z) sind in diesen abgeschlossenen Halbkreisen stetig, wenn passende 
Definitionen der Funktionen auf den Randern gegeben werden. Es sei C, 
eine beliebige geschlossene Jordansche Kurve, die im Kreise |u — 5¢| <1 
liegt, und C, ein beliebiges Jordansches Kurvenstiick: u=— a(t), O<t<1 
[wobei m(t,)+ w(t,) ist, wenn ¢, +, ist], das im Inneren des Kreises 
ju—9+6¢|—8 liegt. Es sei u—/f,(z) die Funktion, die das Innere 
des Kreises C: |z|— 1 auf das Innere von C, abbildet; die Funktion f, (z) 
ist im abgeschlossenen Bereich |z| <1 stetig. 

















Entwicklung nach Polynomen. 
Wir betrachten jetzt die Funktion: 

f,(2), y>O, |z|<1, 

fy (2), y<0, je|<1, 
w(z), O<2<1, 

f,(z), -—1g2<0, = rational, y=0, 





MO) 5a, {Toect, & 
fy(z), |2|—1, 2°+1, 
1492, z=0, 
1776, 2=1, 


die im ganzen abgeschlossenen Bereich C: |z|< 1 definiert ist. Wir be- 
haupten: Ist F(z) im Inneren von C analytisch, im enteprechenden ab- 
geschlossenen Bereich stetig, so laBt sich F(z) nach Polynomen von f(z) 
im abgeschlossenen Bereich gleichmafig entwickeln. 

Es sei z= (u) die Umkehrfunktion von u= f(z). Die Funktion 
F[(@(u)] ist, wenn die Definition passend erweitert wird, im Inneren von 
C,, C,, C, analytisch, im entsprechenden abgeschlossenen Bereich stetig. 
Nach Bemerkung 6° la8t sich F[q(u)| auf C, durch Polynome von u 
gleichma&Big approximieren. Wir setzen noch 


F(0), |u— 1492|/<1, 
Fle“)l={ ar). vi 1776| <1. 
Die in solcher Weise erweiterte Funktion F[g(u)] ist also nach Poly- 
nomen von u gleichmaBig entwickelbar™), und es bleibt nur « durch f(z) 
zu ersetzen, um die Behauptung zu erweisen. 

Eine solche Funktion f(z), die die Eigenschaft hat, daB jede Funktion 
F(z), die fiir |z; << 1 analytisch und im abgeschlossenen Bereich C: |z| <1 
stetig ist, sich nach Polynomen von f(z) gleichmaBig entwickeln laBt, 
braucht aber in keinem Punkt stetig zu sein. Die Funktion 

z, z und y rational, 
f(2)= fy (2), in jedem anderen Punkte, 
wo f,(z) die obige Bedeutung hat, besitzt die besagte Eigenschaft. 

9°. Wir fiigen noch einen Satz iiber den Grad der Approximation 
hinzu: 

Es sei die Funktion F(z) auf einer Jordanschen Kurve C definiert. 
Hine notwendige und hinretchende Bedingung dafir, daB Polynome n-ten 


14) Walsh, Math. Annalen, loc. cit. 
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Grades V,(z) existieren, n=0,1,2,..., derartig, daB die Ungleichheit 
(7) |F(2)— Va(2)1< Fe 


B,R>1, konstant und von n,z unabhingig, 


fiir sdémtliche z auf C befriedigt sei, besteht darin, daB eine auf und im 
Inneren von C reguldr-analylische Funktion F(z) existiere, die auf C 
mit der gegebenen Funktion F(z) tibereinstimmt. 

Wenn die Ungleichheit (7) fiir samtliche z auf C befriedigt ist, so 
existiert natiirlich eine im Inneren von C regulire, im entsprechenden 
abgeschlossenen Bereiche stetige Funktion f(z), die auf C mit der ge- 
gebenen Funktion f(z) itibereinstimmt, so daS (7) fiir alle z im ab- 
geschlossenen Bereiche befriedigt ist; die Funktion F(z) ist bloB die 
Grenzfunktion der Folge V, (z). 

Das Wesentliche dieses Satzes findet sich schon bei Szegé**), ob- 
gleich nicht ausdriicklich betont, aber nur fiir den Fall, da8 die Kurve C 
analytisch ist. 

Wir geben den Beweis dieses Satzes, wenn die Kurve C der Einheits- 
kreis ist. Einerseits ist, wenn die Funktion F(z) auf und im Inneren 
von C regular-analytisch ist, F(z) regular-analytisch in einem mit C kon- 
zentrischen, aber gréGeren Kreis, und die Abschnitte V,(z) der Taylor- 
schen Entwicklung um den Nullpunkt von F(z) befriedigen die Be- 
dingung (7). Anderseits bekommt man fiir die Taylorschen Koeffizienten c,, 
von F(z), wenn F(z) auf C gegeben ist, so 4°23 (7) befriedigt ist, 


¢.= rai J F(z)2-*-1dz= ri) [F(z) — V,_,(z)]2-*- dz, 


(8) leu S sans: 


Aus (8) folgt unmittelbar, daB die Taylorsche Entwicklung der vorher 
beschriebenen Funktion f(z) in einem Kreis vom Radius 0 (1 < 9 < R) 
gleichmaBig konvergiert. Die Funktion F(z) ist daher auf C regular- 
analytisch. 








1% Math. Zeitechr. 9 (1921), S. 218-270, insbesondere S. 263-267; der Beweis 
dafiir, daB die besagte Bedingung hinreichend ist, stammt im wesentlichen von 
Fejér her. 

Dieses Resultat wurde, wenn C eine Ellipse ist, von 8S. Bernstein schon friher 
bewiesen: Mémoires Acad. Roy. de Belgique, Cl. des Sc. (2) 4 (1912), Satze 24, 61. 

Fiir den Kreis vgl. auch de la Vallée-Poussin, loc. cit. Ch. VIII, IX. 

(Bemerkung bei der Korrektur.) Siehe auch eine Arbeit von Walsh, 
Miinchner Berichte, 1926. 
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Dieser soeben gegebene Beweis stammt im wesentlichen von Szegé; 
er gilt fast unverandert fiir irgendeine analytische Jordansche Kurve C, 
wenn man nicht mehr die Taylorsche Entwicklung, sondern die Entwick- 
lung nach den zur Kurve C gehérenden Polynomen P,(z) (von Szegé) 
gebraucht. 


Der Satz erstreckt sich aber bis zur allgemeinsten Jordanschen Kurve C. 
Die besagte Bedingung ist hinreichend. Die Funktion F(z) ist auf und 
im Inneren von C regular-analytisch, darum in einem gréBeren abgeschlos- 
senen Bereiche reguliar-analytisch, der aus einer auBerhalb C liegenden 
analytischen Jordanschen Kurve C, und ihrem Inneren besteht. Eine 
Folge von Polynomen existiert mit der Eigenschaft (7) fiir jedes z auf 
und im Inneren von C,, infolgedessen fiir jedes z auf und im Inneren 
von 0. 


Die Bedingung ist notwendig. Es gibt nach einem Satz von 
Carathéodory**) auBerhalb bzw. innerhalb C liegende analytische Jordan- 
sche Kurven C, und ©,, so daB das AuBere von C, baw. C, auf das 
AuBere des Kreises |u| =o bzw. |u| —1(1<@< R) abgebildet wird 
durch eine und dieselbe Transformation u = (z), wobei g(co) = oo ist. 
Die Entwicklung der schon definierten Funktion f(z) nach den zu C, ge- 
hérenden Polynomen P,(z) von Szegé konvergiert gleichmaBig im abge- 
schlossenen Bereiche, welcher aus der Kurve C, und ihrem Inneren be- 
steht, wegen der zu (8) entsprechenden Abschitzung. Der Satz ist also 
vollstindig bewiesen. 


Der Satz von Carathéodory und folglich auch unser Satz (mit dem 
obigen Beweis) gilt fiir allgemeinere Bereichgrenzen als Jordansche Kurven. 


Wir greifen den folgenden Satz heraus: 


Es sei die Punktmenge C die volle Grenze eines beschrankten (ev. mehr- 
fach zusammenhdngenden) Bereiches B, und es sei die Funktion F(z) 
auf C definiert. Hine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB Polynome n-ten Grades V,(z) existieren, n=0,1,2,..., derartig, 
daB die Ungleichheit (7) fiir sdmtliche z auf C befriedigt sei, besteht 
darin, daB eine im abgeschlossenen Inneren von C reguldr-analytische 
Funktion F(z) existiere, die auf C mit der gegebenen Funktion F(z) 
tibereinstimmt. Hier heiBt das abgeschlossene Innere von C die Punkt- 
menge C aller Punkte, deren keiner sich mit dem Punkt co durch einen 
Streckenzug verbinden lapt,.der keinen Punkt von C enthdlt. Diese 


Punktmenge C ist also abgeschlossen; jeder Punkt von C selbst gehort 
dazu. 





18) Math, Annalen 72 (1912), S. 107-144, Kap. III, 
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Die Bedingung ist hinreichend. Die Funktion F(z) ist auf und inner- 
halb einer Jordanschen Kurve analytisch, welche jeden Punkt des abge- 
schlossenen Inneren von C enthilt*’). Polynome existieren also, welche 
die Eigenschaft (7) fiir alle zu C gehérenden Punkte z besitzen. 

Die Bedingung ist auch notwendig. Die zu C komplementire Menge 
(in bezug auf die ganze Ebene) ist ein Bereich, dessen Grenze zur Punkt- 
menge C gehért. Der Satz von Carathéodory und seine Anwendung gelten 
also wie vorher, wenn B einfach zusammenhangend ist. Wenn der Be- 
reich B nicht einfach zusammenhingend ist, so ist noch eine kurze Er- 
érterung nétig. Die Punktmenge B’, die aus den Punkten von B und 
den Punkten des Inneren jedes ganz in B liegenden Polygons besteht, 
ist ein einfach zusammenhingender Bereich, von welchem jeder Grenz- 
punkt auch ein Grenzpunkt von B ist. Das abgeschlossene Innere der 
Grenze von B’ fallt mit dem ebgeschlossenen Inneren C der Grenze von B 
zusammen und enthilt natiirlich jeden Punkt der Bereiche B und B’. 
Die Grenzfunktion f(z) der Folge V,(z) ist auf der ganzen Punktmenge C 
definiert, und die Ungleichheit (7) gilt fiir f(z) statt F(z) fiir jeden 
Punkt z von ©. Wir gebrauchen den Bereich B’ statt B in der An- 
wendung des Satzes von Carathéodory. 


4”) Vgl. Walsh, Math. Annalen, loc. cit., Bemerkung 3, 


(Eingegangen am 26. 1. 1926.) 























Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik. III. 
Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Wohlordnung. 


§ 1. Die wohlgeordneten Spezies sind geordnete Spezies, welche auf 
Grund der folgenden Festsetzungen definiert sind: 

1. Ein beliebiges Element einer wohlgeordneten Spezies ist entweder 
ein als ,,Vollelement“ zu bezeichnendes Element erster Art, oder ein als 
», Nullelement“‘ zu bezeichnendes Element zweiter Art. 

2. Eine Spezies mit einem einzigen Elemente wird, nachdem man 
dieses Element entweder mit dem Pridikate eines Vollelementes oder mit 
dem Pridikate eines Nullelementes versehen hat, zu einer wohlgeordneten 
Spezies, und wird als solche insbesondere als Urepezies bezeichnet. 

3. Aus bekannten wohlgeordneten Spezies werden weitere wohlgeordnete 
Spezies hergeleitet durch die erste erzeugende Operation, welche in der 
Addition einer nicht verschwindenden endlichen Anzahl, und. durch die 
zweite erzeugende Operation, welche in der Addition einer Fundamental- 
reihe von bekannten wohlgeordneten Spezies besteht. 

Jede wohlgeordnete Spezies, welche bei der Herstellung der wohl- 
geordneten Spezies F nach dem vorigen Absatz eine Rolle gespielt hat, 
heiBt eine konstruktive Unterspezies von F. Diejenigen konstruktiven Unter- 
spezies, welche bei der letzten erzeugenden Operation von F eine Rolle ge- 
spielt haben, heiBen konstruktive Unterspezies erster Ordnung von F und wer- 
den durch einen Index » voneinander unterschieden, also mit F,, F,,..., F,, 
bzw. mit F,, F,, F,,... bezeichnet. Die konstruktiven Unterspezies erster 
Ordnung eines F, heiBen konstruktive Unterspezies zweiter Ordnung von 
F und werden mit F,;, Fis, ..., Fum bzw. mit F,,, Fis, Fis, ... be- 
zeichnet. Die konstruktiven Unterspezies erster Ordnung eines F,, _,, 
heiBen konstruktive Unterspezies (n + 1)-ter Ordnung von F und werden mit 


F,,...%a1) F,,...1595 ore F,,...%9% bzw. mit F,, ...%919 F,, ...%,%> F,, ...%085 ore 
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bezeichnet (F selbst gilt als konstruktive Unterspezies nullter Ordnung 
von F). Jede bei der Herstellung von F benutzte Urspezies erscheint 
in dieser Weise als konstruktive Unterspezies endlicher Ordnung von F 
(obgleich es natiirlich méglich ist, daB diese Ordnung fiir passend gewahlte 
Urspezies von F unbeschrankt wichst). Um dies einzusehen, braucht man 
nur die induktive Methode anzuwenden, d. h. zu bemerken, daB die betreffende 
Eigenschaft fiir Urspezies erfiillt ist, dab, wenn = §, + &+...+6,, auf 
Grund der ersten erzeugenden Operation und {’ = é, + é +...+,_, 
auf Grund der ersten erzeugenden Operation ist (m > 2), die betreffende 
Eigenschaft, wenn sie fir ,,é,,...,&,, sowie fiir &’ gilt, ebenfalls fiir ¢ 
besteht, und schlieBlich, daB, wenn § = &, + & + &, +... auf Grund der 
zweiten erzeugenden Operation ist, die betreffende Eigenschaft, wenn sie 
fiir jedes &, gilt, ebenfalls fiir — besteht. 

Mittels der induktiven Methode ersieht man, da8 fiir eine beliebige 
wohlgeordnete Spezies F sowohl die Spezies der Indizesreihen der Elemente 
wie die Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unterspezies eine 
abtrennbare Teilspezies der Spezies der endlichen Nummernreihen bildet; 
weiter, daB fiir eine beliebige konstruktive Unterspezies F,,...,, von F die 
Kardinalzahl der F,,...,,,, bekannt ist. 

Wir heben hervor, da8 die Definition einer bestimmten wohlgeordneten 
Spezies F auf der Hrzeugung von F beruht (mithin insbesondere die Be- 
stimmung der Indizesreihen der einzelnen Elemente in sich schlieBt), daB 
also die Bestimmung der Elemente von F und der zwischen denselben 
bestehenden ordnenden Relationen zur Festlegung der Definition von F 
im allgemeinen nicht ausreicht. 

Offenbar ist jede wohlgeordnete Spezies diskret und mithin vollstandig 
geordnet. 

Die ordnungsgemaiBe Summe einer wohlgeordneten Spezies von wohl- 
geordneten Spezies liefert in auf der Hand liegender Weise wiederum eine 
wohlgeordnete Spezies, welche auch kurz als die ordnungsgemiSBe Summe 
der von den Summanden dargestellten wohlgeordneten Spezies bezeichnet 
wird. 

Zwei wohlgeordnete Urspezies F’ und F” besitzen denselben Erzeugungs- 
wert oder heiBen erzeugungsgleich, wenn das einzige Element, aus dem jede 
von ihnen besteht, entweder fiir beide ein Vollelement oder fiir beide ein 
Nullelement ist. 

Zwei wohlgeordnete Spezies F’ und F” heiBen erzeugungsgleich, wenn 
fiir ein beliebiges » die konstruktiven Unterspezies erster Ordnung F, und 
FP,” entweder beide nicht existieren oder beide existieren und erzeugungs- 
gleich sind. In diesem Falle sind, wie man mittels der induktiven Me- 
thode ersieht, die Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unterspezies 
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von F’ und von F” identisch. Wenn umgekehrt die letztere Eigenschaft 
besteht, und iiberdies jedem Vollelemente bzw. Nullelemente von F’ ein 
Vollelement bzw. Nullelement der gleichen Indizesreihe von F” entspricht, 
dann ergibt die induktive Methode an der Hand der Erzeugung von F’, 
daS zu jeder konstruktiven Unterspezies von F’ eine mit ihr erzeugungs- 
gleiche und die gleiche Spezies der Indizesreihen der konstruktiven Unter- 
spezies besitzende konstruktive Unterspezies ‘von F” existiert, so daB ins- 
besondere F’ sich als mit F” erzeugungsgleich herausstellt. 

Zwei wohlgeordnete Spezies (oder Teilspezies von wohlgeordneten 
Spezies) F’ und F” besitzen denselben Ordnungswert oder heiBen gleich- 
wertig, und wir schreiben F’~ F”, wenn zwischen ihnen eine solche 
Ahnlichkeitskorrespondenz besteht, daB dabei immer Vollelemente mit 
Vollelementen und Nullelemente mit Nullelementen korrespondieren. Wenn 
F’ und F” gleichwertig sind, besteht ein Gesetz, auf Grund dessen aus 
der Indizesreihe eines Elementes von F’ bzw. F” die Indizesreihe des kor- 
respondierenden Elementes von F” bzw. F’ hergeleitet werden kann. 

Zwei woblgeordnete Spezies (oder Teilspezies von wohlgeordneten 
Spezies) F’ und F” heiBen inhaltsgleich, wenn die Spezies der Vollelemente 
von F’ und die Spezies der Vollelemente von F” ahnlich sind. 

Es sei a ein Element der wohlgeordneten Spezies F, das in F die 
Indizes ¢,,%,,..-,%,, besitzt. Alsdann geht in leicht ersichtlicher, eindeu- 
tiger Weise aus der Erzeugung von F als wohlgeordneter Spezies die Er- 
zeugung einer bestimmten, die a in F nicht vorangehenden Elemente von 
F als Elemente besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnen- 
den Relationen wie F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies ,F hervor, 
wobei von einem beliebigen Elemente von ,F der erste Index in .F 
um #,—1 niedriger ist als in F, von einem beliebigen, in F den 
ersten Index #, besitzenden Elemente von ,F der zweite Index in ,F um 
t,—1 niedriger ist als in F, von einem beliebigen, in F die beiden 
ersten Indizes ¢, und #, besitzenden Elemente von ,F der dritte Index 
in ,F um i, —1 niedriger ist als in F,..., von einem beliebigen, in F 
die m—1 ersten Indizes i,,%,,...,%,,., besitzenden Elemente von _F 
der m-te Index in ,F um #,,—1 niedriger ist als in F, wahrend alle 
weiteren Indizes der Elemente von ,F in ,F die gleichen sind wie in F. 
Wir nennen die wohlgeordnete Spezies _F einen Rest der wohlgeordneten 
Spezies F. 

In analoger Weise geht, wenn a nicht das erste Element von F ist, 
aus der Erzeugung von F als wohlgeordneter Spezies die Erzeugung einer 
bestimmten, die a in F vorangehenden Elemente von F als Elemente 
besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnenden Relationen wie 
in F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies F, hervor, wobei von den Ele- 
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menten von F, alle Indizes in F, die gleichen sind wie in F, Wir nennen 
die wohlgeordnete Spezies F, einen Abschnitt der wohlgeordneten Spezies F. 
Wir schreiben auch .F ~ F— F, und bezeichnen ,F als die Differenz 
von F und F,. Unter den Abschnitten von F rechnen wir F selbst als 
uneigentlichen Abschnitt mit. 

Es seien a und 5 zwei verschiedene Elemente der wohlgeordneten 
Spezies F, und es sei a<b. Alsdann geht aus der Erzeugung von F 
als wohlgeordneter Spezies die Erzeugung einer bestimmten, die a in F 
nicht vorangehenden, aber 6 in F vorangehenden Elemente von F als Ele- 
mente besitzenden und zwischen denselben die gleichen ordnenden Rela- 
tionen wie in F aufweisenden, wohlgeordneten Spezies _F, hervor, wobei 
von den Elementen von ,F, alle Indizes in ,F, die gleichen sind wie in 
.¥. Wir nennen die wohlgeordnete Spezies ,F, einen Ausschnitt der wohl- 
geordneten Spezies F. Unter den Ausschnitten von F rechnen wir die 
Reste von F als uneigentliche Ausschnitte mit. 

Wenn die wohlgeordneten Spezies F’ und F” gleichwertig sind, so 
korrespondieren fiir die Gleichwertigkeitskorrespondenz mit den Ausschnitten 
von F’ Ausschnitte von F”, insbesondere also mit den konstruktiven 
Unterspezies von F’ Ausschnitte von F”. 

Der Begriff eines Restes von F ist enger als derjenige eines Hndteiles 
von F, d.h. einer solchen abtrennbaren Teilspezies von F, zu der alle 
auf eines ihrer Elemente folgenden Elemente ebenfalls gehéren. Ebenso 
ist der Begriff eines Abschnittes von Ff enger als derjenige eines Anfangs- 
teiles von F, d.h. einer solchen abtrennbaren Teilspezies von F, zu der 
alle einem ihrer Elemente vorangehenden Elemente ebenfalls gehéren. 
Anfangsteile und Endteile von F brauchen nicht wohlgeordnet zu sein, 
sind aber, wie alle abtrennbaren Teilspezies von F, mit wohlgeordneten 
Spezies inhaltsgleich. 

Wenn fiir eine Fundamentalreihe a,,a,,... von Elementen der wohl- 
geordneten Spezies F fiir jedes » die Beziehung a, < a,,, gilt, so sprechen 
wir von einer steigenden Fundamentalreihe von F. Wenn iiberdies a,, ein 
derartiges Element von F ist, da8 a, <a,, fiir jedes », wabrend zu jedem 
Elemente 6 <a,, von F ein a,> 6 angegeben werden kann, so heiBt a,, 
Grenzelement der steigenden Fundamentalreihe a,,a,,.... Wenn aber zu 
jedem beliebigen Elemente 6 von F ein a,> 6 angegeben werden kann, 
so heiBt a,,a,,... eine abschlieBende Fundamentalrethe von F. 

Eine durch eine endliche Anzahl oder durch eine abschlieBende Fun- 
damentalreihe von verschiedenen Elementen von F gustande gebrachte 
ordnungsgemaBe Teilung von F in eine endliche Anzahl bzw. in eine 
Fundamentalreihe von Ausschnitten ,F, ,F,...,,,¥ baw. ,F, ,F, ,F,... 
heiBt eine reguldre Zerlegung von F, und wir schreiben F ~ ,F+ ,F +... 
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+, oder ,F+,F+...4+,FP~F bow. Fo ,F+,F+,F+... oder 
F+,F+,F+... > F.*) 

Sei F,, F,, ... eine Fundamentalreihe, in welcher jedes F, entweder 
in Fortfall kommt oder eine wohlgeordnete Spezies vorstellt, wobei indes 
entweder eine steigende Fundamentalreihe »,,¥,,»,,... definiert ist, so 
daB jedes F,, eine wohlgeordnete Spezies vorstellt, oder ein m bekannt 


ist, so daB F, fiir » > m in Fortfall kommt. Wenn dann F, = F, + F; 
+...4+F, auf Grund der ersten erzeugenden Operation, und 
F=F,+F:+F% +... auf Grund der ersten oder auf Grund der 
zweiten erzeugenden Operation, so wird die wohlgeordnete Spezies F auch 
als lim F, bezeichnet. 


Mittels der induktiven Methode beweisen wir leicht folgende Siatze: 

1. Hin Gesetz, welches in einer wohlgeordneten Spezies F eine kon- 
struktive Unterspezies F’ bestimmt und jeder schon bestimmten konstruk- 
tiven Unterspezies F” entweder die Hemmung des Prozesses oder eine in 
F vor F” liegende konstruktive Unterspezies F”*” zuordnet, bestimmt 
sicher eine patiirliche Zahl n und eine zugehdrige konstruktive Unter- 
spezies F™, der es die Hemmung des Prozesses zuordnet. Insbesondere gilt 
diese Eigenschaft, wenn jedes F” ein Element von F ist, und hieraus 
folgern wir unmittelbar die Unméglichkeit der Ahnlichkeit und insbesondere 
der Gleichwertigkeit von F und einer Teilspezies eines eigentlichen Ab- 
schnittes von F. 


2. Hine wohlgeordnete Spezies F ist entweder endlich oder abzdhibar 
unendlich, und die Spezies threr Vollelemente ist zahlbar. Mithin ist die 
Spezies derjenigen Nummernreihen, welche als Indizesreihe eines Voll- 
elementes von F auftreten kénnen, eine Menge, so daB in dieser Weise 
zu jeder wohlgeordneten Spezies eine zahlbare vollstandig geordnete Menge 
von endlichen Nummernreihen gehért, welche die Higenschajt besttzt, dap 
jedes Gesetz, welches in thr eine Nummernreihe z’ bestimmt, und jeder 
schon bestimmten Nummernrethe z” entweder die Hemmung des Prozesses 
oder eine vor 2) liegende Nummernrethe z+» zuordnet, sicher eine natiir- 
liche Zahl n und eine zugehérige Nummernreihe z™, der die Hemmung 
des Prozesses zugeordnet ist, bestimmt. 


1) Offenbar ist auf Grund dieser Gleichungen F nicht eindeutig durch die ,F be- 
stimmt. Weiter ist zu bemerken, daB jedes Element von F in ,F+,F+...+0F 
bzw. in ,F+,F+,F+... eine um 1 hdhere Anzahl Indizes besitzt als in F. In 
Ubereinstimmung hiermit schreiben wir insbesondere F~,G oder G~» F, wenn 
F-G oder G+F, d.h. wenn G aus F hervorgeht, indem wir auf F die erste 
erzeugende Operation mit nur einem einzigen Summanden anwenden, also der Indizes- 
reihe eines jeden Elementes von F den Index 1 als ersten Index hinzufiigen. 
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3. In der wohlgeordneten Spezies F existiert erstens ein erstes Element, 
zweitens entweder ein letztes Element oder eine abschlieBende Fundamental- 
rethe von Elementen. Weiter existiert entweder keine letzte konstruktive 
Unterspezies nichtverschwindender Ordnung oder eine nicht verschwindende 
endliche Anzahl m von solchen, ndmlich von den Ordnungen 1, 2,...,m 
je eine. 

4. In der wohlgeordneten Spezies F besitzt jedes Element e, mit Aus- 
nahme des ersten, entweder ein ihm unmittelbar vorangehendes Element, 
oder es ist Grenzelement einer steigenden Fundamentalreihe von Elementen 
von F. Schreiben wir nimlich F~ F,+ ,F, so ist dieser Satz eine un- 
mittelbare Folge des auf F, angewandten Satzes 3. 


5. In der wohlgeordneten Spezies F besiizt jedes Element, mit Aus- 
nahme des letzten, falls ein solches existiert, ein ndachstfolgendes Element. 

Wenn die wohlgeordnete Spezies F’ einem wenigstens ein Vollelement 
auslassenden Abschnitt der wohlgeordneten Spezies F’ gleichwertig ist, 
so schreiben wir F’ < F” oder F’ > F’, und sagen, daB F” grdfer ist 
als F’, und daB F’ kleiner ist als F’. Schreiben wir noch F’< F’ oder 
F’> F’, wenn entweder F’~ F” gilt oder F’ einem Abschnitte von PF” 
gleichwertig ist, so gelangen wir, indem wir die Folgerung des obigen 
Satzes 1 beriicksichtigen, sofort zu den folgenden Eigenschaften: 

1. Die Relationen F’< F” und F'> F” schlieBen einander aus. 

2. Aus F’< F’ und F’<F” sowie aus F’'<F" und FP’ < PF” 
folgt F’ < F”. 

3. Aus F’~ PF” und F”~ F”” folgt F'~ F”’. 

4. Aus F'SF" und F"<F” folgt F< F”. 

5. Die Relationen F’<F” und G'<@”" schlieBen zusammen die 
Relation F’ + G'>F" +0" aus. 

6. Die Relationen F’< F" und G'<@”" schlieBen zusammen die 
Relation F’+G'> F"+@" aus. 

Eine wohlgeordnete Spezies, welche ausschlieBlich Vollelemente ent- 
halt, nennen wir vollstdndig. Die Ordinalzallen der vollstandigen wohl- 
geordneten Spezies nennen wir Ordnungszahlen. 

Die Spezies derjenigen Ordnungszahlen, welche kleiner sind als eine 
gegebene Ordnungszahl B, besitzt (wenn sie nach der Gréfe ihrer Elemente 
geordnet und 0 mit hinzugerechnet wird) die Ordinalzahl 8. Zwischen den 
vom ersten verschiedenen Elementen und den eigentlichen Abschnitten 
einer vollstindigen wohlgeordneten Spezies V der Ordnungszahl £ besteht 
nimlich eine solche eineindeutige Beziehung, da®, wenn das Element e, 


nach dem Elemente e, liegt, der Abschnitt V,, gréfer als der Abschnitt 
V,, ist. 
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Wir nennen eine wohlgeordnete Spezies quasi-vollstandig, wenn zu 
einem beliebigen Nullelement e, entweder ein erstes auf e, folgendes Voll- 
element angegeben werden kann oder feststeht, daB keine auf e, folgenden 
Vollelemente existieren; zu einem beliebigen Vollelement e, entweder ein 
erstes e¢, vorangehendes und durch kein Vollelement von e, getrenntes 
Nullelement angegeben werden kann, oder feststeht, daB keine e, voran- 
gehenden und durch kein Vollelement von e, getrennten Nullelemente 
existieren; und entweder ein erstes Nullelement, auf welches nur noch 
Nullelemente folgen, angegeben werden kann, oder feststeht, da8 keine 
Nullelemente, auf welche nur noch Nullelemente folgen, existieren. 


Die Ausschnitte und Reste einer quasi-vollstindigen wohlgeordneten 
Spezies sind offenbar ebenfalls quasi-vollstandig. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Quasi-Vollstandig- 
keit einer wohlgeordneten Spezies besteht darin, daB wiahrend ihrer Er- 
zeugung bei jeder durch eine Formel F = F, + F,+F, +... aus- 
gedriickten Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende 
Fundamentalreihe elementar induziert ist, d. h. entweder eine Fundamental- 
reihe von unbeschrinkt wachsenden natiirlichen Zahlen m,, m,, ms, ... 
bestimmt ist, so daB in jedem F,, ein Vollelement angegeben werden 
kann, oder eine natiirliche Zahl m besteht, so daB F, fiir »y > m lauter 
Nullelemente enthalt. Hieraus folgern wir mittels der induktiven Methode 
weiter, daB zu einem beliebigen Elemente e¢ einer quasi-vollstindigen wohl- 
geordneten Spezies, mit Ausnahme des ersten, entweder ein erstes e voran- 
gehendes und durch kein Vollelement von e getrenntes Nullelement, oder 
eine e als Grenzelement besitzende steigende Fundamentalreihe von Voll- 
elementen, oder aber ein e unmittelbar vorangehendes Vollelement an- 
gegeben werden kann, wiahrend entweder ein erstes Nullelement, auf 
welches nur noch Nullelemente folgen, oder eine abschlieBende Fundamental- 
reihe von Vollelementen, oder aber ein letztes Element, das ein Voll- 
element ist, existiert. 


Mittels der induktiven Methode ersieht man leicht, daB die Spezies 
der Vollelemente einer quasi-vollstandigen wohlgeordneten Spezies F’ ent- 
weder elementlos ist oder ein angebbares Element besitzt, waihrend im 
letzteren Falle eindeutig eine ,F’ enteprechende“ oder ,,mit F’ korrespon- 
dierende“, mit F’ inhaltsgleiche vollstindige wohlgeordnete Spezies F” 
bestimmt ist. Sei namlich F = F, + F, +... auf Grund der ersten oder 
auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, und seien im Falle, daB F’ 
ein angebbares Vollelement besitzt, F,,, F,,,... diejenigen (endlich- oder 
abzihlbarunendlichvielen) unter den F,, welthe je ein angebbares Voll- 
element und im Anschlu8 daran eine entsprechende ee wohl- 
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geordnete Spezies F,” besitzen. Alsdann ist F” = F,+F,.+... auf 
Grund der ersten oder auf Grund der zweiten erzeugenden Operation. 

Dagegen ist nicht jede mit einer vollstindigen inhaltsgleiche wohl- 
geordneten Spezies F auch quasi-vollsténdig, und zwar schon deshalb nicht, 
weil ihre konstruktiven Unterspezies nicht mit vollstindigen wohlgeordneten 
Spezies inhaltsgleich zu sein brauchen, wie aus folgendem Beispiel hervor- 
geht: es werde &, in tiblicher Weise (vgl. z. B. Math. Ann. 93, 8. 255) 
definiert und es sei F, = a, + a,+a,+..., wo a, fiir »>k, ein Null- 
element, sonst ein Vollelement ist; F, —b, +6,+6,+..., wo b, fir 
» =k, ein Vollelement, sonst ein Nullelement ist; F, = c,+¢,+¢,+..., 
wo c, fir »>k, ein Vollelement, sonst ein Nullelement ist; 
F=F,+F,+ F,. 

Einer quasi-vollstandigen wohlgeordneten Spezies sprechen wir die 
gleiche Ordnungszahl zu, wie den vollstindigen wohlgeordneten Spezies, 
mit denen sie inhaltsgleich ist. Den ausschlieBlich Nullelemente enthalten- 
den wohlgeordneten Spezies sprechen wir die Ordnungszahl Null zu. Die 
ordnungsgemaBe Summe einer ,,der ersten erzeugenden Operation unter- 
zogenen“ endlichen Folge von Ordnungszahlen wird mittels der ordnungs- 
gemaBen Summe entsprechender vollstandiger bzw. (im Falle der Ordnungs- 
zahl Null) nur ein einziges Nullelement enthaltender woblgeordneter Spezies 
wiederum als Ordnungszshl definiert. (Das gleiche Resultat wird erhalten, 
wenn im Falle, da8 alle Summanden gleich Null sind, auch die Summe 
gleich Null gesetzt wird, und im entgegengesetzten Falle nur die von 
Null verschiedenen Summanden beibehalten werden). 

Eine wohlgeordnete Spezies hei®t basiert, wenn ibr erstes Element 
ein Vollelement ist. 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt kondensiert, wenn sie einen 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Abschnitt der Ordnungszah! 1 besitzt. 
Der vom auf das erste Vollelement von F folgenden Elemente bestimmte 
Rest von F hei8t Hauptrest von F und wird mit h(F’) bezeichnet. Selbst- 
verstindlich kann h(F) auch in Fortfall kommen. 

Bei der Multiplikation von endlichvielen elementefremden wohl- 
geordneten Spezies erteilen wir das Pridikat eines Vollelementes nur den- 
jenigen Elementen des Produktes, welche aus lauter Vollelementen der 
Faktoren bestehen; alle anderen Elemente des Produktes erhalten das 
Pridikat eines Nullelementes. Mittels der induktiven Methode an der 
Hand der Erzeugung des rechtsseitigen Faktors ersehen wir, daB das Pro- 
dukt zweier elementefremder wohlgeordneter Spezies in auf der Hand 
liegender Weise wiederum eine wohlgeordnete Spezies liefert, welche auch 
kurz als das Produkt der von den Faktoren dargestellten wohlgeordneten 
Spezies bezeichnet wird. Diese Erweiterung des Produktbegriffes laBt sich 
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unmittelbar auf das Produkt endlichvieler elementefremder wohlgeordneter 
Spezies ausdehnen. Erzeugungsgleiche bzw. gleichwertige bzw. inhalts- 
gleiche Faktoren liefern dabei erzeugungsgleiche bzw. gleichwertige bzw. 
inhaltsgleiche Produkte. Das Produkt endlichvieler Ordnungszahlen wird 
mittels des Produktes entsprechender vollstandiger bzw. (im Falle der 
Ordnungszahl Null) nur ein einziges Nullelement enthaltender wohl- 
geordneter Spezies wiederum als Ordnungszahl definiert. 

Man beweist ohne Schwierigkeit, daS das Produkt zweier quasi-voll- 
stindiger Faktoren wiederum quasi-vollstandig ist und inhaltsgleich mit 
dem Produkte der vollstindigen bzw. nur ein einziges Nullelement ent- 
haltenden wohlgeordneten Spezies, mit denen seine Faktoren inhaltsgleich 
sind, so daB die Ordnungszahl des Produktes gleich dem Produkte der 
Ordnungszahlen der Faktoren ist. Mithin gilt dasselbe fiir das Produkt 
endlichvieler quasi-vollstandiger Faktoren. 


§ 2.° Unter den Ordnungszahlen des ersten Bereichs verstehen wir 
die endlichen Ordnungszahlen, mit Einschlu8 der Ordnungszahl Null. 

Unter einer Spezies des ersten Bereichs verstehen wir eine (vollstandige 
oder quasi-vollstindige) wohlgeordnete Spezies, welche eine Ordnungszahl 
des ersten Bereichs besitzt. 

Offenbar ist jede Spezies des ersten Bereichs, deren Ord: ungszah! von 
Null verschieden ist, kondensiert. 

Zwei beliebige Ordnungszahlen des ersten Bereichs sind vergleichbar, 
d. h. wenn die Relationen >, =, 2 zwischen zwei nicht verschwindenden 
Ordnungszahlen dann gelten sollen, wenn sie fiir die entsprechenden voll- 
standigen wohlgeordneten Spezies gelten, und die Ordnungszahl Null als 
kleiner als die Ordnungszah! einer beliebigen vollstindigen Spezies des 
ersten Bereichs gelten soll, dann sind zwei beliebige Ordnungszahlen des 
ersten Bereichs entweder einander gleich oder eine von ihnen ist gréBer 
als die andere. Uberdies besitzen sie, wenn sie voneinander und von Null 
verschieden sind, eine gleichfalls zum ersten Bereich gehérende Differenz. 


Die ordnungsgemafBe Summe und das Produkt endlichvieler Ord-. 
nungszahlen des ersten Bereichs sind wiederum Ordnungszahlen des ersten 
Bereichs. 


Eine Fundamentalreihe f,, 6,,... von Ordnungszahlen des ersten Be- 
reichs heiBt induziert in bezug auf den ersten Bereich, wenn entweder 
eine Fundamentalreihe von unbeschrankt wachsenden natiirlichen Zahlen 
M,, ™,, Ms,... bestimmt ist, so daB jedes f,, von Null verschieden ist, 
oder eine natiirliche Zahl m besteht, so daG £, fiir v > m gleich Null ist. 

Wenn wir die ordnungsgemaBe Summe einer ,,der zweiten erzeugenden 
Operation unterzogenen“ in bezug auf den ersten Bereich induzierten Fun- 
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damentalreihe von Ordnungszahlen des ersten Bereichs mittels der ord- 
nungsgemaiBen Summe entsprechender vollstandiger bzw. aus nur einem 
einzigen Nullelement bestehender wohlgeordneter Spezies definieren (das 
gleiche — auf eine beliebige elementar induzierte Fundamentalreihe von 
Ordnungszahlen erweiterbare — Resultat wird erhalten, wenn wir im Falle, 
da8 alle Summanden gleich Null sind, auch die Summe gleich Null setzen 
und im entgegengesetzten Falle nur die von Null verschiedenen Summan- 
den beibehalten), dann erweist sich diese Summe wiederum als eine Ord- 
nungszahl, und zwar ist dieselbe entweder gleich w oder gehért wiederum 
dem ersten Bereiche an. 
Wir formulieren folgende vier evidente Eigenschaften: 


1. Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des ersten 
Bereichs gehért sicher ein vollstaéndiger Erzeugungswert, der vollstandig 
induziert in bezug auf den ersten Bereich ist, d. h. dessen konstruktive 
Unterwerte alle Ordnungszahlen des ersten Bereichs besitzen und fiir den 
bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende 
Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den ersten Bereich 
induziert ist. 

2. Jeder beliebige Abschnitt einer Ordnungszahl des ersten Bereichs 
gehért ebenfalls dem ersten Bereiche an, was wir kurz folgendermaSen 
ausdriicken . 

Der erste Bereich der Ordnungszahlen ist ununterbrochen. 

8. Eine Fundamentalreihe «,, a,,... von Ordnungszahlen des ersten 
Bereichs, deren (in der im vorigen schon mehrfach angegebenen Weise de- 
finierte) ordnungsgemiS8e Summe entweder die Ordnungszahl w oder eine 
Ordnungszahl des ersten Bereichs ist, ist induziert in bezug auf den ersten 
Bereich. 


4. Ein beliebiger, zu einer Ordnungszah! des ersten Bereichs gehériger 
Erzeugungswert ist vollstindig induziert in bezug auf den ersten Bereich 
(um dies fiir einen quasi-vollstandigen Erzeugungswert zu zeigen, setzen 
wir denselben zum entsprechenden vollstindigen Erzeugungswert in Be- 
ziehung ). 


Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt unbestimmt zerlegt in bezug auf 
den ersten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden) 
Abschnitt F’ und einen (evtl. fortfallenden) Rest F” regular zerlegt werden 
kann, daB jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen besteht 
oder einen mit w inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt, und F’ mit einer 
Spezies des ersten Bereichs inhaltsgleich ist (msthin eine endliche Ord- 
nungszahl besitzt). 




















Intuitionistische Mathematik. III. 461 


Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt scharf zerlegt in bezug auf den 
ersten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden) 
Abschnitt F’ und einen (evtl. fortfallenden) Rest F’ regular zerlegt wer- 
den kann, daB jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen be- 
steht oder die Ordnungszahl w oder einen Abschnitt der Ordnungszahl w be- 
sitzi und F’ eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt (hierbei 
kénnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschrinkung 
aufzuerlegen, iiberdies fordern, daB F” entweder in Fortfall kommt oder 
wenigstens ein Vollelement enthilt). 

Eine quasi-vollstindige wohlgeordnete Spezies F ist, wie man unter 
Verwendung des 8. 457, Z. 13 bis 21 erwahnten Satzes mittels der induk- 
tiven Methode einsieht, unbestimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich, 
dagegen nicht notwendig scharf zerlegt in bezug auf den ersten Bereich, 
wie aus folgendem Beispiel hervorgeht: Es bestehe F, fiir» = k, aus einer 
Fundamentalreihe von Vollelementen, sonst aus einem einzigen Vollelement, 
und es sei F= F, + F,+F,+.... 

Ebensowenig ist eine in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegte 
wohlgeordnete Spezies F notwendig quasi-vollstindig, sogar nicht mit einer 
vollstandigen inhaltsgleich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es bestehe G, fiir 
»v <k, aus einer Fundamentalreihe von Vollelementen, fiir » = k, + 1 und 
fiir » = k, +2 aus einem einzigen Vollelement, fiir y > k, + 2 aus einem 
einzigen Nullelement, es sei G = G, + G,+G,+..., es bestehe aus 
einer Fundamentalreihe von Vollelementen, und es sei F = G+ H (aus 
diesem Beispiel geht gleichzeitig hervor, da8 die konstruktiven Unter- 
spezies einer in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegten wohlgeord- 
neten Spezies in bezug auf den ersten Bereich nicht einmal unbestimmt 
zerlegt zu sein brauchen). 

Eine mit einer vollstindigen inhaltsgleiche wohlgeordnete Spezies F 
ist nicht notwendig unbestimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich, 
wie man aus folgendem Beispiel ersieht. Es bestehe F, fiir »<k, +1 
aus einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, FY’ (> 1) fiir 
y= k,-+ 4 aus einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, es sei 
F” (4 =1,2,3, ...) = Fe + FY + Fe +... und es sei P= F + F’+ 
1 Pt... (vom Reste F’+F" +... von F laBt sich hier weder 
behaupten, daB er aus lauter Nullelementen bestehe, noch da® er einen 
mit w inhaltsgleichen Anfangsteil besitze). 

Wir fiigen noch ein Beispiel einer wohlgeordneten Spezies F hinzu, 
welche einerseits mit einer vollstindigen inhaltsgleich, aber nicht quasi- 
vollstandig, andererseits in bezug auf den ersten Bereich unbestimmt, aber 
nicht scharf zerlegt ist: Es bestehe F (u<k,) fir »= aus einem 
Vollelement, sonst aus einem Nullelement, F“’ (u=—k,) fir »>k, aus 
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einem Vollelement, sonst aus einem Nullelement, Fi’ (u > k,) aus einem 
Nullelement, es sei FP“ = FM + Fi” + Ff +... und essei F= F + F’+ 
ro a Pee 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt vollstdndig induziert in bezug 
auf den ersten Bereich, wenn wahrend ihrer Erzeugung bei jeder durch 
eine Formel F, = F,+ F,+ F,-+... ausgedriickten Anwendung der 
zweiten erzeugenden Operation, wo jedes F, nach der Formel F,~ F,+F. 
in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda- 
mentalreihe F,, F,, F,,... in bezug auf «en ersten Bereich induziert ist, 
d. h. erstens entweder eine unbeschrinkt wachsende Fundamentalreihe 
¥1:%a,%q-+- existiert, so daB jedes F., Vollelemente besitzt, oder ein 
solches m angegeben werden kann, daB F, fiir »>m aus lauter Null- 
elementen besteht bzw. fortfallt, zwettens im letzteren Falle die Funda- 
mentalreihe der Ordnungszahlen von F., F, esas (wobei wir einem fort- 
fallenden F, die Ordnungszahl Null zusprechen) in bezug auf den ersten 
Bereich induziert ist. Demzufolge ist dann jedesmal auch F, in bezug 
auf den ersten Bereich scharf zerlegt. 

Sei F;, i, ...:,, ein Element der in bezug auf den ersten Bereich vollstandig 
induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, daB dieses 
Element in Fj, ;,...4,.,5 9 Fi, 4,...tn.>++-> in Fj, ¢,, in F, und in F je einen 
Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den ersten Bereich 
gleichfalls vollstindig induziert sind. Mithin haben wir den Satz, daB jeder 
Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den ersten Bereich voll- 
stindig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleichfalls in bezug auf den 
ersten Bereich vollstandig induziert ist. 

Eine in bezug auf den ersten Bereich vollstaindig induzierte wohl- 
geordnete Spezies F ist offenbar erstens quasi-vollstindig, zweitens scharf 
zerlegt in bezug auf den ersten Bereich*). Schreiben wir, der scharfen Zer- 
legbarkeit von F in bezug auf den ersten Bereich entsprechend, F ~ F’ + F’, 
so besitzt die wohlgeordnete Spezies F’, wenn sie nicht fortfallt, entweder 
einen Rest der Ordnungszahl w, oder alle nichtverschwindenden Ordnungs- 
zahlen von Resten von F’ sind gréBer als w.*) 

*) Dagegen ist sogar eine sowohl vollstandige wie in bezug auf den ersten Be- 
reich scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies nicht notwendig vollstandig induziert in 
bezug auf den ersten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es bestehe F, fiir » < k 
aus einer Fundamentalreihe von Vollelementen, fiir » >, aus einem einzigen Voll- 
element, und es sei F = F, + F, +F,+.... 

*) Die Aussage, daB eine in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induzierte 
wohlgeordnete Spezies F in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegt ist, bleibt 
auch dann richtig, wenn die Bedingungen fiir die scharfe Zerlegung dahin verschirft 


werden, da8 im entsprechenden F’ kein Nullelement, auf welches nur Nullelemente 
folgen, enthalten sein darf. 
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Sei F eine in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induzierte 
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgeméBen Summe einer 
Fundamentalreihe F,, F,,... von in bezug auf den ersten Bereich scharf 
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen, 
da8 die Fundamentalreihe F,, F,,... in bezug auf den ersten Bereich in- 
duziert ist und bemerken dazu zunichst, da® fiir die wohlgeordnete 
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den ersten Bereich vollstindig indu- 
ziert ist, eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen muB: Hntweder 
F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des ersten Bereichs (die auch 
Null sein kann), oder von einem gewissen Rest von F besitzt jeder Rest 
die Ordnungszahl w, oder aber jeder Rest von F besitzt eine Ordnungs- 
zahl >. Diese drei Fille behandeln wir der Reihe nach. 


Erster Fall. F besttzt einen Rest F° mit einer Ordnungszahl des 
ersten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F,, einen derartigen 
Rest F,,,, daB8 die ordnungsgeméSe Summe der Fundamentalreihe 
Piss Funias Pmigs-++ mit F® gleichwertig ist, so daB jedes Glied der 
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt 
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungs- 
gemaiBe Summe eine Ordnungszahl des ersten Bereichs ist) in bezug auf 
den ersten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Funda- 
mentalreihe der Ordnungszahlen von F,, +1) F44q,--+ baw. fiir die Fun- 
damentalreihe der Ordnungszahlen von | ie. ., mithin auch fiir 
die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,,,, F,4,--+, mit- 
hin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,,... . 


Zweiter Fall. Vom Reste F° von F besitzt jeder Rest die Ordnungs- 
zahl wm. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F,, einen derartigen Rest F,, 
da8 die ordnungsgemaBe Summe der Fundamentalreihe F_,, F,, .': 5 Fmig> +> 
mit F° gleichwertig ist, so daB jedes Glied der letzteren Fundamentalreihe 
eine Ordnungszahl des ersten Bereichs besitzt und die Fundamentalreihe 
dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungsgeméBe Summe gleich w 
ist) in bezug auf den ersten Bereich induziert ist. Dann aber gilt das- 
selbe fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von a Fat 5s Senees +03 me 
fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Feiss Bove: «+0 within 
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F ,,, F.49,+++> 


mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, 
) 


Dritter Fall. Jeder Rest von F besitet eine Ordnungszahl >. Zu 
jedem m gibt es dann ein derartiges v,,, daB fiir einen bestimmten (eigent- 
lichen oder uneigentlichen) Abschnitt F,. von F,, die ordnungsgemaBe 
Summe Fy, + Fs; +... + Fi,-1+ Fa, die Ordnungszahl w besitzt, so 
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da8 wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies F,., ic... nee | ees F,. 
existiert und Vollelemente besitzt. Das heiBt aber, daB es zu jedem m 
ein derartiges 9,,>m gibt, daB F,, existiert und Vollelemente besitzt, so 
da8 die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,,... in 
bezug auf den ersten Bereich induziert ist. 

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft, 
daB jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den ersten Bereich 
volistandig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug auf den 
ersten Bereich vollstindig induziert ist, so ergibt sich, daB jede mit einer 
in bezug auf den ersten Bereich vollstindig induzierten wohlgeordneten 
Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G@ ebenfalls in bezug auf 
den ersten Bereich vollstandig induziert ist (und zwar mittels der induk- 
tiven Methode an der Hand der Erzeugung von @). Auf Grund dieser 
Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug auf den ersten 
Bereich vollstandig induziert, wenn jeder zu thr gehdrige vollstandige Er- 
zeugungswert in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induziert ist. 

Dann aber ist auch jeder zu thr gehérige quasi-vollstandige Erzeugungs- 
wert in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induziert. Sei namlich 
B ein solcher quasi-vollstandiger Erzeugungswert, daB der entsprechende 
vollstandige Erzeugungswert « in bezug auf den ersten Bereich vollstandig 
induziert ist. Jeder durch eine Formel a, ~ a; + a’ ausgedriickten scharfen 
Zerlegung in bezug auf den ersten Bereich eines konstruktiven Unter- 
wertes «, von « entspricht dann eine durch eine Formel f, ~ f, +f, aus- 
gedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den ersten Bereich des ent- 
sprechenden konstruktiven Unterwertes 8, von # (welche leicht eindeutig 
festgelegt werden kann, z. B. durch die Forderung, daS, wenn f, nicht 
fortfallt, jeder Rest von f, Vollelemente aufweisen soll), Auf Grund dieser 
scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte aber stellt sich f an 
der Hand seiner mit « parallelen Erzeugung unmittelbar als in bezug auf 
den ersten Bereich vollstandig induziert heraus. 


§ 3. Sei @ ein basierter Erzeugungswert, § ein quasi-vollstandiger Er- 
zeugungswert. Alsdann wird die Potenz a’, in welcher a das Argument, 
B der Exponent heiBt, auf Grund der folgenden Festsetzungen definiert: 

Wenn £ einer Null-Urspezies entspricht, so ist a? = 1, d.h. gleich 
dem Erzeugungswerte einer Voll-Urspezies. 

Wenn £ einer Voll-Urspezies entspricht. so ist a = a. 

Wenn f=,+/,+...+,, auf Grund der ersten erzeugenden Operation, 


so ist a? = ah + ahi-h (as) ++ airs. h (ocFs) +...+ ait Prt... +Bm-s. f(g hm) 
ow ahr. ha. Ps... bm, 
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Wenn f= bys auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, so ist 


v=1 
ah — oh + ahs h(a) + a@Aith.h (as) +..= lim Fi tBat -. +By 
wit gt te.) + (Bp, 41 +++ + Bg.) + ++ +(Bo,_, 41+ vot Bay) 
WO 0,, Q,,--.- eine beliebige Fundamentalreihe von unbeschrankt wachsenden 
natiirlichen Zahlen vorstellt. 

Aus diesen Festsetzungen folgt, daB « wiederum ein basierter Er- 
zeugungswert ist. Ist weiter 8° der mit £ korrespondierende vollstandige 
bzw. einer Null-Urspezies entsprechende Erzeugungswert, so ist, wie sich 
mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von f heraus- 
stellt, «f° — af. 

Hinsichtlich des Potenzbegriffes gelten zunachst folgende Sitze: 


1. Wenn B~ f+ 84+ ...+,8, 80 ist a Nat-.ah... unl 
ew GP +ab +. + mb 


2. Wenn pw Dr) (in diesem Falle existiert wegen der Quasivoll- 
v= 


stindigkeit von # entweder eine steigende Fundamentalreihe »,, »,,..., 80 
da8 ,£ fiir jedes o Vollelemente enthaltenden wohlgeordneten Spezies 
entspricht, oder ein m, so daB ,f fir » > m immer ausschlieBlich 
Nullelemente enthaltenden wohlgeordneten Spezies entspricht), so ist 
OF me bh + B+ +s — im gil tht... +8, 


Beide Satze sind offenbar erfiillt, wenn £ den Erzeugungswert einer 
Urspezies darstellt. Bei ihrem (ja gleichzeitig fiir die Ausschnitte und 
Reste von f giiltigen) Beweise diirfen wir mithin ihre Giiltigkeit fiir die 
konstruktiven Unterwerte erster Ordnung von #, sowie fiir deren Aus- 
schnitte und Reste voraussetzen. 

Sei also erstens 6B = $,+f,+...+ 8, auf Grund der ersten er- 


zeugenden Operation und sei f~ ,8 + 6 +...+,,6. Wir kénnen es nun 
so einrichten, da8B 


By pirat) + Blt-1 +2) a eve +p (yan 1,2,...,%3 %=0; 41> Tr); 
B= Bat 4 4B baw. — Bp 
(y= 1,2,...,m; ho=—0; hy >hvi +1 bew. =A,-1+1). 
Alsdann ist «? ~ ofr-ats... baw oP’ oP" 2. oP ™ Rak. ae ... amb, 


Sei zweitens 8B = 6, + 8, + ...-+ 6, auf Grund der ersten erzeugen- 
den Operation und sei B~ 6+ .,8+,8-+.... Wir kénnen es nun s0 
einrichten, da8 


Bere Borst 4 Bitrate oe tp (y=1,2,...,.8—1; ro=0; Tr41>1%r)3 
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Bw prm-rth f Peat + 65 me POrmath 4 path 4 |. 4 pam 
bew. —f (» = 1, 2,8,...; ho=0; hy >h,1 +1 baw. —h,_, +1). 
Alsdann ist a@fitfat--+Bm-1 0 oP’ gh” |, GPO) mw Gt B+... +8 En-9- 


Pn mw Lim ht + ... +p Oa-r tH), oe? RS Pit -+-+Pa-1.gha mw lim g++. +B n—2) , 
ue ue 


«gba FD +... + BOn—a tH) din gh! + B+ +8 WL lim gh tht. +8, 
t sd 


Sei drittens 8 = > B, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation 
v=1 


und sei ~ 6+ ,6+...+,,8. Wir kénnen es nun so einrichten, daB 
Bow Bina) 4 pratt 4 4 Blo) (yond 2... 29 me 0; Tr41>Tr)3 
B= B%-2*9 4  4 B) baw. — Bp (y= 1,2,...,m—1; ho =0; 
h, > hor +1 baw. =hy1+1); f= prt? + pert 

Alsdann ist af = lim afi+ A+ -- +6, ~ (wie oben unter erstens be- 
wiesen wurde) 


Fim 8" + 8" + 20 +B) AL iy eB FB FBO) GB +B" + 0. + plhm-a), 
, 


id 
Tim of e249) +... +B ma tH) A Big... comb, 
t 


Sei viertens 8 = > B, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation 
v=1 


und sei ~ 8+ ,8+,8 +... . Wir kénnen es nun so einrichten, daB 
Bw Bor? + pir-1*™ ie 2 p (y= 1,2,...3 tom 0; t41>8,); 
B= BYP 4... + B® baw. — p™ (y= 1, 2,38,...3 ho =0; 
h, > hy-1 +1 bew. =A, + 1). 
Alsdann ist «a = lim a:+4:+:--+4 ~ (wie oben unter erstens be- 
wiesen wurde) ’ 
lim oct’ +8%+ «+ +80) 0 Jim ph’ +8" + + Ble) 


ew lim a’ + --- +80) + (pt +... + Bled) +... + (plde—att) +... + ited) 
t 


= lim af t¥t.-- +2, 
t 


Nachdem hiermit die Satze 1 und 2 hergeleitet sind, sind wir in der 
Lage, das nachstehende Theorem auszusprechen: 

Wenn B und B° gleichwertig sind, dann sind auch «* und «** gleich- 
wertig. 

Diese Eigenschaft ergibt sich leicht mittels der induktiven Methode 
an der Hand der Erzeugung von 8. Nehmen wir namlich an, daB sie fiir 
jeden konstruktiven Unterwert f, von # bewiesen ist, und sei f° ein 
mit f, gleichwertiger Ausschnitt bzw. Rest von £°, so daB also «”* und «** 





























a 
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fiir jedes » gleichwertig sind. Ist nun 6 = £, + £,+-...+,, auf Grund 
der ersten erzeugenden Operation, dann ist (nach ens obigen Satz 1) 
ah waht ght... hmm Prvachs... -clm~ ob, Undist b=6,+6,+8,+ 

auf Grund der swaiten exsougenden Operation, dann ist (nach dem chigns 
Satz 2) «?°~ lim GPL + BS + 0 + BS mW lim hit Pat «++ + By me Gh, 

Sind £ und f° nur inhaltsgleich, so sind die mit # und f° korre- 
spondierenden vollstindigen bzw. einer Null-Urspezies entsprechenden Er- 
zeugungswerte und 8° gleichwertig, so daB wir haben: a?” =a? ~ a? = ah, 
d. h. wenn B und B° inhaltsgleich sind, dann sind «? und «?° gleichwertig. 

Noch einfacher ergibt sich (wiederum mittels der induktiven Methode 
an der Hand der Erzeugung von f) folgende Eigenschaft: 

Wenn a und a, inhaltsgleich (bzw. gleichwertig) sind, dann sind auch 
«? und af inhaltsgleich (bzw. gleichwertig). 

Mittels der induktiven Methode beweisen wir noch den Satz: 


(«*)’ es a’. 


Es sei namlich y=y,+y,+...+y,, auf Grund der ersten er- 
zeugenden Operation, und es seien die Formeln (a*)’” ~ «*’* (y= 1,2,..., m) 
bewiesen. Alsdann ist 


a? x me oP ght Fim aw, * r t (a? )™ ee: (a*)”™ 


me (ah yee ae (at 
Es sei weiter y= y,-+y7,-+y7,+.-. auf Grund der zweiten erzeugenden 
Operation, und es seien die Formeln (a*)” ~a°” (» = 1, 2,3,...), mit- 


n Sy 
2 , 
hin auch die Formeln (« Pmt” warn” (n=1,2,...) bewiesen. Als- 
dann ist 


By Fey, : Fey, : esr, : B 21 
e =e! “=lime=! =lime’=! ~ lim (a*)*= 
n n n 
Sy 
= («*)”=1 "= (a). 


Im Falle, da8 der basierte Erzeugungswert « ebenfalls quasi-vollstandig 
ist, ersehen wir unter Anwendung der Eigenschaft, daB das Produkt zweier 
quasi-vollstandiger Erzeugungswerte wiederum quasi-vollstindig ist, sowie 
des 8. 457, Zeilen 18 bis 21 erwahnten Satzes, mittels der induktiven Methode 
an der Hand der Erzeugung von f, daB auch a? quasi-vollstindig ist. 
Wenn dann «, bzw. , ein mit « bzw. # inhaltsgleicher vollstindiger bzw. 
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za Null-Urspezies gehériger Erzeugungswert ist, haben wir nach dem Obigen, 
daB a? mit «f: inhaltsgleich ist, was wir auch wie folgt ausdriicken kénnen: 

Ist « ein basierter quasi-vollstindiger Erzeugungswert der Ordnungs- 
zahl a und B ein quast-vollstandiger Erzeugungswert der Ordnungszahl b, 
dann ist «a? ein basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert der Ord- 
nungszahl a?, 


§ 4. Unter den Ordnungszahlen des zweiten Bereichs vom Grade Null 
verstehen wir die Ordnungszahlen des ersten Bereichs. Unter den Ord- 
nungszahlen des zweiten Bereichs vom Grade p (p eine nicht verschwin- 
dende natiirliche Zahl) verstehen wir die Ordnungszahlen 


w?-a, + wP-a,+...+ wPa-a,, 
wo nm und die a, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die p, 
natiirliche Zahlen (unter denen auch 0 vorkommen kann, in welchem Fall 
@° =1 ist), deren gréBte gleich p ist. Offenbar diirfen wir annehmen, 
daB p,.1>p, (vy =1,2,...,n—1). 

Unter einer Spezies des zweiten Bereichs vom Grade p verstehen wir 
eine (vollstandige oder quasi-vollstandige) wohlgeordnete Spezies, welche 
eine Ordnungszah! des zweiten Bereichs vom Grade p besitzt*). 

Offenbar ist jede Spezies des zweiten Bereichs, deren Ordnungszahl 
von Null verschieden ist, kondensiert. 


Wie man leicht einsieht, sind zwei beliebige Ordnungszahlen des 
zweiten Bereichs vergleichbar und besitzen, wenn sie voneinander und 
von Null verschieden sind, eine gleichfalls zum zweiten Bereich gehérende 
Differenz. 


Die ordnungsgemafBe Summe endlichvieler Ordnungszahlen des zweiten 
Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs. 


Aus der Formel 


(@?-a, + wP-a, + ...-+ w?*-a,) wo = w-a,-@ = w™-(a,-@) = wt! 


*) Eine wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl w”'.a, + w”*.a, +... + @?*-a, 
kénnen wir erzeugen durch Addition einer — vollstéudigen oder quasi-vollstandigen — 
wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl @”'-a, (welche wir ibrerseits herstellen 
kénnen durch Multiplikation von p,+ 1 elementefremden — vollstindigen oder quasi- 
vollstaindigen — wohlgeordneten Spezies, von denen die ersten p, die Ordnungszahl 
und die letzte die Ordnungszahl a, besitzt), einer — vollstindigen oder quasi-voll- 
stindigen — wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl w”*-a,,..., und einer — voll- 
stindigen oder quasi-vollstindigen — wohlgeordneten Spezies der Ordnungszahl 
@?*.a,. Diese Erzeugungsweise von Spezies des zweiten Bereichs ist indes keines- 
wegs die einzige, wie man schon fiir die Ordnungszahl w* durch einfache Beispiele 
belegen kann. 
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geht hervor, da8 die Multiplikation einer Ordnungszahl des zweiten Be- 
reichs mit einem rechtsseitigen Multiplikator m, mithin auch mit einem 
rechtaseitigen Multiplikator w?, mithin auch mit einem beliebigen, eine 
Ordnungszahl des zweiten Bereichs darstellenden rechtsseitigen Multiplikator, 
wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist. Hieraus folgt, daB 
allgemein das Produkt endlichvieler Ordnungszahlen des zweiten Bereichs 
wiederum eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist. 


Eine Fundamentalreihe £,, 8,,... von Ordnungszahlen des zweiten 
Bereichs heiBt induztert in bezug auf den zweiten Bereich, wenn eine 
solche steigende Fundamentalreihe »,,¥,,... existiert, daB die Grade von 
B.,, By,.,--. entweder bestandig wachsen oder einander gleich sind, wahrend 
fiir m zwischen », und y,,, der Grad von f, kleiner ist als der Grad 
von f,,,,, und, falls die £,, vom Grade Null sind, die Fundamentalreihe 
By,> Br,+1> Br,+2, ++. in bezug auf den ersten Bereich induziert ist. 

Wenn wir die ordnungsgemaéSe Summe einer in begug auf den zweiten 
Bereich induzierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen des zweiten Be- 
reichs mittels der ordnungsgeméBen Summe entsprechender vollstandiger 
bzw. aus nur einem einzigen Nullelement bestehender wohlgeordneter Spezies 
definieren, dann erweist sich diese Summe wiederum als eine Ordnungs- 
zahl, und zwar ist dieselbe entweder gleich wm” oder gehért wiederum 
dem zweiten Bereich an. 

Wir formulieren jetzt eine Reihe von sechs Eigenschaften: 

1. Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des zweiten 
Bereichs gehért sicher ein vollstandiger Erzeugungswert, der vollstdndig 
induztert in bezug auf den zweiten Bereich ist, d.h. dessen konstruktive 
Unterwerte alle Ordnungszahlen des zweiten Bereichs besitzen, und fiir 
den bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betref- 
fende Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den zweiten Be- 
reich induziert ist. 

2. Eine beliebige von Null verschiedene Ordriungszahl des zweiten 
Bereichs, deren letzter Exponent von Null verschieden ist, ist gleich der 
ordnungsgemaéBen Summe einer in bezug auf den zweiten Bereich indu- 
zierten Fundamentalreihe von nichtverschwindenden Ordnungszahlen des 
zweiten Bereichs. 


8. Jeder Abschnitt (also auch jeder Rest und jeder Ausschnitt) einer 
Ordnungszah] des zweiten Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des 
zweiten Bereichs (so daB der zweite, ebenso wie der erste Bereich der 
Ordnungszahlen ununterbrochen ist). 

Diese Eigenschaft braucht nur fiir eine beliebige von Null verschie- 
dene Ordnungszahl des zweiten Bereichs 8 bewiesen zu werden. Sie ergibt 
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sich mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung eines (auf 
Grund der Eigenschaft 1 existierenden) zu # gehérigen vollstaéndigen und 
in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induzierten Erzeugungswertes. 

4. Eine Fundamentalreihe «,, «,,... von Ordnungszahlen des zweiten 
Bereichs, deren (in der im vorigen schon mehrfach angegebenen Weise de- 
finierte) ordnungsgemaéBe Summe entweder eine Ordnungszahl des zweiten 
Bereichs oder die Ordnungszahl w” ist, ist induziert in bezug auf den 
zweiten Bereich. 


Im ersten Falle diirfen wir, weil die ordnungsgemiSe Summe von 
@,, @, ... VoraussetzungsgemaB quasi-vollstandigen wohlgeordneten Spezies 
entspricht, und mithin feststeht, entweder da8 nur endlichviele, oder daB 
abzaihibarunendlichviele nichtverschwindende a, existieren, annehmen, daB 
das letztere der Fall ist. Weiter diirfen wir den Beweis beschrinken 
auf den Fall a=w?, wo p=gq-+1 und gq nicht verschwindet, mithin 
« = lim @*-n (m eine unbeschrinkt wachsende natiirliche Zahl). Alsdann 
gibt es ein kleinstes 9,, zu dem ein solches », >0 bestimmt werden 
kann, daB w?-(y,+1)>a,+4,+...+,,>o%-»,; ein kleinstes g,, 
zu dem ein solches », > », bestimmt werden kann, daB w¢-(y, + 1) >a, + 
+a@,+...+),>%-»,; ein kleinstes 9,, zu dem ein solches », > v, 
bestimmt werden kann, daB m‘%-(y,+1)>a,+a,+...+@,>@%-»,; 
usw. Die Exponenten der Anfangsglieder von «,,, «,,, ... miissen alle gleich 
q sein, wahrend fiir m zwischen 9, und 0,,, die Exponenten von «,, 
kleiner als g sind. Mithin ist die Fundamentalreihe «,, «,, «,,... indu- 
ziert in bezug auf den zweiten Bereich. 


Im zweiten Falle ist die Ordnungszahl «, + a, + «, +... gleich der 
Ordnungszahl w + w*-+-w*-+-... und gibt es ein kleinstes 9,, zu dem 
ein solches »,>0 bestimmt werden kann, daB w”+!>a,+«,+... 
+ &, =o”; ein kleinstes 9,, zu dem ein solches y, > y, bestimmt werden 
kann, daB wt! >a, -+a,+...+ 4,2"; ein kleinstes 9,, zu dem 
ein solches y, >», bestimmt werden kann, daB w”t!>a,+«,+... 
-+ &, >a"; usw. Die Grade von «,,,«,,,... miissen bestindig wachsen, 
wahrend fiir m zwischen 90, und o,,, der Grad von «, kleiner ist als 
der Grad von «,,,,. Mithin ist die Fundamentalreihe «,, a,, «,,... indu- 
ziert in bezug auf den zweiten Bereich. 

5. Wenn £,, £,, By, --. eine Fundamentalreihe von Ordnungszahlen ist, 
welche mit der in bezug auf den zweiten Bereich induzierten Fundamental- 
reihe «,, @,,... von Ordnungszahlen des zweiten Bereichs additiv-zusammen- 
gehérig ist (d. h. daB zu jedem » ein sdlches ~ gefunden werden kann, 
daB 6, + 6, +...+8, >a, +a, +...-+ «,, und zu jedem g ein solches a, 
daB «,+a,+...+¢,>6,+ 8,+...+8,), 80 gehért auch jedes 8, zum 
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zweiten Bereich und ist die Fundamentalreihe £,, £,, 8,,... in bezug auf 
den zweiten Bereich induziert. 

Diese Eigenschaft ist eine unmittelbare Folge der Eigenschaften 3 
und 4. ' 

6. Ein beliebiger zu einer Ordnungszahl des zweiten Bereichs gehériger 
Erzeugungswert ist vollstandig induziert in bezug auf den zweiten Bereich. 

Fiir einen vollstindigen Erzeugungswert folgt diese Eigenschaft un- 
mittelbar aus den Eigenschaften 3 und 4. Um sie fiir einen quasi-voll- 
standigen Erzeugungswert (dessen Ordnungszahl wir als nichtverschwin- 
dend voraussetzen diirfen) herzuleiten, geniigt es, denselben zum ent- 
sprechenden vollstaindigen Erzeugungswert in Beziehung zu setzen. 


Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt unbestimmt zerlegt in bezug auf 
den zweiten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallen- 
den) Abschnitt F’ und einen (evtl. fortfallenden) Rest F” f regular zerlegt 
werden kann, daB jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen 
besteht oder einen mit w® inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt, und F’ mit 
einer Spezies des zweiten Bereichs inhaltsgleich ist (ohne deshalb not- 
wendigerweise eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzen zu miissen ). 

Eine in bezug auf den zweiten Bereich unbestimmt zerlegte wohlge- 
ordnete Spezies F braucht — schon im Falle, daB F” mit F identisch 
und mit der Ordnungszahl @ inhaltsgleich ist — nicht notwendig unbe- 
stimmt zerlegt in bezug auf den ersten Bereich zu sein, wie aus folgen- 
dem Beispiel hervorgeht: Es sei F, fir »<k, und G, fir »>k, eine 
Voll-Urspezies; F, fir »>k, und G, fiir »<k, eine Null-Urspezies; 
F=(F, + Fy+...)+(G,+G, +...) 

Ebensowenig ist eine in bezug auf den ersten Bereich unbestimmt 
zerlegte wohlgeordnete Spezies G notwendigerweise unbestimmt zerlegt in 
bezug auf den zweiten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei G, 
eine vollstindige wohlgeordnete Spezies, welche fiir » < k, die Ordnungs- 
zahl w”’, fiir » > k, die Ordnungszahl m*: besitzt, und es sei G = G, + G, 
+G,+..-. 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt scharf zerlegt in bezug auf den 
zweiten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden) 
Abschnitt F’ und einen (evtl. fortfallenden) Rest F’ regular zerlegt werden 
kann, da8 jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen besteht, 
oder die Ordnungszahl w” oder einen Avschnitt der Ordnungszahl m” be- 
sitzt, und F” eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzt (hierbei 
kénnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Einschrinkung . 
aufzuerlegen, iiberdies fordern, da8 F’ entweder in Fortfall kommt, oder 
wenigstens ein Vollelement enthilt). 
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Eine in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete 
Spezies ist ebenfails scharf zerlegt in bezug auf den ersten Bereich. Nach 
dem obigen Beispiel G = G, + G,+G,+..., wo G, eine vollstandige 
wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl w” bzw. w* vorstellt, ist aber 
eine in bezug auf den ersten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies 
nicht notwendig scharf zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich. 

Von einer in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegten wohl- 
geordneten Spezies ist nicht notwendig auch jede konstruktive Unterspezies 
in bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegt, wie wir aus folgendem 
Beispiel ersehen: Es besitze G, fiir » < k, die Ordnungszahl w”, fiir » > k, 
die Ordnungszahl w; H, fiir jedes » die Ordnungszahl w’; und es sei 
G=6,+64,4+..,;H4=4,+ 4,+...; F=G-+ i. Alsdann ist F scharf 
zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich; die konstruktive Unterspezies 
G von F dagegen ist weder scharf, noch unbestimmt zerlegt in bezug auf 
den zweiten Bereich. 

Eine wohlgeordnete Spezies # heiBbt vollstdndig induziert in bezug 
auf den zweiten Bereich, wenn wihrend ihrer Erzeugung bei jeder durch 
eine Formel F, = F, + F, + F, +... ausgedriickten Anwendung der zweiten 
erzeugenden Operation, wo jedes F, nach der Formel F, ~ Fo+ F. in 
bezug auf den zweiten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda- 
mentalreihe F,, F,, F,,... in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist, 
d. h. erstens entweder eine unbeschrinkt wachsende Fundamentalreihe 
¥ 55%, %y, +» existiert, so daB jedes x Vollelemente besitzt, oder ein solches 
m angegeben werden kann, da8 F, fiir » > m aus lauter Nullelementen 
besteht bzw. fortfallt, zwedtens im letzteren Falle die Fundamentalreihe 
der Ordnungszahlen von F, Fi, a adh (wobei wir einem fortfallenden 
F, die Ordnungszahl Null zusprechen) in bezug auf den zweiten Bereich 
induziert ist. Demzufolge ist dann jedesmal auch F, in bezug auf den 
zweiten Bereich scharf zerlegt. 

Sei F;,;,...¢, ein Element der in bezug auf den zweiten Bereich voll- 
standig induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, 
daB dieses Element in F,;,..¢,.,, iM Fijs..émas ++) In Fs, in KH, und 
in F je einen Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den 
zweiten Bereich gleichfalls vollstandig induziert sind. Mithin haben wir 
den Satz, daB jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den 
zweiten Bereich vollsténdig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleich- 
falls in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert ist. 

Eine in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induzierte wohl- 
_ geordnete Spezies F ist offenbar scharf -zerlegt in bezug auf den zweiten 
Bereich, weiter quasi-vollstandig und, wie wir mittels der induktiven Me- 
thode ersehen, auch in bezug auf den ersten Bereich vollstandig induziert. 
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Schreiben wir, der scharfen Zerlegbarkeit von F in bezug auf den zweiten 
Bereich entsprechend, F ~ F’ + F” , so besitzt die wohlgeordnete Spezies F’, 
wenn sie nicht fortfallt, entweder einen Rest der Ordnungszahl w”, oder 
alle nichtverschwindenden Ordnungszahlen von Resten von F’ sind gréBer 


als w”. 


Sei F eine in bezug auf den zweiten Bereich vollstindig induzierte 
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgemiBen Summe einer 
Fundamentalreihe F,, F,,... von in bezug auf den zweiten Bereich scharf 
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen, 
da8 die Fundamentalreihe F,, F,,... in bezug auf den zweiten Bereich 
induziert ist, und bemerken dazu zunichst, daB fiir die wohlgeordnete 
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig 
induziert ist, eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen muB: ent- 
weder F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des zweiten Bereichs 
(die auch Null sein kann), oder von einem gewissen Reste von F besitat 
jeder Rest die Ordnungszahl wm”, oder aber jeder Rest von F besitzt eine 
Ordnungszahl >«@w®. Diese drei Fille behandeln wir der Reihe nach. 


Erster Fall. F besitet einen Rest F° mit einer Ordnungszahl des 
zweiten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F,, einen derartigen 
Rest F,,, daB die ordnungsgeméBe Summe der Fundamentalreihe 
Fz; Fnsis Fn+2, +++ mit F° gleichwertig ist, so daB jedes Glied der 
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs besitzt, 
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungs- 
gemaBe Summe eine Ordnungszahl des zweiten Bereichs ist) in bezug auf 
den zweiten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Fun- 
damentalreihe der Ordnungszahlen von Fyi:, Fmi2,--- bzw. fiir die 


Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von | ee me mithin auch 
fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies Fin4i1, Finza, --+) 
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
Fas Ses Oe Hon 


Zweiter Fall. Vom Reste F° von F besitet jeder Rest die Ordnungs- 
zahl wm”. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F,, einen derartigen Rest F,,,, 
daB die ordnungsgemaSe Summe der Fundamentalreihe Fs, Fin+1, Fim+2, --- 
mit F° gleichwertig ist, so da® jedes Glied der letzteren Fundamental- 
reihe eine Ordnungszah! des zweiten Bereichs besitzt und die Fundamental- 
reihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungsgemaéSe Summe 
gleich w” ist) in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist. Dann aber gilt 
dasselbe fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Pyy+1, Fin+2, --- 
bzw. fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Fyy1, Fny2, ++ 
mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
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Finis Fmi2, .+-, mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeord- 
neten Spezies F,, F,, F,, .-- - 


Dritter Fall. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl > w”. 
Zu jedem m gibt es dann ein derartiges y,, da fiir einen bestimmten 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Abschnitt F,) von F,, die ordnungs- 
gemaBe Summe F,, + Fayit+.---+ Fy-a+ Fe die Ordnungszahl w° 
besitzt, so da8 wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies F,,, , 
as wate F.. existiert und Vollelemente besitzt. Das hei®t aber, daB 
es zu jedem m ein derartiges 9, >m gibt, daB F,, existiert und Voll- 
elemente besitzt, so daB die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
F,, F,, F,,... in bezug auf den zweiten Bereich induziert ist. 

Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft, 
daB jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den zweiten 
Bereich vollstaéndig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug 
auf den zweiten Bereich vollstindig induziert ist, so ergibt sich, daB jede 
mit einer in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induzierten wohl- 
geordneten Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G ebenfalls in 
bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert ist (und zwar mittels 
der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von @). Auf Grund 
dieser Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug auf den 
zweiten Bereich vollstdndig induziert, wenn jeder zu thr gehdrige voll- 
standige Erzeugungswert in bezug auf den zweiten Bereich vollstaindig 
induziert ist. 

Dann aber ist auch jeder zu thr gehérige quasi-vollstandige Er- 
zeugungswert in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert. 
Sei naimlich f ein solcher quasi-vollstandiger Erzeugungswert, daS der 
entsprechende vollstindige Erzeugungswert « in bezug auf den zweiten 
Bereich vollstindig induziert ist. Jeder durch eine Formel «, ~ «/ + a)’ 
ausgedriickten scharfen Zerlegung in bezug auf den zweiten Bereich eines 
konstruktiven Unterwertes «, von « entspricht dann eine durch eine Formel 
B. ~ B; +B,’ ausgedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den zweiten 
Bereich des entsprechenden konstruktiven Unterwertes 8, von f (welche 
leicht eindeutig festgelegt werden kann, z. B. durch die Forderung, daB, 
wenn f, nicht fortfallt, jeder Rest von f; Vollelemente aufweisen soll). 
Auf Grund dieser scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte 
aber stellt sich 8 an der Hand seiner mit @ parallelen Erzeugung un- 
mittelbar als in bezug auf den zweiten Bereich vollstandig induziert heraus. 


§ 5. Unter den Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Range Null 
verstehen wir die Ordnungszahlen des zweiten Bereichs. Unter den Ord- 
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nungszahlen des dritten Bereichs vom Range 1 verstehen wir die Ordnungs- 
zahlen 
o”.a,+...+o"-a,, 


wo nm und die a, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die 
p, Ordnungszahlen des zweiten Bereichs, deren Maximalgrad nicht ver- 
schwindet. Unter den Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Range 
p +1 verstehen wir die Ordnungszahlen 


wo” .a,+...+o0"™-a,, 
wo mn und die a, nichtverschwindende natiirliche Zahlen sind und die 
p, Ordnungszahlen des dritten Bereichs vom Maximalrange p. 

Unter einer Spezies des dritten Bereichs vom Range p verstehen wir 
eine (vollstandige oder quasi-vollstandige) wohlgeordnete Spezies, welche 
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs vom Range p besitzt. 

Offenbar ist jede Spezies des dritten Bereichs, deren Ordnungszahl 
von Null verschieden ist, kondensiert. 

Es gelten folgende zwei Eigenschaften: 


1. Je zwet Ordnungszahlen des dritten Bereichs sind vergleichbar und 
besitzen, wenn sie voneinander und von Null verschieden sind, eine gleich- 
falls zum dritten Bereich gehérende Differenz. 

2. Bei der Ordnungszahl w”-a, +-...-+-@™-a, darf man annehmen, 
daB jedes p,., <p, tat. 

Diese Satze begriinden wir, indem wir den ersten fiir Zahlen, deren 
Rang <p ist, mithin den zweiten fiir Zahlen, deren Rang <p ist, als 
bewiesen annehmen, und hieraus die Giiltigkeit des ersten fiir Zahlen, 
deren Rang <p ist, folgern. Hierzu bemerken wir zunichst, daB8 wir 
fiir zwei Zahlen g und o, deren Rang <p ist, aus 9<o die Formel 
@° = w?-+* folgern diirfen, und nennen sodann fiir eine Zahl des 
dritten Bereichs w”-a, +...-+ w"-a, den Exponenten p, das (2h — 1)-te 
Bestimmungselement und den Koeffizienten a, das 2h-te Bestimmungs- 
element. Unter diesen Voraussetzungen wird von zwei Zahlen, deren 
Rang <p ist, diejenige als die gréBere erkannt, von der das erste Be- 
stimmungselement, das nicht fiir beide Zahlen gleich ist, das gréBere ist, 
wahrend als Differenz der beiden Zahlen wiederum eine Zahl des Ranges 
<p auftritt. 

Die ordrungsgemiBe Summe endlichvieler Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des dritten Bereichs. 

Es seien > w*’-a, und w?, wo weder a, noch p verschwindet, zwei 


Zahlen des dritten Bereichs. Indem wir p=1-+-q9, mithin w? = w-w* 
81* 


v+1 
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setzen, ersehen wir, daB w?” sich mittels der beiden erzeugenden Opera- 
tionen aus Urzahlen w herstellen 14B8t. An der Hand dieser Konstruktion 
von m? kénnen wir nun die Formel 

[3 0”*-a,]-07 — @Pi-q? 
mittels der induktiven Methode beweisen, und zwar auf Grund der Tat- 
sachen, da8 

| ¥@”*-a,] -@o = wWPi-@; 
da8 fiir 6 = £8, + 6,+...+,, auf Grund der ersten erzeugenden Opera- 
tion, aus 


Me 


» & . 
[oor ar | By = OB; | w??-a, | By = @?*- By; 


il 
~ 


’ 


ot [Boa] aon, 


v=1 


folgt 
| 3 o”*-a, | p= w?:-B; 


“p=} 


und daB fiir 6 = D2, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, aus 


a=l 


- ® 
| Sw"’-a,|-B,=m™-B, fiir jedes u 
L 4 


~ 
i] 
~ 


folgt 


] 


r n 
|  w?’-a,|-B= w™-B, 
ae | 4 


n m 
Es seien nun S'w’’-a, und S'o-b, + bmsi, WO @,, bay. und 
v=1 wat 


die g, nicht verschwinden, zwei Zahlen des dritten Bereichs. Alsdann ist 
das Produkt 


r *# 7 eS a 
» w*’-a, | : [ Py od "+b, + bm 
px j - ual 


gleich 


m n * nn 
S [D0 -a]o-b,+[ 3 0-0] +b... = 
r=1 = 4 v=1 


=1 


m n 
= > a? 6b, + wm” -(a, bmi) + 3S w?’-a,. 


asl r=2 


Mithin ist das Produkt von zwei, also auch allgemein von endlich- 
vielen Ordnungszahlen des drtten Bereichs wiederum eine Ordnungszahl 
ces dritten Beretchs. 
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- an Pa 
Insbesondere ist, wenn p, nicht verschwindet, w”*.a, | eine Zahl 
2 | 


v=1 


n 3 
des dritten Bereichs mit dem ersten Glied ?*-a,; | » w”*-a, | eine 


sd 
“w= 


| Zahl des dritten Bereichs mit dem ersten Glied m?:*-a,; [3 way] 
=1 


wo m eine beliebige nichtverschwindende natiirliche Zahl vorstellt, eine 
Zahl des dritten Bereichs mit dem ersten Glied m?™-a,. Mithin ist 


r n ow x n “e oe 
| Py w””-a, | = PY [ w”*-a, | = > wore “da, = mre, 
Lyod cad pl ‘w= “=i 
Auf Grund dieser Eigenschaft kénnen wir, wenn w?, wo p nicht ver- 
schwindet, eine Zahl des dritten Bereichs ist, an der Hand einer Kon- 
struktion von m@? mittels der beiden erzeugenden Operationen aus Ur- 
zahlen w, die Formel 
bed o 
(z w”-a, | a gp eP 
“wal 
mittels der induktiven Methode herleiten, und zwar unter Benutzung der 
Tatsachen, daB fiir 8 = B, 4+- 6, +-...-+-8,, auf Grund der ersten erzeugen- 
den Operation, aus 


n hs n 14a 
[ s aw?” dy | = @mPr Pi; 2 wa, | = @Pithe; 
“wal =i 


7 n 7 By 
ong |S oa, | = MP by 
v=1 
folgt 


n B 
[> wa, | _— wrt, 
1 


< 


und daB fiir 6=lim 8, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation, aus 


[s w”.a,| "= ou fiir jedes 


v= 


folgt 
B n B lim p,-8 
[2 @”-a, = lim [ 3 w-a, | * aa Vien oO cn ee © Pr By 
ver - a x 


v=1 


= wre, 


Sei nun S w”-b, + bmsi, Wo die g, und by,, nicht verschwinden, 
w= 


eine weitere Zahl des dritten Bereichs, so ist 


n E ote, + Omi s Eo by n : hoes 
[20 -a, | =[Zor-a|  "-[ 3a, | 


®t 
wz by e 
=—@ ‘| 3o”-a, 


v=1 


at 














478 L. E. J. Brouwer. 


welcher Ausdruck als Produkt zweier Zahlen des dritten Bereichs wiederum 
eine Zahl des dritten Bereichs ist. 


Mithin ist eine Potenz, deren Argument und Exponent Zahlen des 
dritten Bereichs sind, wiederum eine Zahl des dritten Bereichs. 

Eine Fundamentalreihe £,,8,,... von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs vom Range Null heiSt induziert in bezug auf den dritten Bereich, 
wenn sie induziert in bezug auf den zweiten Bereich ist. Eine Fundamental- 
reihe @,,...,@,,,8,,8,,.-. vom Ordnungszahlen des dritten Bereichs, bei 
welcher £,,8,,... alle vom Range Null sind, heiBt induziert in bezug 
au/ den dritten Bereich, wenn die Fundamentalreihe f,, 8,,... induziert 
in bezug auf den dritten Bereich ist. 


Eine Fundamentalreihe £,,8,,... von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs, bei welcher eine solche steigende Fundamentalreihe »,,¥,,... 
existiert, daG ,,, ,,,... alle vom Range p (> 0) sind, wahrend fiir m 
zwischen y, undy, , , der Rang von f, kleiner als p ist, heiBt induztert in bezug 
au/ den dritien Bereich, wenn erstens eine solche steigende Fundamental- 
reihe @,,0;,---. existiert, daB die Exponenten £,,, 8,,,... der Anfangs- 
glieder von £,,, f,,,... entweder bestandig wachsen oder einander gleich 
sind, wahrend fiir m zwischen 9, und o, , , die Exponenten von £,, kleiner 
sind als zweitens im ersteren Falle bei der Fundamentalreihe 
Bi. Bs »---, Wo B, =B,, und jedes Ba+1 = Bens, — re eine steigende 
Fundamentalreihe o,,0,,... auftritt, so daB £,., =. ... alle vom Range 
h (<p) sind, wahrend fiir m zwischen o, und o, , , der Rang von f,, kleiner 
als A ist, und die Fundamentalreihe - Be» ... in begug auf den dritten 
Bereich induziert ist. 

Wir wollen jetzt beweisen, daB die (in iiblicher Weise definierte) 
ordnungsgemaBe Summe einer in bezug auf den dritten Bereich induzierten 
Fundamentalreihe £,,/,,... von Ordnungszahlen des dritten Bereichs, 
bei welcher eine solche steigende Fundamentalreihe »,,¥,,... existiert, 
dab £,,, 8,,,... alle vom Range p sind, wiahrend fiir m zwischen y, und », , , 
der Rang von #,, kleiner als p ist, wiederum eine Ordnungszahl des dritten 
Bereichs ist. Weil der Satz offenbar fiir p= 0 erfiillt ist, so diirfen wir 
beim Beweise des Satzes fiir den Rang p die Giiltigkeit des Satzes fiir 
Range < p voraussetzen. Uberdies diirfen wir bei der Beweisfiihrung an- 
nehmen, da8 9,= 1 ist und uns auf den ersten Fall des vorigen Ab- 
satzes beschrinken, weil fiir den letzten Fall der Satz ohne weiteres 
einleuchtet. Fiir eine derartige im ersten Falle befindliche Funda- 
mentalreihe £,,,,... aber haben wir unter der Voraussetzung 9, = 1: 


lim fo, : 
ws of? = », Wo Bf, auf Grund 


lim 2b. —lim fey = lim ate == @ * 
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der Giiltigkeit des Satzes fiir Range <p eine Zahl des dritten Bereichs 
vorstellt, so daB sich auch £,, als eine Zahl des dritten Bereichs ergibt. 

Eine Fundamentalreihe £,,f,,... von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs heiBt induziert in bezwg auf den dritten Bereich, wenn erstens 
eine solche steigende Fundamentalreihe »,,»,,... existiert, daB die Range 
von ,,, By»... entweder bestandig wachsen oder einander gleich sind, 
wahrend fiir m zwischen y, und »,,, der Rang von £,, kleiner ist als der 
Rang von #,,,,, 2weitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe £,, ,, ... 
in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. 

Schreiben wir wo = @,, ©” = @,, WO =z, «.., So, =, 80 ist 

n=1 

die (in tiblicher Weise definierte) ordnungsgemaiSe Summe einer in bezug 
auf den dritten Bereich induzierten Fundamentalreihe von Ordnungszahlen 
des dritten Bereichs entweder gleich der Ordnungszahl e oder wiederum 
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs. 


Wir leiten jetzt eine Reihe von sechs Eigenschaften her: 


1. Zu einer beliebigen von Null verschiedenen Ordnungszahl des dritten 
Bereichs gehért sicher ein vollstindiger Erzeugungswert, der vollstdndig 
induziert in bezug auf den dritten Bereich ist, d.h. dessen konstruktive 
Unterwerte alle Ordnungszahlen des dritten Bereichs besitzen, und fiir den 
bei jeder Anwendung der zweiten erzeugenden Operation die betreffende 
Fundamentalreihe von Ordnungszahlen in bezug auf den dritten Bereich 
induziert ist. 

Fiir eine Ordnungszahl vom Range Null ist die Eigenschaft evident. 
Beim Beweise fiir eine Ordnungszahl vom Range p diirfen wir also voraus- 
setzen, daB die Giiltigkeit der Eigenschaft fiir Ordnungszahlen von 
Riangen <p schon feststeht. Weiter diirfen wir den Beweis beschrinken 
auf eine Ordnungszahl der Form w*, wo k eine Ordnungszahl des dritten 
Bereichs vom Range g < p (fiir welche also die Giiltigkeit unserer Kigen- 
schaft schon feststeht) vorstellt. Wir beweisen nunmehr nach der induk- 
tiyen Methode, daB derjenige zu w* gehérige Erzeugungswert, der einem 
unserer Kigenschaft geniigenden zu k gehdérigen Erzeugungswert entspricht, 
ebenfalls unserer Eigenschaft geniigt. 

Sei r= 1,+1,+...+1,, eime bei der Erzeugung des betreffenden 
zu k gehérigen Erzeugungswertes auftretende Anwendung der ersten er- 
zeugenden Operation. Alsdann gilt unsere Eigenschaft, wenn sie fiir 
@",@",...,@™, sowie fiir h(w"),h(w),...,4(w™) gilt, ebenfalls fir 
@"-+o"-h(w*)= ots, sowie fiir h(w")+o"-h(w) = h(w"*t*); ...; 
mithin auch fiir @%t---+%1+4 @ot---+™:-h(w™) =a", sowie fiir 
h(@t- +t) + @t---tis.h(wm™) om h(o*). 

Sei r= 1,+1,+1,-+... eime bei der Erzeugung des betreffenden 
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zu k gehdrigen Erzeugungswertes auftretende Anwendung der zweiten er- 
zeugenden Operation. Alsdann gilt unsere Eigenschaft, wenn sie fiir 
jedes w"’, sowie fiir jedes h(m"’) gilt, nach dem vorhergehenden ebenfalls 
fiir jedes w"*"***"*, und somit (weil die Fundamentalreihe r,, 1,,..., 
also auch die Fundamentalreihe w™, w®+™, @%+™+™,... bzw. die Fundamen- 
talreihe w®, w"-h(@"), w"+%-h(w™),... in bezug auf den dritten Bereich 
induziert ist) auch fiir lim w"+"+~--+% = ', sowie fiir lim h(w"+"+---+*r) 
=h(o"). i 

Also gilt unsere Eigenschaft fiir «*. 

2. Eine beliebige von Null verschiedene Ordnungszahl des dritten 
Bereichs, deren letzter Exponent von Null verschieden ist, ist gleich der 
ordnungsgemaBen Summe einer in bezug auf den dritten Bereich indu- 
zierten Fundamentalreihe von nichtverschwindenden Ordnungszahlen des 
dritten Bereichs. 

Diese Eigenschaft ergibt sich unmittelbar mittels der induktiven 
Methode unter Benutzung der Eigenschaft 1. 

3. Jeder Abschnitt (also auch jeder Rest und jeder Ausschnitt) einer 
Ordnungszahl des dritten Bereichs ist wiederum eine Ordnungszahl des 
dritten Bereichs (so daB der dritte ebenso wie der erste und der zweite 
Bereich der Ordnungszahlen ununterbrochen ist). 


Die Eigenschaft braucht nur fiir eine beliebige von Null verschiedene 
Ordnungszah! des dritten Bereichs 8 bewiesen zu werden. Sie ergibt sich 
mittels der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung eines (auf 
Grund von Eigenschaft 1 existierenden) zu f gehérigen vollstandigen und 
in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierten Erzeugungswertes. 

4. Eine Fundamentalreihe «,,«,,... von Ordnungszahlen des dritten 
Bereichs, deren (in iiblicher Weise definierte) ordnungsgemiBe Summe 
entweder eine Ordnungszahl des dritten Bereichs oder die Ordnungszahl ¢ 
ist, ist induziert in bezug auf den dritten Bereich. 

Im ersten Falle diirfen wir, weil die ordnungsgemiBe Summe von 
@,,@,... voraussetzungsgem&8 quasi-vollstandigen wohlgeordneten Spezies 
entspricht und mithin feststeht, entweder da8 nur eine endliche Anzahl, 
oder daB eine Fundamentalreihe von nichtverschwindenden «a, existiert, 
annehmen, daB das letztere der Fall ist. Auch diirfen wir annehmen, daB 
a, +a,-+-... eine Ordnungszahl des dritten Bereichs a vom Range k ist, 
wahrend die Giiltigkeit der zu beweisenden Eigenschaft fiir Range der 
ordnungsgemaiBen Summe <k schon feststeht. Weiter diirfen wir den 
Beweis beschrinken auf den Fall « =m”, wo p eine Ordnungszahl des 
dritten Bereichs vorstellt, deren Rang < k ist. 

Nehmen wir als ersten Unterfall an, daB der letzte Exponent von p 
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verschwindet, mithin p=g-+1 (wo g ebenfalls eine Ordnungszahl des 
dritten Bereichs, deren Rang < k ist, vorstellt) und « = lim w*-n (n eine 
unbeschrankt wachsende natiirliche Zahl). Alsdann gibt es ein kleinstes a, , 
zu dem ein solches », >0 bestimmt werden kann, daB w?%-(y,+ 1)> 
d, ++... +, > @,-»,; ein kleinstes 9,, zu dem ein solches y, > », 
bestimmt werden kann, daB w‘-(¥, +1) >a,+a,+... +a, >o%-9,; 
ein kleinstes g,, zu dem ein solches y, >», bestimmt werden kann, daB 
wt-(¥,+1)>a,+a,+...+@, >@%-»,; usw. Die Exponenten der 
Anfangsglieder von «,., @,,,... miissen alle gleich g sein, wahrend fiir m 
zwischen 9, und g,,, die Exponenten von «,, kleiner als g sind. Mithin 
ist die Fundamentalreihe «,, «,,«,,... induziert in bezug auf den dritten 
Bereich. 

Bleibt als zweiter Unterfall, daB der letzte Exponent von p nicht 
verschwindet. Alsdann ist (nach Eigenschaft 2) p= lim Pr, Wo jedes p, 
eine Ordnungszahl des dritten Bereichs vorstellt, und p,,; > p, fiir jedes v. 
Mithin ist auch die Ordnungszahl « = w? gleich der Ordnungszahl lim o** und 


gibt es ein kleinstes 9,, zu dem ein solches », > 0 bestimmt werden kann, 
daB w+! >a,+a,+...+4,>o0™; ein kleinstes 9,, zu dem ein 
solches a >», bestimmt werden kann, daB w™+!>a,+.a,+... 
+ @, >w"™; ein kleinstes 9,, zu dem ein solches », > », bestimmt werden 
kann, daB w™+1>a,+a,+...+,2'; usw. Bezeichnen wir den 
Exponenten des Antengngliedes von «, mit a, so miissen a), a,.,... eine 
bestindig wachsende Fundamentalreihe bilden, wahrend fiir m zwischen 
o, und g,,, die Exponenten von «, kleiner als «/,,, sind. Weiter ist die 
Ordnungszahl lime), =p. Schreiben wir also a, = a, und a, ,, = t,., — Ho, 
fiir jedes n>1, so ist (eben weil die zu beweisende Eigenschaft fiir 
Range der ordnungsgemiBen Summe < & schon feststeht) die Funda- 
mentalreihe «,', «,’,... in bezug auf den dritten Bereich induziert. Mit- 
hin sind auch zunachst die Fundamentalreihe we, we, ..., sodann die 
Fundamentalreihe w*‘,@,... und schlieBlich die Fundamentalreihe 
@,,@,,... in bezug auf den dritten Bereich induziert. 

Im zweiten Falle ist die Ordnungszahl a, +-a,+ ... gleich der 
Ordnungszahl w +, +, +... und gibt es ein kleinstes 9,, zu dem 
ein solches », >0 bestimmt werden kann, daB w,,.; >a,+a,+... 
+ a, >,,; ein kleinstes 9,, zu dem ein solches », > », bestimmt werden 
kann, daB w,,,1 > a ++ ...+ «,>,,; ein kleinstes 9,, zu dem ein 
solches », > », bestimmt werden kann, daB w,, 1; > +--+ ... +, >,,; 
usw. Die Range von «,,, @,,,... miissen bestindig wachsen, wahrend fiir m 
zwischen 9, und o,,, der Rang vona,, kleiner ist als der Rang von a, ,,. 
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Mithin ist dié Fundamentalreihe «,,«,,@,,... induziert in bezug auf den 
dritten Bereich. 


5. Wenn £,,8,,... eine Fundamentalreihe von Ordnungszahlen ist, 
welche mit der in bezug auf den dritten Bereich induzierten Fundamental- 
reihe «,,@,,... von Ordnungszahlen des dritten Bereichs addétiv- 
zusammengehdrig ist, so gehért auch jedes f, zum dritten Bereich und 
ist die Fundamentalreihe £,, f,,... in bezug auf den dritten Bereich 
induziert. 

Diese Eigenschaft ist eine unmittelbare Folge der Eigenschaften 3 und 4. 


6. Ein beliebiger zu einer Ordnungszahl des dritten Bereichs gehériger 
Erzeugungswert ist vollstandig induziert in bezug auf den dritten Bereich. 

Fiir einen vollstandigen Erzeugungswert folgt diese Eigenschaft un- 
mittelbar aus den Eigenschaften 3 und 4. Um sie fiir einen quasi-voll- 
standigen Erzeugungswert (dessen Orduungszahl wir als nichtverschwindend 
voraussetzen diirfen) herzuleiten, geniigt es, denselben zum entsprechenden 
volisténdigen Erzeugungswert in Beziehung zu setzen. 


Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt unbestimmt zerlegt in bezug auf 
den dritten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden ) 
Abschnitt F’ und einen (evtl. fortfallenden) Rest F” regular zerlegt 
werden kann, da8 jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen 
besteht oder einen mit ¢ inhaltsgleichen Anfangsteil besitzt und F’’ mit 
einer Spezies des dritten Bereichs inhaltsgleich ist (ohne deshalb not- 
wendigerweise eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzen zu miissen). 

Eine in bezug auf den dritten Bereich unbestimmt zerlegte wohl- 
geordnete Spezies F braucht — schon im Falle, daS F’’ mit F identisch 
und mit der Ordnungszahl w, inhaltsgleich ist — nicht notwendig un- 
bestimmt zerlegt in bezug auf den zweiten Bereich zu sein, wie aus 
folgendem Beispiel hervorgeht: Es sei F, fiir »< k, und G, fiir »>k, 
eine vollstandige wohlgeordnete Spezies der Ordnungszahl w”; es bestehe 
F, tir »>k, und G, fiir » << k, aus einem einzigen Nullelement; und es 
sei F=(F,+ Fy + %,+...)+(4,+6,+6,+...). 

Ebensowenig ist eine in bezug auf den zweiten Bereich unbestimmt 
zerlegte wohlgeordnete Spezies G notwendigerweise unbestimmt zerlegt in 
bezug auf den dritten Bereich, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei G, eine 
vollstandige wohlgeordnete Spezies, welche fiir » < &, die Ordnungszahl w,, 
fir » > k, die Ordnungszahl «,, besitzt, und es sei G = G, + G,+G,+.... 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt scharj zerlegt in bezug auf den 
dritten Bereich, wenn sie in solcher Weise in einen (evtl. fortfallenden) 
Abschnitt F’ und einen (evtl. fortfallenden) Rest F’’ regular zerlegt 


























Intuitionistische Mathematik. III. 483 


werden kann, da8 jeder Rest von F’ entweder aus lauter Nullelementen 
besteht oder die Ordnungszahl « oder einen Abschnitt der Ordnungszahl « 
besitzt, und F” eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt (hierbei 
kénnen wir, ohne der wohlgeordneten Spezies F eine weitere Kinschrankung 
aufzuerlegen, iiberdies fordern, daS F’ entweder in Fortfall kommt oder 
wenigstens ein Vollelement enthilt ). 


Eine in bezug auf den dritten Bereich scharf zerlegte wohlgeordnete 
Spezies ist ebenfalls scharf zerlegt in bezug auf den zweiten (mithin auch 
in bezug auf den ersten) Bereich. Nach dem obigen Beispiel G = G, + G, 
+G,-+ ..., wo G, eine vollstandige wohlgeordnete Spezies der Ordnungs- 
zahl w, bzw. a,, vorstellt, ist aber eine in bezug auf den zweiten Bereich 
scharf zerlegte wohlgeordnete Spezies nicht notwendig scharf zerlegt in 
bezug auf den dritten Bereich. 

Eine wohlgeordnete Spezies F heiBt vollstdndig induziert in bezug 
auf den dritten Bereich, wenn wihrend ihrer Erzeugung bei jeder durch 
eine Formel F, = F, + F,+ ... ausgedriickten Anwendung der zweiten 
erzeugenden Opuetion, wo jedes F, nach der Formel F,~ F, + F. in 
bezug auf den dritten Bereich scharf zerlegt ist, die betreffende Funda- 
mentalreihe F,, F,,... in bezug auf den dritten Bereich induziert ist, 
d.h. erstens entweder eine unbeschrankt wachsende Fundamentalreihe », , »,, .. 
existiert, so daB jedes F,, Vollelemente besitzt, oder ein solches m an- 
gegeben werden kann, das F, fir » > m aus lauter Nullelementen besteht 
bzw. fortfallt, zweitens im letzteren Falle die Fundamentalreihe der Ordnungs- 
zahlen von F, , Fy,... (wobei wir einem fortfallenden Fi die Ordnungs- 
zah] Null zusprechen) in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. Dem- 
zufolge ist dann jedesmal auch F, in bezug auf den dritten Bereich scharf 
zerlegt. 

Sei F;,;,...4, ein Element der in bezug auf den dritten Bereich voll- 
staindig induzierten wohlgeordneten Spezies F. Der Reihe nach ergibt sich, 
da8 dieses Element in | a in Fs, t5...4m—s? eo ey in F;, is in Ff, und 
in F je einen Abschnitt und einen Rest bestimmt, die in bezug auf den 
dritten Bereich gleichfalls vollstandig induziert sind. Mithin haben wir den 
Satz, daB jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den dritten 
Bereich vollstindig induzierten wohlgeordneten Spezies F gleichfalls in 
bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist. 

Eine in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierte wohl- 
geordnete Spezies F ist offenbar scharf zerlegt in bezug auf den dritten 
Bereich, weiter quasi-vollstandig und, wie wir mittels der induktiven 
Methode ersehen, auch in bezug auf den zweiten (mithin ebenfalls in be- 
zug auf den ersten) Bereich vollistandig induziert. Schreiben wir, der scharfen 
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Zerlegbarkeit von F in bezug auf den dritten Bereich entsprechend, 
F~ F + F’, so besitzt die wohlgeordnete Spezies F’, wenn sie nicht 
fortfallt, entweder einen Rest der Ordnungszahl ¢, oder alle nichtver- 
schwindenden Ordnungszahlen von Resten von F’ sind gréBer als «. 


Sei F eine in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induzierte 
wohlgeordnete Spezies, welche mit der ordnungsgeméBen Summe einer 
Fundamentalreihe F,, F,,... von in bezug auf den dritten Bereich scharf 
zerlegten wohlgeordneten Spezies gleichwertig ist. Wir wollen beweisen, 
daB die Fundamentalreihe F,, F,,... in bezug auf den dritten Bereich 
induziert ist, und bemerken dazu zuniichst, daB fiir die wohlgeordnete 
Spezies F, eben weil sie in bezug auf den dritten Bereich vollstindig 
induziert ist, eine der drei folgenden Eigenschaften bestehen muB: 
entweder F besitzt einen Rest mit einer Ordnungszahl des dritten Bereichs 
(die auch Null sein kann), oder von einem gewissen Reste von F besitzt 
jeder Rest die Ordnungszahl «, oder aber jeder Rest von F besitzt eine 
Ordnungszahl >-«. Diese drei Fille behandeln wir der Reihe nach. 


Erster Fall. F besitzt einen Rest F° mit einer Ordnungszahl des 
dritten Bereichs. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F, einen der- 
artigen Rest F,,,, daB die ordnungsgemiSe Summe der Fundamentalreihe 
Fos Fosi> Feasas +++ mit F° gleichwertig ist, so da% jedes Glied der 
letzteren Fundamentalreihe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt, 
und die Fundamentalreihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungs- 
gemaiBe Summe eine Ordnungszah] des dritten Bereichs ist) in bezug auf 
den dritten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe fiir die Funda- 
mentalreihe der Ordnungszahlen von F,,,, F,,,.,... baw. fiir die Funda- 
mentalreihe der Ordnungszahlen von a. Tie ..-» mithin auch fiir die 
Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,.,,, F,,,5,---, mithin 
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,,.-- - 


Zweiter Fall. Vom Reste F° von F besitzt jeder Rest die Ordnungs- 
zahl e. Fiir ein bestimmtes m besitzt dann F,, einen derartigen Rest F,,., 
daB die ordnungsgemaSe Summe der Fundamentalreihe F,,,, F445 Pn sas- ++ 
mit F° gleichwertig ist, so daB jedes Glied der letzteren Fundamental- 
reihe eine Ordnungszahl des dritten Bereichs besitzt und die Fundamental- 
reihe dieser Ordnungszahlen (eben weil ihre ordnungsgemiBe Summe gleich « 
ist) in bezug auf den dritten Bereich induziert ist. Dann aber gilt dasselbe 
fiir die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von F,,,,, ¥,,49,--- bzw. fiir 
die Fundamentalreihe der Ordnungszahlen von Fruity Fe, +++,) mithin 
auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,..,, Faas -++s 


mithin auch fiir die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies 
ae ee 
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Dritter Fall. Jeder Rest von F besitzt eine Ordnungszahl >«. Zu 
jedem m gibt es dann ein derartiges », , da8 fiir einen bestimmten (eigent- 
lichen oder uneigentlichen) Abschnitt F°, von F,, die ordnungsgemaBe 
Summe F, + F,,,+...+F,,-i+ Fe, die Ordnungszahl ¢ besitzt, so 
daB wenigstens eine der wohlgeordneten Spezies Sa Fess... Rk F, 
existiert und Vollelemente besitzt. Das hei®t aber, daB es zu jedem m 
ein derartiges 9, >m gibt, da® F,, existiert und Vollelemente besitzt, 
so daB die Fundamentalreihe der wohlgeordneten Spezies F,, F,, F,,... in 
bezug auf den dritten Bereich induziert ist. 


Kombinieren wir den hiermit bewiesenen Satz mit der Eigenschaft, 
daB jeder Ausschnitt sowie jeder Rest einer in bezug auf den dritten Be- 
reich vollstandig induzierten wohlgeordneten Spezies gleichfalls in bezug 
auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist, so ergibt sich, daB jede 
mit einer in bezug auf den dritten Bereich vollstindig induzierten wohl- 
geordneten Spezies F gleichwertige wohlgeordnete Spezies G ebenfalls in 
bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist (und zwar mittels 
der induktiven Methode an der Hand der Erzeugung von G). Auf Grund 
dieser Eigenschaft bezeichnen wir eine Ordnungszahl als in bezug auf den 
dritten Bereich volletandig induziert, wenn jeder zu thr gehdrige vollstandige 
Erzeugungswert in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert ist. 

Dann aber ist auch jeder zu ihr gehorige quasi-vollstindige Er- 
zeugungswert in bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert. Sei 
nimlich # ein solcher quasi-vollstindiger Erzeugungswert, da der ent- 
sprechende vollsténdige Erzeugungswert « in bezug auf den dritten Bereich 
vollstindig induziert ist. Jeder durch eine Formel a, ~ a; + «;’ ausge- 
driickten scharfen Zerlegung in bezug auf den dritten Bereich eines kon- 
struktiven Unterwertes «, von « entspricht dann eine durch eine Formel 
Bea B. B ausgedriickte scharfe Zerlegung in bezug auf den dritten Be- 
reich des entsprechenden konstruktiven Unterwertes f, von f (welche leicht 
eindeutig festgelegt werden kann, z. B. durch die Forderung, da8, wenn B 
nicht fortfallt, jeder Rest von f, Vollelemente aufweisen soll). Auf Grund 
dieser scharfen Zerlegungen seiner konstruktiven Unterwerte aber stellt 
sich # an der Hand seiner mit « parallelen Erzeugung unmittelbar als in 
bezug auf den dritten Bereich vollstandig induziert heraus. 


¢ 6. Im vorigen haben wir gesehen, wie zur endlichen Bezeichnung 
von Ordnungszahlen zweierlei Elementarsymbole benutzt werden, namlich 
Zahisymbole, welche je eine bestimmte Ordnungszahl, und Verkniipfungs- 
symbole, welche je ein aus gewissen geordneten endlichen Mengen von 
vorgegebenen Ordnungszahlen jedesmal eine Ordnungszahl erzeugendes Ge- 
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setz reprisentieren. Zur Bezeichnung der Ordnungszahlen des ersten Be- 
reichs geniigten dabei das Zahlsymbol 1 und das Verkniipfungssymbol der 
Addition; zur Bezeichnung der Ordnungszahlen des zweiten Bereichs kam 
das Zahlsymbol m und das Verkniipfungssymbol der Multiplikation hinzu, 
wabrend die weitere Hinzunahme des Verkniipfungssymbols der Potenzie- 
rung die Bezeichnung der Ordnungszahlen des dritten Bereichs erlaubte. 
Indem wir auf den Aufbau systematischer Theorien von Bereichen von 
Ordnungszahlen, welche iiber den dritten Bereich hinausgehen, verzichten, 
beschrinken wir uns darauf, ein Beispie] eines Verkniipfungssymbols an- 
zugeben, das, in Vereinigung mit den Zahlsymbolen 1 und » und den 
Verkniipfungssymbolen der Addition, Multiplikation und Potenzierung, die 
Bezeichnung von Ordnungszahlen erlaubt, welche nicht nur gréBer sind 
als die Ordnungszahlen des dritten Bereichs, sondern auch gréBer als die 
Ordnungszahlen ¢, e, = e*, &, = 8", & = e8%,..., 6 -3¢,. 
a= 

Es sei « ein beliebiger basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert, 
B ein beliebiger quasi-vollstandiger Erzeugungswert. Alsdann definieren 
wir den symbolischen Ausdruck {«,f} mittels der induktiven Methode an 
der Hand der Erzeugung von § durch folgende Festsetzungen: 


Wenn £ einer aus einem einzigen Nullelemente bestehenden Spezies 
entspricht, so ist {a, 8} =a. 

Wenn £ einer aus einem einzigen Vollelemente bestehenden Spezies 
entspricht, so ist {a,8} = «*. 

Wenn £6 = f, + 8, +...+,, auf Grund der ersten erzeugenden Ope- 
ration und der symbolische Ausdruck {«, 8,} fiir » = 1,2, ..., m fiir jeden 
basierten quasi-vollstandigen Erzeugungswert « als basierter quasi-voll- 
standiger Erzeugungswert definiert ist, wihrend iiberdies ein beliebiger basierter 
quasi-vollstandiger Erzeugungswert « fiir » = 1,2,...,m einen Abschnitt 
von {a,f,} darstellt, so ist {«, 8} = {«,8,}+ [{{«, 8, },8,} — {a, B, }] 
+ (£4, (B, + Ba) > Ba} — {05 (By + Ba) +--+ kee (Bs + Bat --- + Banna) Bud 
— {a,(B, + 8, + ...+8,,-,)}], so daB auch {a, 6} fiir jeden basierten quasi- 
vollstandigen Erzeugungswert « als basierter quasi-vollstandiger Erzeugungs- 
wert definiert ist, wahrend iiberdies ein beliebiger basierter quasi-vollstan- 
diger Erzeugungswert « einen Abschnitt von {a, 8} darstellt. 

Wenn f= x 8, auf Grund der zweiten erzeugenden Operation und 


v=1 
{«,B,} fiir jeden basierten quasi-vollstindigen Erzeugungswert « und jedes 
y als basierter quasi-vollstandiger Erzeugungswert definiert ist, wahrend 
iiberdies ein beliebiger basierter quasi-vollstindiger Erzeugungswert « fiir 
jedes » einen Abschnitt von {«a,f,} darstellt, so ist {a,8} —{«, B,} 
+[{@, (B+ By)} —{a, B,}] + [{«,(B, + Be +Bs)} — {0 (8, + Bs)}]+-- 
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(= lim { @, (6, +... + By)}, so daB auch {«,f} fiir jeden basierten quasi- 
vollstandigen Erzeugungswert « als basierter quasi-vollstandiger Erzeugungs- 
wert definiert ist, wahrend iiberdies ein beliebiger basierter quasi-voll- 
standiger Erzeugungswert « einen Abschnitt von {«,#} darstellt. 

Auf Grund dieser Definition beweist man, in derselben Weise wie die 
analoge Eigenschaft der Potenz a’, daB die Gleichwertigkeit bzw. Inhalts- 
gleichheit von # und f° einerseits und von « und «° andererseits, die 
Gleichwertigkeit bzw. Inhaltsgleichheit von {«,8} und {a°,£ °} nach sich 
zieht. Der symbolische Ausdruck {«,8} ist mithin nicht nur fiir einen 
beliebigen basierten quasi-vollstandigen Erzeugungswert « und einen be- 
liebigen quasi-vollsténdigen Erzeugungswert § als basierter quasi-vollstin- 
diger Erzeugungswert, sondern auch fiir eine beliebige nichtverschwin- 
dende Ordnungszahl «@ und eine beliebige Ordnungszahl f als nichtver- 
schwindende Ordnungszah] definiert. 


Wie weit man indessen zur Bezeichnung von Ordnungszahlen mit der 
Einfiihrung neuer Zahlsymbole und Verkniipfungssymbole auch fortfahrt, 
so laBt sich dabei doch die Spezies der eingefiihrten Symbole in jedem 
Stadium als endlich betrachten, weil jede Definition einer Fundamental- 
reihe von Symbolen 1,,1,,... auf die Definition eines einzigen, auf ein 
beliebiges Element von A, mithin auf eine beliebige endliche Gruppe von 
Symbolen 1 beziiglichen Symboles t hinauskommt. Wenn wir nun nur 
solche Verkniipfungssymbole zulassen, welche je aus einer beliebig vorge- 
gebenen endlichen geordneten Menge von Ordnungszahlen entweder eine 
Ordnungszahl erzeugen oder unméglich eine Ordnungszahl erzeugen kénnen, 
so bilden in jedem Stadium der Symboleinfiihrung diejenigen Zusammen- 
setzungen der schon eingefiihrten Elementarsymbole, welche Ordnungs- 
zahlen reprasentieren, eine zihlbare (und selbstverstiandlich auch abzahl- 
bar unendliche) Spezies, von der itibrigens mehrere Elemente dieselbe Ord- 
nungszahl reprasentieren kénnen. 

Hieraus folgern wir die Unméglichkeit, ein System o von Zahlsymbolen 
und Verkniipfungssymbolen der angegebenen Art einzufiihren, das die Dar- 
stellung aller Ordnungszahlen erlaubt. Nehmen wir nimlich einen Augen- 
blick die Existenz eines diese Eigenschaft besitzenden Systems o an, zahlen 
wir diejenigen durch o gelieferten endlichen Zusammensetzungen von Ele- 
mentarsymbolen, welche nichtverschwindende Ordnungszahlen reprisentieren, 
als eine Fundamentalreihe ab und sei £, die dabei der natiirlichen Zah| Y 


entsprechende Ordnungszahl. Alsdann kann die Ordnungszahl £,, = PA. 
keinem £, gleich sein, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind. 


In analoger Weise zeigt man, daB die Spezies O der Ordnungszahlen 
nicht aufzdhibar ist. Andererseits kann man jeder endlichen Ordnungszahl 
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die entsprechende Nummer der Folge ¢ und jeder unendlichen Ordnungs- 
zahl die Nummer 1 zuordnen. Bezeichnen wir also die Kardinalzahl von 
O mit o, so haben wir nebst der Beziehung o2a die Unmiglichkeit der 
Beziehung a0, mithin die Beziehung o>a, d. h. O ist von groBerem Ge- 
wicht als A. 


(Eingegangen am 28, 11. 1925.) 


Berichtigung 


zu dem Aufsatz von L. E. J. Brouwer: ,Zur Begriindung der intuitionistischen 
Mathematik. II“ in Band 95, 8. 453—472. 
8.470, Z. 4 v. u. statt ,2(¢—1)* lies ,2z,—1* (der Fehler ist nach der 
Druckfertigerklarung infolge eines Versehens der Geschaftsfiihrung entstanden). 
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Simpliziale Approximationen in der allgemeinen 
Topologie. 


Von 


Paul Alexandroff in Moskau. 


In dieser Arbeit will ich zeigen, da8 kompakte metrisierbare topo- 
logische Raume sich auf eine bestimmte Weise durch aus endlich-vielen 
Simplexen zusammengesetzte Gebilde (n-dimensionale Komplexe) approxi- 
mieren lassen; daB, umgekehrt, jeder auf diese Weise approximierte Raum 
kompakt und metrisierbar ist; da8 dabei ein n-dimensionaler Raum’) sich 
durch (im klassischen Sinne) n-dimensionale Komplexe approximieren 1aBt, 
und n-dimensionale Komplexe héchstens n-dimensionale Raume approxi- 
mieren. 


Die Kenntnis der Grundbegriffe der Dimensionstheorie*) wird im fol- 
genden vorausgesetzt. 


I. m-dimensionale Komplexe. 


1. Wir verstehen unter einem héchstens n-dimensionalen Komplexe ein 
(abstrakt gegebenes) endliches System von hiéchstens n -dimensionalen 
Simplexen, von denen je zwei entweder zueinander fremd sind, oder einen 


1) S. zur Orientierung in der allgemeinen Dimensionstheorie (auBer der 1913 im 
Journ. f. Math. 142 erschienenen kurzen Brouwerschen Note, welche dieses Unter- 
suchungsgebiet zuerst erdffnet hat): 

Paul Urysohn, Les multiplicités Cantoriennes, Comptes Rendus de |’Ac. des 
Sc. de Paris 175 (septembre 1922); Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, Fund. 
Math. 7 und 8, sowie den Auszug aus der letzteren Arbeit, die demnichst in den 
Math. Annalen erscheint; 

Karl Menger, Uber die Dimension von Punktmengen, Monatshefte f. Math. u. 
Phys. 33 u. 34. 

*) Siehe die FuBnote *). Im folgenden werden insbesondere die Urysohnschen 
Arbeiten zitiert. Vor allem ist das Kapitel V des Urysohnschen ,Mémoire ...“ fiir 
das Folgende von grundlegender Bedeutung. 

Mathematische Annalen. 96. 32 
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aus einer gemeinsamen Seite*) der beiden Simplexe bestehenden Durch- 
schnitt besitzen. Falls dabei der eine Simplex p- und der andere g-dimen- 
sional ist (p <q), so kann der g-dimensionale Simplex den p-dimensionalen 
als eine seiner Seiten enthalten. 

Ein héchstens n-dimensionaler Komplex heiBt n-dimensional, wenn 
unter seinen Simplexen wenigstens ein n-dimensionaler vorkommt. 

Wir werden immer zu den den Komplex bildenden Simplexen auch 
alle ihre Seiten zahlen, so daB, wenn ein Komplex 


(1) R = {8,, Sy, ..., Si} 


vorliegt (wobei S,,S,,...,S, die den Komplex & bildenden Simplexe sind), 
sich unter den S,,S,,...,S8, auch alle Seiten dieser Simplexe befinden. 
Diese Eigenschaft eines Komplexes diirfte als seine Vollstdndigkeit be- 
zeichnet werden und wird im folgenden stets vorausgesetzt. 

2. Es soll von Anfang an folgende Bemerkung gemacht werden. In 
der Topologie, ebenso wie in der elementaren Geometrie, ist ein n-dimen- 
sionaler Simplex immer durch seine n + 1 Eckpunkte vollstandig bestimmt, 
so daB zwei dieselben Eckpunkte besitzende Simplexe untereinander iden- 
tisch sind. 

Daraus folgt, daB der topologische Simplex nichts anderes als das 
System seiner n-+-1 Eckpunkte ist, also eigentlich eine endliche Menge 
von Elementen (eines bestimmten Elementenvorrates), die ,,Eckpunkte“ 
heiBen. Die Dimension des Simplexes ist einfach die um eine Einheit 
verminderte Kardinalzahl dieser Menge; die Seiten des Simplexes sind 
Teilmengen derselben endlichen Menge. 

Wir kénnen also folgende Definition aufstellen: 


Es sei eine unendliche Menge W gegeben, deren Elemente Eckpunkte 
heiBen sollen, und von der weiter nichts vorausgesetzt wird. 

Eine aus n-+-1 verschiedenen Elementen der Menge W bestehende 
Menge S heiBt ein n-dimensionaler Simpler (n=0,1,2,...); die 
echten Teilmengen der Menge S (die also r-dimensionale Simplexe sind, 
0<rsn—1) heiBen (die r-dimensionalen) Seiten des Simplexes 8. 
Der Simplex § selbst kann auch als seine uneigentliche (n-dimensionale) 
Seite betrachtet werden. 

Der Simplex S heiBt grdéfer als 7. falls T eine Seite von § ist. 

Zwei Simplexe heiBen benachbart, falls sie (als endliche Mengen be- 
trachtet) einen nichtleeren Durchschnitt haben. Dieser Durchschnitt ist 
dann stets eine gemeinsame Seite der beiden Simplexe. 

Eine endliche Menge von héchstens n-dimensionalen Simplexen, unter 





*) Dabei ist unter einer 0-dimensionalen Seite ein Eckpunkt 2» verstehen. 
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denen wenigstens ein n-dimensionaler vorkommt, heiBt ein n-dimensionaler 
Komplex; diese Simplexe selbst und ihre Seiten heiBen Hlemente des 
Komplezes*). 


II. Ein einleitendes elementares Beispiel. 


3. Es sei R eine Kreislinie. Wir teilen R in 2”** (gleiche) Bégen 
und nennen & den, aus diesen Bégen (und ihren Endpunkten) gebildeten, 
geometrisch vorliegenden, eindimengionalen Komplex. Jeder Punkt xc R 
ist entweder nur in einem Bogen aus Rx enthalten, oder es ist x der 
gemeinsame Endpunkt zweier Bégen. 


Indem wir durch §,, den zu §&, dualen Komplex®) bezeichnen, ent- 
spricht jedem Punkte xc R entweder ein einziges 0-dimensionales Element 
von &,,, oder zwei zu einem und demselben 1-dimensionalen Elemente 
gehérende 0-dimensionale Elemente, und dann dieses 1-dimensionale Ele- 
ment selbst. 


Jedem Punkte xc R entspricht jedenfalls ein einziges Maximalelement 
von &,, (d. h. ein in keinem gréBeren, dem Punkte x entsprechenden Ele- 
mente enthaltenes Element), und dann entsprechen dem Punkte z auch 
alle (héchstens 2) Seiten dieses Maximalelementes. 

Da dies fiir jedes m gilt, so enspricht jedem Punkte z< R eindeutig 
eine Kette 

Siae 8,42 voy Be gay eees 
wobei S ‘Z das einzige, dem Punkte x entsprechende Maximalelement aus 
R,, ist. 
4. Nun miissen wir genauer einsehen, was eigentlich eine Kette ist. 


Verschiedene Komplexe &,, (m= 1, 2, 3,...) werden untereinander 
dadurch verbunden, daB gewisse Systeme von Simplexen, die zu verschie- 
denen &,, gehéren, wenigstens einem Punkte xc R gleichzeitig entsprechen 
(dabei jedoch nicht notwendig als Maximalelemente). Falls wir durch 
Sm, itgendein Element des Komplexes &, und durch S,;, das be- 


*) Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB die ganze kombinatorische Topologie 
sich auf diesen Boden iibertragen 1aBt. Der Ansatz dazu ist in meiner Arbeit Zur 
Begriindung der n-dimensionalen mengentheoretischen Topologie (Math. Ann. 94, 8. 296) 
gegeben. 

Ich méchte noch besonders betonen, daB dieser Standpunkt iiberhaupt erst da- 
durch erméglicht ist, daB Brouwer zum ersten Male die Mannigfaltigkeitstopologie 
auf den Begriff des Simplexes gestiitzt hatte (Math. Ann. 70, 71, 72). 

5) Der aus @», dadurch entsteht, daB man jsdes 0-dimensionale Element von Rm 
durch ein 1-dimensionales ersetzt und umgekehrt. 

32* 
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trefiende Element von &, bezeichnen, nennen wir ein System von (0- oder 
1-dimensionalen) Elementen 


(3) [81.4,, S24. --+> Sut] 
ausgezeichnet, falls alle diese Elemente gleichzeitig einem Punkte rc R 
entsprechen (d. h. einfach, falls der Durchschnitt aller Simplexe S;*;, Sai, . 
Sx; nicht leer ist). 

Eine Folge von der Gestalt 
(4) By,¢,. Sa6,.-++> Sminr +> 


soll dann ausgezeichnet heiBen, wenn jeder ihrer Abschnitte [S, ;,,S2,,,. 
Smi,,] ausgezeichnet ist. 

Eine Kette ist dann nichts anderes als eine ausgezeichnete Folge, die 
ihre Eigenschaft, ausgezeichnet zu sein, verliert, wenn man irgendeins ihrer 
Elemente durch ein gréBeres (also ein 0-dimensionales Element durch ein 
eindimensionales) ersetzt. 

Wir baben gesehen, daS zu jedem Punkte rc R eine einzige Kette 
(4,) gehdrt, und dann ist x der einzige, in allen Simplexen S,,;, ent- 
haltene Punkt. 

Aber auch umgekehrt bestimmt vermége letzterer Vorschrift jede 
Kette einen einzigen (zu allen S,,;, gehdrenden) Punkt xc R. 

Zwei Ketten, (4,) und 


(5) Mids Mage <:05 Minted ens 


sind verschieden, falls wenigstens fiir ein m S,,;,, von S,,;, verschieden 
ist. Dann sind aber auch die entsprechenden Punkte 2 und y verschieden, 
und folglich sind von einem bestimmten m an die beiden Simplexe S,, ;, 
und S,,;,, nicht nur verschieden, sondern auch zueinander fremd. 

Zwei verschiedene Ketten (4,) und (5,) kénnen also nicht unendlich 
viele benachbarte Elemente S,, ;, und S,,, ;, enthalten, d. h. die Bedingung 4° 
des §7 ist erfillt. 

Offenbar sind auch die Bedingungen 1°, 2°, 3° des § 6 erfiilt. 

5. Wir betrachten jetzt folgendes, die Kreislinie als topologischen 
Raum definierendes Umgebungssystem. 

Falls 2 ein gemeinsamer Endpunkt zweier Bogen des Komplexes 8), 
ist, so erkliren wir als die m-te Umgebung U,,(2) des Punktes x die 
Menge aller Punkte der beiden in x anstoBenden Bogen von R- , mit Aus- 
nahme der beiden von x verschiedenen Endpunkte dieser Bégen. 

Falls aber x nur zu einem Bogen des Komplexes &, gehért, so soll 
U,,(z) aus allen inneren Punkten dieses Bogens bestehen. 

Auf diese (iibrigens einzig denkbare) Weise wird fiir jeden Punkt x 
und jedes m eine U, (2) bestimmt 


“*) 
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Es sei nun 
S14,; S2i,; cers Buin eee 
die dem Punkte x entsprechende Kette und y irgendein anderer Punkt 
der Kreislinie R. Wenn man durch 


8,5,» S3,;,5 “es Sarjus “ee 


die dem Punkte y entsprechende Kette bezeichnet, sieht man sofort ein, 
da8 y dann und nur dann zu U, (x) gehdrt, wenn S,;,, Ss,;,,..., Sm. 
bzw. in S,4,, Sis,,.--> Sms, enthalten sind. 

Es gilt also folgende Regel: 

Die m-te Umgebung des Punktes x besteht aus denjenigen Punkten, 
deren entsprechende Ketten als ihre ersten m- Elemente (echte oder unechte) 
Teilelemente der betreffenden Elemente der zu x gehérigen Kette haben. 

Auf diese Weise wird unsere Kreislinie wirklich durch die Folge (2,) 
als topologischer Raum definiert. Die ,,topologische Approximation“ der 
Kreislinie durch die Komplexe (2,) erhalt dadurch einen ganz prizisen 
und mit unsrer Anschauung vollkommen iibereinstimmenden Sinn. Wir 
wollen nun zeigen, daB dieser Sinn auch fiir beliebige kompakte metrisier- 
bare Raume derselbe bleibt. 


Ill. Der allgemeine Begriff der topologischen Approximation. 
6. Definition I. Eine abzihlbare Folge von Komplexen 
(2) R;, ry ee Rn = {8n.1, Baas -++s Sui} 


wird zu einem Spektrum, sobald ein Gesetz gegeben ist, welches gewisse, 
zu verschiedenen &,, gehdrige Elemente zu ausgezeichneten Systemen, die 
auch Gruppen heiBen sollen, derart zuordnet, daB dabei folgende Be- 
dingungen zur Geltung gebracht werden: : 

1°. Jede Gruppe*) hat die Gestalt 
(3) [8.4 83,5 0 soy Bene hs 

2°. Jeder Abschnitt einer Gruppe (3) (d. h. jedes System [S, ;,,.--, Sm'éa], 
wo m’< mi ist) ist wiederum eine Gruppe, und umgekehrt ist jedes Ele- 
ment S»;,, wenigstens in einer Gruppe, und jede Gruppe als Abschnitt 
in einer anderen Gruppe enthalten. 

8°. Jedes ausgezeichnete System bleibt ausgezeichnet, falls man in thm 
irgendein Element durch ein Teilelement (= eine Seite) ersetzt. 

Definition II. Ein Spektrum heiBt endlich- und zwar n-dimen- 
stonal, wenn alle Komplexe §,,, aus denen es besteht, n-dimensional sind. 


*) Es sei nochmals bemerkt, daB in dieser Arbeit die Ausdriicke .Gruppe“ und 
,ausgezeichnetes System“ gleichbedeutend sind. 
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Ein Spektrum hei&8t unendlich dimensional, falls die Dimension von &,, 
mit m unbegrenzt wichst. 

7. Es sei ein Spektrum (2) gegeben. 

Definition III. Eine unendliche Folge von Elementen 
(4) 83,4, 8,:,; ee, Bat: eee 
soll ausgezeichnet heiBen, falls jeder ihrer Abschnitte [8,,,, S.;,,---,Smen] 
ausgezeichnet ist. 

Definition IV. Eine ausgezeichnete Folge heiBt eine Kette, wenn 


ihre Eigenschaft, ausgezeichnet zu sein, verloren geht, sobald man irgend- 
eins ihrer Elemente durch ein gréBeres Element ersetzt. 


Definition V. Ein Spektrum soll ein approximierendes Spektrum 
heiBen, wenn es folgende weitere Bedingung erfiillt: 


4°. Zwei verschiedene Ketten 


(4) S3.3,5 Bets ++ 05 aang sea 
und 
(5) 815, Ss, ;,, tah Sujn> +o¥ 


kénnen héchstens endlichviele benachbarte Elemente S,,;,, und Sm;,, ent- 
halten. 


(Zwei Ketten heiBen dabei verschieden, falls wenigstens ein Ele- 


ment S,,;, der einen von dem entsprechenden Elemente §,, ;,, der anderen 
Kette verschieden ist.) 


8. Unter den Voraussetzungen 1° bis 4° soll ein approximierendes 
Spektrum den (,,durch dieses Spektrum approximierten“) Raum R in 
eindeutiger Weise folgendermaBen bestimmen: 


Jede Kette (4) des Spektrums soll ,,Punkt des Raumes R“ heifen, 
(6) z=(8,,;,, Be,4,5 +++ Ba.tas oY 


der Simplex S,,,;, soll die m-te Koordinate des Punktes x heiBen, und 
die m-te Umgebung des Punktes x soll aus allen denjenigen Punkten 


(7) gy = (By, s,, Baty «+02 Ber, dns +00) 


bestehen, deren sdmiliche ersten m Koordinaten in den entsprechenden 
Koordinaten des Punktes x enthalien®*) sind: 


(8) Sz. ix © Sk, igs fiir alle kim. 


**) Der Leser sei nochmals darauf aufmerksam gemacht, daB eine Koordinate 
ein Simplex, und ein Simplex eine endliche “Menge ist. — Es sei noch endlich die 
selbstverstindliche Bemerkung gemacht, daB zwei verschiedene Ketten als verschiedene 
Punkte des Raumes R betrachtet werden. 





| 
' 
| 
| 
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9. Es besteht 


IV. Der Hauptsatz. 

Jeder durch ein (approximierendes) Spektrum definierte Raum ist 
ein kompakter metrisierbarer topologischer Raum. Umgekehrt kann jeder 
kompakte metrisierbare Raum durch ein Spektrum approximiert werden; 
dabei ist die Dimension des Raumes der kleinsten Zahl (n oder co) 
gleich, die als Dimensionszahl eines diesen Raum definierenden Spektrums 
vorkommt. 

Beweis. Vorbemerkung. Wir machen zuerst noch einen rein termino- 
logischen Schritt in der Definition des Simplexes weiter: Im § 2 haben 
wir betont, da8 wir keine Voraussetzung iiber die Natur der Elemente 
der Menge W machen; da aber fiir unsere Zwecke geniigt diese Menge 
als eine abzaihlbare Menge vorauszusetzen, so treffen wir von jetzt an die 
Verabredung, W sei die Menge aller natiirlichen Zahlen. Ein n-dimen- 
sionaler Simplex wird dadurch zu einer, aus n-+-1 verschiedenen natiir- 
lichen Zahlen bestehenden, Menge’). 


10. Zuerst beweisen wir, da8 unser durch das Spektrum (2) definierter 
Raum R ein topologischer Raum ist. 

A*). Jeder Punkt 2 hat wenigstens eine Umgebung (in unserem Falle 
sogar abzahlbar viele Umgebungen) und ist in jeder seiner Umgebungen 
enthalten. 

B. Es sei U,(x) die p-te und U,(x) die g-te (p <q) Umgebung 
des Punktes z. Denn ist offenbar U, (2): U, (x) =U, (2). 

C. Es sei der Punkt 


(7) ¥ = (81, 5,, Se, 5.5 -++s Sm jns +s) 
in U,,(z) enthalten, wobei 
(6) © = (81, ¢,, S245 +++» Smiims +++) 
ist. Dann gelten die Inklusionen 
(8) S:,;,¢ Se... fiir alle kom. 
Falls nun z ein Punkt von U,(y) ist, wobei 
(9) z = (8;,,, Saas +++» Sm,dasss)s 
so ist 
Sing Sb, ix (k=1,2,...,m), 


*) Es braucht kaum erwihnt zu werden, daB diese Verabredung nur aus Be- 
quemlichkeitegriinden getroffen und keineswegs wesentlich ist; iibrigens beriihrt sie 
auch gar nicht die Allgemeinheit unserer Uberlegungen. 

*) A, B, C, D sind die bekannten vier Hausdorffschen Axiome des topologischen 
Raumes bzw. die Beweise ihrer Geltung im Raume R. 
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also zufolge (8) 

Sz.n, & Sz, (k=1, 2, 2+, ™), 
was nichts anderes als z¢ U,,(x) bedeutet. Da z ein beliebiger Punkt 
von U,(y) war, so ist U,(y)¢ U,,(x). 

D. Es seien x und y ((6) und (7)) zwei beliebige (verschiedene) 
Punkte von R. Dann sind die Ketten (6) und (7) verschieden. Es gibt 
also (zufolge der Voraussetzung 4° des § 7) ein erstes derartiges m, daB 
S;.;, und S; ;, nicht benachbart sind, sobald k > mi ist. 

Ich behaupte nun, da8B U,(x)-U,,(y)=0 ist. Es sei, entgegen der 
Annahme, z ein (durch (9) gegebener) Punkt von U,,(z)-U,,(y). Dann 
ist, u. a., 

Sim, hm c Sm, in und Sin, hm c Sx, jn ? 
was der Definition der Zahl m widerspricht. 

Die Umgebungen U,, (2) geniigen also den vier Hausdorfischen Axiomen 
A,B,C, D, was beweist, daB R ein topologischer Raum ist. 

Bemerkung. Um dieses letatere Ergebnis zu erhalten, wiirde es 
geniigen, die Voraussetzung 4° des § 7 durch eine viel schwichere zu er- 
setzen, namlich: 

Falls fiir jedes m S,,;,.-Sm,;, 09, so sind die Ketten (3) und (5) 
identisch. 

Die Notwendigkeit der Voraussetzung 4° in der urspriinglichen Gestalt 
wird sich aber bald erweisen. 


1l. R ist kompakt. Es sei in der Tat 


(10) M = {z,} (» =1,2,... in infinitum) 
eine abzahlbare, in R gelegene Menge, wobei fiir jedes » 

(11) x, = (8, 5, Ss, 5), Te Sin, > saa 

ist. 


Da i;’<4, ist (vgl. (2)), so gibt es wenigstens eine natiirliche 
Zahl i} <A, von der Beschaffenheit, da8 fiir unendlich viele Werte von » 


(12,) i= 
ist, und dann ist (S,, ,0] eine Gruppe. ((S;, 0] bedeutet dabei die aus 
dem einzigen Elemente S;, <0 bestehende Menge. ) 
Es sei jetzt vorausgesetzt, daB wir eine Gruppe 

[S,, 49, 3,409 «+s Sn, <2) 
von der Art bereits konstruiert haben, da8 unendlich viele Werte von » 
existieren, fiir die gleichzeitig 
(12,) = 4 


0 »(v) -0 
dots lm = tm 

















Simpliziale Approximationen in der allgemeinen Topologie. 497 


ist. Das hei®t, daB es unter den Punkten (11) unendlich viele gibt, deren 
erste m Koordinaten der Reihe nach 


(18,,) 81,49, S349; tees Sn,«2 


sind. Da nun die (m-+-1)-te Koordinate nur endlich viele Werte an- 
nehmen kann, so existiert ein bestimmtes i,,, von der Art, da8 es (unter 
denjenigen z,, deren erste m Koordinaten der Reihe nach die Werte (13,,) 
haben) unendlich viele Punkte gibt, die den Simplex S,, +1424, als ihre 
(m-+-1)-te Koordinate haben. In dieser Weise erhalten wir eine Folge 


( 45) 8,0, Sp, 40, vote Sm gO y vers 


die u. a. die Eigenschaft hat, da8 fiir beliebiges m die Menge der ersten 
m Elemente von (4,) eine Gruppe ist. (4,) ist also eine ausgezeichnete 
Folge. Falls iiberdies (4,) eine Kette ist, so ist unsere Konstruktion be- 
endigt. Falls nicht, unterziehen wir (4,) folgender Transformation. Wir 
ersetzen, wenn dies mdglich ist, ohne daB die Kigenschaft der Folge (4,), 
ausgezeichnet zu sein dabei leide, 8,0 durch ein gréBeres Element 8,43 
méglichst hoher Dimension und lassen alle anderen Elemente von (4,) 
ruhig auf ihren Platzen stehen. Dadurch wird (4,) in eine Folge (4,) 
verwandelt, deren Elemente S,, , 2 heiBen sollen (m= 1, 2,..., in inf.). 
(4,) ist dann wieder eine ausgezeichnete Folge. 

Es sei die ausgezeichnete, aus den Elementen S,, ,, bestehende 
Folge (4,) bereits konstruiert. Wir untersuchen das Element 


r 
r+l.ti, 


und ersetzen, falls dabei der ausgezeichnete Charakter von (4,) nicht 
zerstért wird, dieses Element durch ein gréBeres, méglichst hoher Di- 
mension. Falls letzteres aber unméglich ist, lassen wir S, +1,4f,, unver- 


andert. Alle iibrigen Elemente von (4,) lassen wir jedenfalls unver- 
andert. Die durch dieses Verfahren entstandene Folge ist ausgezeichnet 
und soll (4,,,) heiBen; ihre Elemente werden dementsprechend durch 
S,, ,r+1 bezeichnet. 


mt, 


In dieser Weise entsteht fiir jedes r die ausgezeichnete Folge (4,), 
wobei 


(14) S, «7 = S,, «r+ = S,,sr+2 =... in inf 
ist. 
Wir setzen jetzt fiir jedes m 
in = in 
und erhalten so die (auf Grund der Identititen (14)) ausgezeichnete Folge 


(4) Rie Bees 6h ER 




















498 P. Alexandroff. 


Ich behaupte nun, da8 letztere Folge eine Kette ist. 
In der Tat, wenn dies nicht der Fall wire, so kénnte man in (4) 
ein bestimmtes Element 8,4, durch ein gréBeres Element S,, ,’ ersetzen, 


so daB dadurch die ausgezeichnete Folge 


(4’) By gs Ss.e2 --> Smarr -+ 
gntsteht. Dann wire aber auch die Folge 
(4m ) Siam, Seams ee Suet Binet. 6M oo oe 


ausgezeichnet, und das Element Sqm Wire falsch gewahlt. 

Die Ketteneigenschaft der Folge (4) und die Existenz des Punktes 
(6) z=(8;,;,, S24; eres Sm.in> ) 
ist hiermit bewiesen. 

Nun haben wir bereits gesehen, daB es fiir jedes m unendlich viele 
Punkte z, (siehe (11)) gibt, die gleichzeitig den Inklusionen 


86 c8, oc Si, 


S, .% <S, .0 CS,, 
8,4, 2,4, 1,4, 


Sin, « © Sn, 4o <= Bn. s, 
geniigen. 

Das bedeutet aber, daB x ein Haufungspunkt der Menge (11) ist. 

Die Kompaktheit des Raumes RF ist hiermit bewiesen. 

Um jetzt mu zeigen, daB R nicht nur kompakt, sondern auch metri- 
sierbar ist, geniigt es, einem bekannten Urysohnschen Metrisationssatze 
gemaB, die Geltung des II. Abzahibarkeitsaxioms in R zu beweisen. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir einen beliebigen, durch (6) gegebenen 
Punkt « des Raumes R und eine beliebige Umgebung U,,(x) dieses 
Punktes. 

U,,(z) ist die Menge derjenigen Punkte von R, deren erste m Ko- 
ordinaten der Reihe nach in S;,;,, Ss,¢,, ---, Sm,¢, enthalten sind. Jede 
U,,(x) ist folglich durch die Kenntnis der natiirlichen Zahlen 7,, ¢,,..., ¢,, 
in der hier gegebenen Reihenfolge vollstindig bestimmt. Da es aber nur 
abzahlbar viele endliche Folgen natiirlicher Zahlen gibt, so ist avch die 
Menge aller verschiedenen U,,(x) abzahlbar, womit die Metrisierbarkeit 
des Raumes R bewiesen ist. 

Von jetzt an sei R als ein kompakter metrischer Raum gedacht. 

12. Wir untersuchen zuerst den Fall, wo das Spektrum (2) endlich — 
und zwar n-dimensional ist, und beweisen, daB dann auch R héchstens 











ee 
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| 
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von der Dimension n ist. Der Beweis stiitzt sich auf einen von Urysohn 
herriihrenden dimensionstheoretischen Fundamentalsatz. 

Um diesen Satz bequem formulieren zu kénnen, fiihren wir folgende 
Hilfsdefinition ein. 

Es sei « eine beliebige positive und p eine natiirliche Zahl. Ein 


endliches System von in einem metrischen Raume FR gelegenen, ab- 
geschlossenen Mengen 


| oe ee A 


soll eine (e, p)-Uberdeckung des Raumes R heiBen, falls folgende Be- 
dingungen erfiillt sind: 


a) Die Vereinigungsmenge > F, ist mit dem ganzen Raume RB identisch ; 

t=1 

b) die Durchmesser 5(F;) der Mengen F; (¢ =1,2,..., 8) sind samt- 
lich <e; 

c) es gibt keinen Punkt des Raumes R, der mehr als p unter den 
Mengen F, angehért. 

Dann lautet der Urysohnsche Fundamentalsatz*) folgendermaBen : 

Damit ein kompakter metrischer Raum R die endliche Dimension n 
hat, ist notwendig und hinreichend, daf es fiir jedes « > 0 eine (e,n+1)- 
Uberdeckung des Raumes R gibt, fiir ein hinreichend kleines « dagegen 
keine (e, n)- Uberdeckung. 

Wir miissen also jetzt beweisen, daB es fiir unseren, durch das 
n-dimensionale Spektrum (2) definierten kompakten metrischen Raum R 
stets eine (e, n+ 1)-Uberdeckung gibt und zwar fiir jedes noch so kleine 
e>0. ‘ 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke durch F,, , die Menge aller Punkte 
von R, deren m-te Koordinate den Simplex S,, enthilt, und be- 


weisen zuerst, daB F,, , stets eine abgeschlossene Menge ist. Es sei in 
der Tat 


(6) z= (S;,4,, 83,45 eee, Sm, ins one) 


ein Haufungspunkt der Menge F,, ,. Die Umgebung U,,(x) enthilt Punkte 
von F,,,, was u.a. bedeutet, daB S,,,,, die m-te Koordinate wenigstens 
eines, der Menge F,, , angehérenden Punktes enthalt, woraus, vermége der 
Definition von F,,,;, die Inklusion S,,;,> S,,; folgt, die eben aussagt, 
daB z ein Punkt von F,, ; ist. 


*) Urysohn, ,Mémoire ...“ Kap. V (Fund. Math. 8, 8. 801). 
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Jetzt beweisen wir weiter, daB fiir jedes « > 0 eine derartige natiir- 
liche Zahl m, existiert, daB die Ungleichung 
(15) 6(F,, 3) <« 
fir alle m > m, gilt. 

Es sei in der Tat letztere Behauptung falsch. Dann gibt es ein 
«> 0 und unendlich viele Mengen 
(16) | PS “Ses are 
fiir die simtlich 4(F,,,»,) => ausfallt. 


Es seien nun fiir jedes k x, und y, zwei zu F,,,», gehdrende Punkte, 
deren Entfernung >a ist. Indem man, wenn nétig, die Folge (16) durch 
eine Teilfolge ersetzt, darf man voraussetzen, daB die z, bzw. y, gegen x 
bzw. y konvergieren, wobei 


(6) z=(81;,, S24, mes See 
und 
(7) y = (S1,;,, HAs o00g Bentns >) 


zwei Punkte des Raumes R sind, deren Entfernung mindestens « betrigt, 
die also sicher verschieden sind. 


Nun wollen wir zeigen, daB im Widerspruche mit der Voraussetzung 4° 
des §7 die beiden Inklusionen 
(17) Sine, vx | Sines img? Sing, vs = Song. inn, 
fiir jedes k gelten. 

Es sei in der Tat k beliebig gewahlt. 

Indem wir die m-te Koordinate von xz, bzw. y, durch 8S, .r bzw. 
S,, 1, beseichnen, wihlen wir r so groB, dab - 


(18) a, ©U,,(z) und y, (Un, (y) 
ist und also die Inklusionen 
( 19) Santry = ™> tiny ? Si. Ye a Si. im, 
gelten. 
Da nach der Definition von z, und y, 
(20) 4... 7 ee und 4,.g. - 8 0 ° 


so ist a fortiori die Inklusion (17) richtig. 
Die Relation (15) ist hiermit bewiesen. 
Wir bezeichnen jetzt durch 


(21) DM, Dy, ..., Or. 
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diejenigen unter den Mengen F,, ,, welche 0-dimensionalen Elementen §,, , 
des Komplexes &,, entsprechen, und beweisen, da8 sie (fiir m > m,) eine 
(e, n+ 1)-Uberdeckung des Raumes R bilden. Dazu zeigen wir erstens, 
daB (fiir jedes m) der Raum in der Vereinigungsmenge der Mengen (21) 
enthalten ist, zweitens, daB es keinen Punkt zc R gibt, der zu mehr als 
n-+1 Mengen des Systems (21) gehdrt. 


Wir fangen mit dem Beweise der letzten Behauptung an. Falls 
der Punkt 


(6) w@ = (8; ¢.. Bs, ts > +02 Bas, tap 2+) 


zu mindestens n-+-2 verschiedenen Mengen ®/" gehérte, so wiirde die 
m-te Koordinate von z, d. h. der Simplex S,, ,;,, die entsprechenden null- 
dimensionalen Elemente S,,,;, also mindestens n-+-2 verschiedene Eck- 
punkte enthalten, d. h. von der Dimension >n-+-1 sein. Das widerspricht 
aber unserer Voraussetzung. 


Die erste Behauptung, d.h. die Identitat 


(22) R= 3 0%, 
i=1 
folgt einfach daraus, daB jeder Punkt (6) des Raumes R in der ent- 
sprechenden Menge F,,;,, und also a fortiori in jeder einem Eckpunkte 
von S,,;, entsprechenden Menge ®;" enthalten ist. 
Der Beweis der Tatsache dim R < n ist hiermit erbracht. 


13. Es sei jetzt C ein n-dimensionaler kompakter metrischer Raum. 
Um zu zeigen, daB C sich durch ein n-dimensionales Spektrum approxi- 
mieren |aBt, betrachten wir eine gegen Null konvergierende Folge positiver 
Zahlen ¢,,, die alle klein genug sind um die Existenz einer (¢,,, n)-Uber- 
deckung des Raumes C auszuschlieBen. Wir wihlen alsdann fiir jedes m 
eine bestimmte (¢,,, n + 1)-Uberdeckung 


(23) OG, D,..., On, 
und konstruieren einen n-dimensionalen Komplex §,, folgendermaBen: 
Ein Simplex S = (8,, 84,...,8,), WO 8,, 8,...,8, beliebige (verschiedene) 


natiirliche Zahlen sind, soll dann und nur dann dem Komplex £,, an- 
gehoren, falls die Menge 


(24) Dr DE... OF = Dis, 


nicht leer ist (dabei wird fiir s>»,, definitionsgemaB ®)" leer voraus- 
gesetzt). Es ist unmittelbar klar, da8 mit dem Simplex S auch jeder Teil- 
simplex von S dem Komplex &,, angehért, daB also &,, die in §1 aus- 
gesprochene Vollstandigkeitsbedingung erfiillt. 
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14. Die Folge der in dieser Weise definierten, offenbar n-dimensionalen, 
Komplexe wird zu einem n-dimensionalen Spektrum, indem man folgende 
Verabredung trifft. 

Es seien 
(25) Sn; Sma, eres Sym, in 


die Elemente von 8, (m= 1, 2,... in inf.). Wir sagen dann, daB das 
Elementensystem 


(26) [S145 Se,49 +++» Som tn] 
eine Gruppe ist, falls 

(27) DE, «1° Pis,,4)° 2 4s - DiS... in) 0 
ist. 


Zuerst ist, zufolge (24), Djs, Di, sobald S>8* ist, woraus folgt, 
daB die Bedingung (27) erfiillt bleibt, falls man irgendeins der Elemente 
Szi, (4 <m) durch Teilelemente ersetzt. Also ist die Voraussetzung 3° 
des § 6 erfiillt. 

Die zweite Hialfte der Voraussetzung 2° folgt daraus, daB keine der 
Mengen 2" (s <,y,,) leer ist. Das Erfiilltsein der Voraussetzung 1° und 
der ersten Hilfte der Voraussetzung 2° bedarf keines Beweises. 

Bleibt nur iibrig die Voraussetzung 4° des § 7 zu verifizieren, und 
das geschieht wie folgt. Es sei eine ausgezeichnete Folge 


(28) S1,4,5 So, is ++ +s Bee, tao 000 
gegeben. Zuerst behaupte ich, daB die Durchschnittsmenge 
(29) Is, te) 


einen und nur einen Punkt 2; ;...,;,.,... enthalt. 
In der Tat, da (28) eine ausgezeichnete Folge ist, so ist keine von 
den abgeschlossenen Mengen F, = I Ps, ;,) leer, also ist, da F,, > F,,, 
k=1 
der Durchschnitt aller F,, der ja mit (29) iibereinstimmt, nach dem 
in jedem kompakten Raume giiltigen Cantorschen Durchnittsatze eben- 


falls nicht leer. Die Menge (29) kann aber unméglich mehr als einen 
Punkt enthalten, da 6(®"), also a fortiori 6(®/s,, , )), also a fortiori 4 (F,, ) 


mit + unendlich klein wird. 
Es seien jetzt (28) und 
(30) 81,4, Se, ;,; oes Bo 4.2 000 


zwei ,,benachbarte* ausgezeichnete Folgen (d. h. es seien unendlich viele 
Elemente S,,,,;, und S»,,j, (4 = 1,2,3,...) benachbart). 
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Falls 
Sins ix* Simm ix = Sone, rx 
ist, so ist, nach (24) 


(31) Pising, ra) > Pisang, ig) + Prsng, jn! 


Da aber 5(s,, ,,1) mit + gegen Null strebt, so ist zufolge (31) 
auch 


m . (Pisng, te! + Psn,, in!) ae 


Die beiden Punkte 2%, ;,...,4,... umd 2),,4,,...,4,... gehéren aber zu 
jeder der Mengen 


Dis. 41+ Disa, i) (k=1, Ba ccs in inf.), 
sie sind also notwendig identisch: 


(31*) ee tl ae ee Se 


Nachdem dies bewiesen ist, setzen wir voraus, daB die benachbarten 
ausgezeichneten Folgen (28) und (30) Ketten sind, und zeigen, daB sie 
dann notwendig identisch sind. 

Im entgegengesetzten Falle wiirde es in der Tat wenigstens ein Paar 
verschiedener Elemente S,,,;, und S,,,;, geben. Da die Elemente S,,. ;, 
und Sj, ;, verschieden sind, so gehért wenigstens ein Eckpunkt des einen 


dieser Elemente nicht dem andern an, und also ist die Kardinalzahl der 
Menge S,,,;,, + Sm,;, groBer als die Kardinalzahl jeder von den Mengen 
Sy,i, und 8, 5. 


Wir bezeichnen nun die natiirlichen Zahlen, aus denen Sq, ;,, bzw. Sm, ;,, 
besteht, durch r,, 7,,..., r, baw. t,,t,,...,#,; es seien auBerdem ,, 8 ,..., 8, 
alle verschiedenen unter den Zahlen r,,1,,..., Tyr by, bys ees by. 

Dann ist zufolge (24) und (29) 


B= Bey b, os tey oS On OP... OP 


und 

B= Xj, fay eees ike os o). o. eee? o”, 
also 
(32) ro Do. GM... O.. 


Die Menge der natiirlichen Zahlen s,,8,,...,8, ist also ein zum 
Komplex &,, gehérender Simplex S,,,,,, und zwar enthilt S,,,, die 
beiden Simplexe S,,,;,, und S,,,;, als echte Teilmengen. 

Die Folge 


(33) 814, S24) -++5 Sm-1,ta-,) Sm, he» S41, tears ++ 
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ist also, zufolge den Relationen 


Be Dy, , C5. 0200 bane. & Ds, 51° Pisz «) oe Gigs, co )° Pile, te) tee Ds, ¢,) 
(k= 1, 2,...) 
und der mit (32) identischen Inklusion 


rc Gs... hn)? 


eine ausgezeichnete Folge, was mit der Ketteneigenschaft von (28) im 
Widerspruch steht. 

15. Das im § 14 konstruierte Spektrum definiert also einen Raum R, 
und es bleibt uns nur iibrig die topologische Identitat zwischen R und C 
zu beweisen. 

Dies geschieht wie folgt. 

Wir haben im § 14 bewiesen, daB jeder ausgezeichneten Folge (28) 
in eindeutiger Weise ein Punkt 2; ;,....,,... von C entspricht. Das gilt 
also insbesondere fiir jede Kette. Letzteres heiBt aber, daB jedem Punkte 
des Raumes R ein einziger Punkt von C entspricht. Wir beweisen nun 
zuerst, daB diese Beziehung zwischen R und C eine eineindeutige ist. 

Es sei in der Tat z ein beliebiger Punkt von C. Wir betrachten alle 


diejenigen unter den Mengen ©”, es seien O%,O%,..., OB» die den 
1 2 Tx 


Punkt x enthalten; der Simplex {17 ;¥|... 4%} ist dann ein bestimmter 


Simplex S,,.;,, des Komplexes &,,. Man sieht leicht ein, dab 
(28) Bs. 6.0 Betas -+-2 Bm,tas o*- 


eine Kette ist, und daB der Punkt z mit dem durch die Kette (28) nach 
der Vorschrift des § 14 definierten Punkte x, ;,....«,,... (= dem einzigen 
Punkte der Menge (29)) identisch ist. 

DaB ein Punkt zx in dieser Weise unméglich zwei verschiedenen 
Ketten (28) und (30) entsprechen kann, beweist man leicht, indem man 
das von der Relation (31*) zur Folge (33) fiihrende Raisonnement des 
vorigen Paragraphen wortlich wiederholt. (Die Relation (31*) ergibt sich 
daraus, daB der Punkt x selbst als ein mit 2, ¢,....,4,,... UNd 2,5... ie... 
gleichzeitig identischer Punkt vorausgesetzt war). 

16. Nachdem die eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten von R 
und C festgestellt ist, kann man einfach die Punkte von R mit den ent- 
sprechenden Punkten von C ideatifizieren; dann haben also die beiden 
Raume R und C denselben Punktvorrat. Um jetzt die Homéomorphie 
der beiden Raume R und C zu beweisen bleibt nur iibrig zu zeigen, 
da8 das (durch das Spektrum definierte) Umgebungssystem von R mit 
dem System aller sphirischen Umgebungen von C gleichwertig ist. 
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Um letzteres Ziel zu erreichen geniigt es die folgenden zwei Tat- 
sachen zu verifizieren: 


I. Jede Umgebung U,,(x) (siehe §§ 8 u. 10) ist ein Gebiet (= eine 
offene Menge) rel C. 


II. Fiir ein beliebiges e > 0 und einen beliebigen Punkt z gibt es eine 
U,,(2) von einem Durchmesser < ¢ (,,Durchmesser“ ist selbstverstandlich 
in der Metrik von C zu verstehen. ) 


AdI. Es sei 
(6) z=(S8,,;, 82,4, see Ba, tas suey 


ein beliebiger Punkt von R~C. Wir bezeichnen durch V, (x) die Menge 
aller Punkte, deren m-te Koordinate in S,, ;, enthalten ist. Dann ist 


U,, (x) =I V(x), und es geniigt zu zeigen, daB jedes V, (x) ein Gebiet 


(rel C) ist. 
Es seien nun 
(34) D;., DE, .-+, Dp 
alle diejenigen unter den Mengen " (i= 1,2,...,»,,, siehe § 18), die 


den Punkt x nicht enthalten, und Y, (x) die Vereinigungsmenge aller 
Menger (34). W,, (2x) ist eine abgeschlossene, den Punkt x nicht enthaltende 
Teilmenge von C. Die Behauptung I wird also bewiesen, wenn wir 
zeigen, daB 


(35) Vi, (2%) = C — ¥, (2) 
ist. 
Es sei y ein Punkt von V,(z), 
(7) y = (81,5,. Saiss -++> Smite. +++) 


und es bestehe der Simplex S,,;,, aus den Zahlen s}", si", ..., 82”. Dann 


ist, da (7) eine Kette ist, y unter allen Mengen © nur in den Mengen 
(36) Prim, Dim 05 Dyin 


enthalten. Wir zeigen nun, daB jede der Mengen (36) auch den Punkt z 
enthalt. In der Tat ist S,,;,,c¢Sm,;,, also nach (24), 


D Sn, in) = | = TP rjm 
Da aber 
(37) BM By, ba, 0000 bens oss ™ Ts... 
ist, so ist @ fortiori r- Ms, ,), also x in jeder der Mengen (36) ent- 
halten. 


Mathematische Annalen. 96, 83 
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Wir haben also bewiesen, daB eine Menge ©" den Punkt z enthilt, 
sobald ihr y angehért. Das hei®t aber, daB keine der Mengen (34) den 
Punkt y enthalt, und also yo C — V(x) ist. 

Da y ein beliebiger Punkt von V,,(x) war, so gilt die Inklusion 
(38) V,(a)cC — (zx). 

Es sei jetzt z ein Punkt von C — VY, (zx) 

(9) z= (S;,4,, Ss,r,; eeey Bains ery 

Wir wollen beweisen, daB z < V,,(x) ist, also daB 

(39) Sym, tn © Sm, bn 

ist. Falls nun dies nicht richtig ware, d. h. eine natiirliche Zahl s vor- 
handen ware, die wohl in S,,,,, aber nicht in S,, ;, enthalten ist, so 
wiirde das bedeuten, da8 die Inklusion z<®. richtig, die Inklusion 2c 0.” 
dagegen falsch ist. ®” wiirde also eine der Mengen (34) sein und z 
wiirde in Y, (x), also nicht inC — VY, (x) enthalten sein. Die Inklusion (39) 
und folglich die ganze Behauptung I ist hiermit bewiesen. 

17. AdlIl. Es seien xc C und ¢>0 beliebig, x dabei durch seine 
»Koordinatenentwicklung* (6) gegeben. Wir wahlen m geniigend groB 
um 6(@j") <e fiir jedes ¢ zu haben. 

Nach den Entwicklungen des vorigen Paragraphen ist 


U,, (2) | V,, (2) = Cc— ¥,,(2), 


d. h. jeder Punkt yo U, (2) gehért zu einer den Punkt z enthaltenden 
Menge 2". Da 5(®") < « ist, so folgt daraus, daB die Entfernung 0 (2, y) 
fiir einen beliebigen Puukt yo U,,(x) weniger als e betragt, also U, (2) 
in der spharischen Umgebung S(z2,«) enthalten ist, w. z. b. w. 


18. Es sei jetzt C ein unendlich dimensionaler kompakter metrischer 
Raum. 

Man kann fiir jedes e > 0 eine natiirliche Zahl m,) und eine (e, ,))- 
Uberdeckung folgenderma8en bestimmen. Man nimmt fiir jeden Punkt z 
des Raumes C eine Umgebung U(x) vom Durchmesser <e und wahlt 
zufolge dem Borel-Lebesgueschen Satze eine endliche Zahl y, dieser Um- 
gebungen aus, so da ihre Vereinigungsmenge mit C identisch ist. 


Es seien Uy’, Uy’, ..., Uy), diese Umgebungen. Dann bilden die 
Mengen ins 
G!, OP, ..., 9), .OP =UP (§ S %) 


eine (€, m%))-Uberdeckung, wobei m,, die Ordnung*) des Systems. aller 
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®{", i<%, d. h. die gréBte Anzahl einen und denselben Punkt ent- 
haltender ®$°? ist, 
Wir lassen jetzt « eine gegen Null strebende Folge von Werten 


Bay Bas coy Rey vee 


annehmen und wihlen fiir jedes ¢, eine Uberdeckung 
(28) {@%, OP,..., OR} (wo Df = OD", », = ,,) gesetat ist) 


von der soeben beschriebenen Art. Da C unendlich dimensional ist, so 
konvergiert n, = n,,, mit m notwendig gegen cc. 

Yon diesem Augenblick an geschieht die Konstruktion des, den Raum C 
approximierenden, Spektrums durch wértliche Wiederholung der Uber- 
legungen der §§ 13—17. Das Spektrum ist unendlich dimensional, da 
&,, von der Dimension n,, ist. 

Der Hauptsatz ist bewiesen. 


V. SehluB. 


19. Jede topologische Eigenschaft eines kompakten metrischen Raumes 
1a8t sich also immer in einer der folgenden Formen ausdriicken. 


1. Der Raum kann durch wenigstens ein, gewissen Nebenbedingungen 
(die eben die in Frage stehende Eigenschaft charakterisieren) geniigendes 
Spektrum approximiert werden. 


2. Jedes den gegebenen Raum approximierende Spektrum geniigt ge- 
wissen (soeben besprochenen) Nebenbedingungen. 

Dabei ist aber zu bemerken, daB jede Nebenbedingung, der ein Spek- 
trum geniigen kann, nichts anderes ist, als eine Eigenschaft gewisser An- 
ordnungen von Simplexen (also im letzten Grunde gewisser Anordnungen 
natiirlicher Zahlen). 

Die Anordnungen, die den Aufbau des Spektrums bestimmen und 
auf die es also allein ankommt, lassen sich in folgende drei Klassen teilen: 


Anordnungen erster Art sind Anordnungen je endlich vieler ,,Eck- 
punkte“ (= natiirlicher Zahlen) zu einem Simplex. Sie besitzen nur eine 
Kigenschaft und das ist die Anzahi der natiirlichen Zahlen (= der Eck- 
punkte), die notwendigerweise in jedem den gegebenen Raum definieren- 
den Spektrum zu einem Simplex vereinigt werden miissen. Diese Higen- 
schaft ist nichts anderes als die Dimension des Raumes. 

Anordnungen zweiter Art sind Anordnungen der Simplexe zu einem 
Komplex &,,. Die entsprechenden Eigenschaften des Raumes sind nichts 
anderes als Eigenschaften (rein kombinatorischer Natur), die méglicher- 

33* 
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oder notwendigerweise den das Spektrum bildenden Komplexen zugeschrie- 
ben werden. Diese Eigenschaften des Raumes werden wir kombinatorische 
Eigenschaften nennen*®). 

Anordnungen dritter Art sind Anordnungen endlich vieler, in ver- 
schiedenen Komplexen enthaltener Simplexe zu einem ausgezeichneten 
System. 

Die diesen Anordnungen entsprechenden Eigenschaften des Raumes 
sind natiirlich die kompliziertesten vom logischen Standpunkt aus: sie 
lassen sich namlich nur selten in einer ,reinen“, d. h. von den Eigenschaften 
erster und zweiter Art unabhingigen Form darstellen. Ubrigens scheint 
es, daB die Anordnungen dritter Art den Aufbau des Raumes im kleinen be- 
stimmen, soweit das ohne Hinzunahme der Dimensionseigenschaft geschehen 
kann. 

Wir wollen nun elemeniare Beispiele .reiner“ Eigenschaften zweiter 
und dritter Art geben. 

20. Ein Komplex & hei8t zusammenhdngend, wenn er sich nicht in 
zwei zueinander fremde Komplexe zerlegen lat. (Dabei heiSt ein Kom- 
plex & in zwei Komplexe St, und §, zerlegt, falls jedes Element von & 
ein Element von &, oder &,, und jedes Element von &; (i = 1,2) ein 
Element von § ist.) 

Man beweist leicht, daB ein Komplex ® dann und nur dann 2u- 
sammenhingend ist, falls je zwei Elemente von &, S,) und Si4, durch 
eine (endliche) Folge der Reihe nach benachbarter Elemente von &, etwa 
So, 8,,.--»8,, Sia) verbunden werden kénnen. 

Es gelten folgende zwei Siatze: 


I. Falls ein kompakter metrisierbarer topologischer Raum R zu- 
sammenhdngend ist, so besteht jedes, diesen Raum approximierende Spek- 
trum aus lauter zusammenhdngenden Komplezen. 


Es sei ein den Raum RF approximierendes Spektrum: 


(2) es Maeve thas 0 oe 
gegeben und z. B. &,, nicht zusammenhingend, also 


wobei St}, und §2 zueinander fremd sind. 
Es seien ,®;" bzw. 2," die den nulldimensionalen Elementen von 
RA, baw. &5, entsprechenden abgeschlossenen Mengen %/* (s. § 12, (21)), 


%) Die auf diese Arbeit unmittelbar folgende Abhandlung beschiftigt sich mit 
kombinatorischen Eigenschaften al]gemeiner Kurven, d. h. eindimensionaler Kontinua. 
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und Y" bzw. Yy" die Vereinigungsmenge aller Mengen ,®;" bzw. 2@;". 
Dani: ist 


(25) R= ¥+ ¥.. 


Ich behaupte nun, daB die abgeschlossenen Mengen ¥2" und ¥" zu- 
einander fremd sind. Falls in der Tat ein zu Y]"- Y" gehdrender Punkt z 
vorhanden wire, so wiirde seine m-te Koordinate S,, ;, ein Element des 
Komplexes §}, und gleichzeitig auch ein Element des Komplexes 83, ent- 
halten. S,,,;, kénnte also weder zu &}, noch zu §), gehéren. 

II. Wenn ein kompakter metrisierbarer Raum sich mittels eines aus 
lauter zusammenhdangenden Komplezen bestehenden Spektrums approximieren 
lapt, so ist er zusammenhdngend. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort (unter Beriicksichtigung 
der am Anfang dieses Paragraphen erwahnten notwendigen und hinreichen- 
den Bedingung fiir den Zusammenhang eines Komplexes und der elemen- 
taren Eigenschaften der kompakten metrischen Riume) aus einer Anwen- 
dung der Ungleichung (15) (und des diese Ungleichung enthaltendsn Ab- 
satzes) des § 12. 

Wir sehen also, daB die Higenschaft eines kompakten metrisierbaren 
Raumes, zusammenhdngend zu sein, eine kombinatorische Eigenschaft des 
Raumes ist, die sich dabei in jeder der Formen 1., 2. (§ 19) aus- 
driicken lapt. 

21. Dagegen ist durch den Zusammenhang im Kleinen ein Beispiel 
einer Eigenschaft gegeben, die sich ausschlieBlich auf die Anordnungen 
dritter Art zurtickfiihren lapt. 

Um dies einzusehen, fiihren wir zuerst folgende Bezeichnung ein: 

Es seien beliebig gegeben: 

1. Ein approximierendes Spektrum (2), 

2. ein nulldimensionales Element S,,,;, eines beliebigen, aber be- 
stimmten Komplexes &,, des Spektrums (2), 

3. eine natiirliche Zahl s > m. 

Dann bezeichnen wir durch Q,,;,,, den Komplex, der aus allen den- 
jenigen Elementen von &, besteht, die zu wenigstens einer, das Element 
Sm,:, enthaltenden Gruppe gehéren. 


22. Man beweist jetzt leicht den folgenden Satz: 


III. Damit der kompakte metrische Raum R im Kleinen zusammen- 
hdngend sei, ist notwendig und hinreichend, daB es ein den Raum R 
approximierendes Spekirum gibt, fiir welches alle Komplexe Qy»,;,,,. 2U- 
sammenhdngend sind. 
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Der Beweis la8t sich folgendermaBen skizzieren: 


Zuerst beweist man, da8 der Zusammenhang aller Q,, ;,,, (m, tm fest, 
8>m variabel) notwendig und hinreichend ist, damit die betreffende 
Menge ® (§ 12 (21)) zusammenhiingend sei. Wenn aber alle ®@ Kon- 
tinua sind, so folgt der Zusammenhang im Kleinen des Raumes R sofort 
aus der Ungleichung (15) ($12) und einem bekannten Sierpinskischen 
Satze**). 

Die Bedingung des Satzes III ist also hinreichend. 

Um ihre Notwendigkeit einzusehen, beachte man zuerst, daB man 
fiir jeden im Kleinen zusammenhingenden n-dimensionalen kompakten 
metrischen Raum R und fiir jedes e > 0 eine (¢,n + 1) Uberdeckung finden 
kann, die aus lauter Kontinuen besteht**). Daraus folgt aber leicht, dai 
man R durch ein Spektrum™) approximieren kann, zu dem zusammen- 
hangende Mengen ®" und folglich zusammenhingende Komplexe Q,, ;,,; 
gehéren. 


23. Aus dem letzteren Beispiele kann man die Wichtigkeit der An- 
ordnungen dritter Art erkennen. 

Ubrigens kann man auch sehr leicht Raume angeben, die gleiche Di- 
mension und dieselben kombinatorischen Eigenschaften haben (die sich 
namlich durch aus denselben Komplexen bestehende Spektra approximieren 
lassen), trotzdem aber topologisch verschieden sind. Es geniigt fir den 
einen “aum eine abgeschlossene geradlinige Strecke, fiir den andern die 


bekanr.te, in Cartesischen Koordinaten folgendermaBen erklirte Kurve zu 
wahlen : 


y=sint, fiir 0<2<+ 
—-lsysl1, fir 2x=0. 


Beide Kurven lassen sich durch Spektra approximieren, deren siamtliche 
Komplexe &,, z. B. aus m linear aneinander schlieBenden 1 -dimensionalen 


Simplexen bestehen (man erhalt also &,, indem man einfach eine Strecke 
in m Teilstrecken teilt). 


24. Ich hoffe mit dieser ganzen Untersuchung gezeigt zu haben, daf 
zwischen der Topologie der klassischen Gebilde und der modernen mengen- 
theoretischen Topologie gar nicht eine so tiefe Kluft liegt, wie man 
es sich oft vorstellt. Vielmehr diirfte man eigentlich sagen, daB die topo- 
logischen Eigenschaften in beiden Fallen Eigenschaften kombinatorischen 
Ursprungs sind, weil sie sich als Anordnungseigenschaften gewisser end- 


it) Fund. Math. L 


**) Urysohn, ,Mémoire ...“, Kap. V (Fund. Math. 8, 8. 301). 
18) Und zwar der’elben Dimension wie R selbst. 
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licher Schemata deuten lassen’‘). Es besteht aber doch ein wesentlicher 
Unterschied zwischen unserem allgemeinen Falle und dem Falle klassischer 
Gebilde. Hier wie dort hat man eine Folge von ,,beliebig fein‘ werdenden 
Schemata, deren Gesamtheit den Raum definiert. Der Unterschied liegt 
aber darin, da8 im klassischen Falle die Eigenschaften der Schemata und 
ihre sakzessive Zuordnung stationar bleiben, so daB sich der Raum mit 
seinem Schema einfach identifizieren ]48t. Im allgemeinen Falle variieren 
dagegen diese Eigenschaften, indem man zu immer feineren Schemata 
iibergeht und die Verfeinerung selbst (,,Anordnungen dritter Art“) la8t 
sich nicht einmal als ein sukzessiver ProzeB darstellen. 

Der Raum 1a8t sich demgem&& nur durch einen Grenziibergang er- 
zeugen. 


Simpliziale Approximationen in der allgemeinen Topologie. 


Le Batz (Loire Inférieure), August 1925. 


™) Falls der Raum R, der durch ein Spektrum approximiert wird, etwa eine 
geschlossene Mannigfaltigkeit ist, so entsprechen die Anordnungen dritter Art in einer 
bestimmten, aber indirekten Weise denjenigen Anordnungen, die durch Verfeinerung 
der betreffenden Zellengebiude hervorgerufen werden. (Vgl. die §§ 3—5.) Nur 
miissen diese Zellengebiude in einer von der iiblichen abweichenden Weise aufge- 
richtet werden (man vergleiche z. B. die Lebesgueschen Wirfeleinteilungen der euklidi- 
schen Raume in seiner Arbeit ,Sur les correspondances entre les points de deux espaces“, 
Fund. Math. 2). 


(Eingegangen am 10. 9. 1925.) 


Berichtigung. 
In den in Bd. 92 der Mathematischen Annalen erschienenen Arbeiten: 


P. Alexandroff und P. Urysohn +, ,Zur Theorie der topologischen Riume*“, 

P. Alexandroff, ,Uber die Struktur der bikompakten topologischen Raume“, 

P. Alexandroff, ,Uber die Metrisation der im kleinen kompakten topologischen 

Raume“, 

wird S. 258, 8. 264, S. 269 und S. 299 hingewiesen auf die noch nicht erschienenen 
Abhandlungen: P. Alexandroff und P. Urysohn +, ,,Mémoire sur les espaces topologi- 
ques compacts“ und P. Alexandroff, ,Sur les espaces localement compacts“, und mit- 
geteilt, daB diese Abhandlungen in den Fundamenta Mathematicae zur Verdffentli- 
chung gelangen werden. Diese Verdéffentlichung ist indes wegen technischer Schwie- 
rigkeiten nicht zu Stande gekommen, und die beiden Abhandlungen werden im Laufe 
des Jahres 1927, vereinigt unter dem gemeinsamen Titel: P. Alexandroff und P. Ury- 
sohn +, ,Mémoire sur les espaces topologiques compacts“, in den Verhandelingen der 
Amsterdamer Akademie zum Abdruck gebracht werden. 








Ober kombinatorische Eigenschaften allgemeiner Kurven. 


Von 


Paul Alexandroff in Moskau. 


Zweck vorliegender Arbeit ist in einer mehr oder weniger systemati- 
schen Weise diejenigen Eigenschaften der allgemeinen Kurven (d. h. der 
eindimensionalen kompakten metrisierbaren topologischen Raume)*) dar- 
zustellen, die ich in meinem vorstehenden Aufsatze'*) als kombinatorische 
Eigenschafter bezeichnet habe. 

Eine ausfiihrliche Kenntnis der soeben zitierten Arbeit wird im folgen- 
den nicht vorausgesetzt. 


Inhaltsiibersicht. 
I. Zusammenhingende eindimensionale Komplexe §§ 1—12 
II. Die Zusammenhangszah! der allgemeinen Kurven §§ 13—21 


Verschiedene Formen der Definition . . . . §§18—18 
So ooh a Sg a 6 neha §§ 19—21 
III. Der Brouwersche Invarianzsatz ....... §§ 22—34 
IV. Geschlossene Kurven ..........-. §§ 35—41 


Innere (invariante) Definition der regelmaBig 
und unregelmaBig geschlossenen Kurven. 
Der Fall ebener Cantorscher Kurven als 
es Nae OF Sok Wier §§ 35 —36 
Eigenschaften geschlossener Kurven (regel- 
maBige und unregelmaBige Geschlossen- 
heit, Irreduzibilitat, Unzerlegbarkeit) . . §§37—41 


*) Vel. Urysohn, C. R. 175 (1922), p. 481; ,,Mémoire sur les multiplicités Canto- 
riennes“, IT. Teil (erscheint demnichst in den Verhandelingen der Kgl. Akademie der 
Wissenschaften zu Amsterdam); Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 83 (1923), 
8. 148, Grundziige einer Theorie der Kurven*, Amsterdamer Proceedings 28, 8. 67 
und Math. Ann. 95, 8. 277. 


‘*) ,Simpliziale Approximationen in der allgemeinen Topologie“, § 19. 
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V. GOOG |. ok 6 kes oo. oe §§ 42—64 
Begriff des offenen Bogenkomplexes . . . §§45—46 
Struktur der endlich hoch zusammenhingen- 

den stetigen Kurven. .... §§ 42—44, 47—60 


Weitere Eigenschaften dieser Kurven. Ein 
invariantes Analogon der Schoenflies scher 
Umkehrung des Jordanschen Kurven- 


6) 9 0a Rae eb eed §§ 60 —62 
Unendlich hoch zusammenhangende stetige 
es 6 ee 6.6 & woh alee §§ 63 — 64 


I. Zusammenhingende eindimensionale Komplexe. 


1, Wir denken uns zuerst eine aus endlich vielen Bigen gebildete, 
im gewdhnlichen dreidimensionalen Raume R, liegende Kurve L. Zwei 
Bégen haben dabei natiirlich keinen von ihren Endpankten verschiedenen 
gemeinsamen Punkt und jeder von ihnen ist etwa als ein einfacher 
Streckenzug zu denken. Vom Standpunkte der kombinatorischen Topo- 
logie aus kann ZL offenbar als ein zusammenhingender Streckenkomplex 
aufgefaBt werden. Aber auch umgekehrt kann bekanntlich jeder abstrakt 
gegebene zusammenhingende Streckenkomplex als eine in R, liegende 
Kurve LZ von der soeben beschriebenen Art interpretiert werden. 

Um sprachliche MiBverstaéndnisse zu vermeiden werden wir von Bogen- 
komplexen (statt Streckenkomplexen) sprechen: das Wort ,,Strecke“ soll 
namlich nur fiir geometrisch gegebene im Euklidischen Raume liegende 
geradlinige Strecken gebraucht werden. Falls wir also im dreidimensio- 
nalen Raume eine geometrische Realisation eines gegebenen (eindimensio- 
nalen) Komplexes vor uns haben, so besteht jeder Bogen dieses (geo- 
metrisch realisierten) Komplexes aus endlich vielen Strecken. 

2. Die Kurven der soeben erwahnten Art und die ihnen homéomorphen 
Kontinua sind Linien im elementaren, nicht einmal mathematischen Sinne 
des Wortes und kénnen etwa mit Hilfe eines Fadens mit endlich vielen 
Zusammenheftungen materiell dargestellt werden. Nun scheint eine der 
wichtigsten und gleichzeitig anschaulichsten topologischen Invarianten dieser 
Linien diejenige zu sein, die die Zahl der eventuell auftretenden ,,Schlingen“, 
das heiBt z. B. die Zahl der verschiedenen Méglichkeiten, den Faden auf 
einen Haken zu hiangen, angibt. 

Mathematisch ausgedriickt handelt es sich um die grdpte Zahl s = 8(L) 
von der Art, dap es ein System von s einfachen geschlossenen, in L ent- 
haltenen Polygonen 


(1) P,, Py, -.» P 
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gibt, zu dem sich ein ebenfalls aus s zu L fremden Polygonen 
(2) ee 


bestehendes System so bestimmen ldft, dap fiir jedes m (Lomas) 
Il,, mit P,, und mit keinem der Polygone P,, Py, ..-; Pax» Pusas +++ P, 
verschlungen*) ist. Die ganze Konstruktion ist dabei selbstverstandlich 
im dreidimensionalen Raume zu denken. Es sei noch ein fiir allemal 
bemerkt, da8 wir (falls nichts anderes ausdriicklich formuliert ist) stets 
unter einer Verschlingung zweier Polygone eine Verschlingung von der 
Ordnung 1 verstehen. 


3. Bei der Bestimmung der Zahl s(Z) haben wir vorausgesetzt, dab 
die Polygone P,, P,,..., P, (ebenso wie JI,, I,,..., II,) einfache ge- 
schlossene Polygone sind. Nun kann man eine analoge Zahl s’(L) de- 
finieren, indem man die Forderung der Einfachheit der Polygone P,, P,, ..., P, 
fallen 1468t. Offenbar ist s(Z)<s'(L); wir werden aber bald beweisen, 
daB s(L)=s’(L) ist. 

4. Man kann jeden zusammenhingenden Komplex*) L auf folgende, 
wie wir sie nennen wollen, normule Weise konstruieren. 

Wir fangen mit einem beliebigen, in ZL enthaltenen Bogen S, an 
und bezeichnen durch L, den aus dem einzigen Bogen S, bestehenden, 
zusammenhangenden in L enthaltenen Komplex. Falls der aus m Bégen 
bestehende, in L enthaltene zusammenhingende Komplex L, schon kon- 
struiert ist, bezeichnen wir durch S,,, irgendeinen in L, jedoch nicht 
in L,, enthaltenen Bogen, der mit L,, wenigstens einen Endpunkt gemein- 
sam hat, und setzen 


Danes = Ly t+ Sass: 


L,,+, ist wieder zusammenhangend. Das Verfahren bricht erst ab, wenn 
wir zu einem mit LZ identischen Komplex L, gelangen; r ist dann die 
Anzahl der den Komplex L bildenden Bégen. 

Nun kénnen bei jedem Schritte m dieser Konstruktion zwei Fille 
auftreten, je nachdem einer oder beide Endpunkte von S,,, zu L,, ge- 
héren. Wir bezeichnen durch p(L) die Anzahl derjenigen Schritte m 
(m=1,2,...,7—1), bei denen der zweite Fall vorkommt. — 

5. Die Bezeichnung p(L) soll durch den Beweis der Unabhiangigkeit 
der Zahl p( ZL) von der Wahl der einzelnen normalen Konstruktionsweisen 


*) Brouwer, On looping coefficients, Proceedings Koninklijke Akademie van Weten- 
schappen Amsterdam 15 (1912), 8. 113—122. - 

*) Falls die Dimension nicht angegeben ist, soll das Wort ,Komplex“, stets 
einen eindimensionalen (d. h. einen Bogenkomplex) bedeuten. 
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rechtfertigt werden. Dazu geniigt es aber, folgende (u.a. auch die Be- 
hauptung des § 3 enthaltende) grundlegende Identitat 
(3) s(L) = p(L)=s'(L) 
zu bestitigen. Falls ZL aus einem einzigen Bogen besteht, ist 

s(L)=s'(L)= p(L)=0, 
also (3) gewiB richtig. Wir setzen voraus, (3) ware fiir alle aus <r —1 
Bégen bestehende Komplexe bewiesen, und wollen den betreffenden Beweis 
fiir einen beliebigen aus r Bégen bestehenden Komplex L erbringen. 
Es seien also die Komplexe 


(4) L,, Tags 04 Beas ee 

unter der Bedingung 

(5) Levi = Lat Sarr 1,=8, (lgmsr-1) 
gegeben. 


Wir bezeichnen durch 8), = & = Pm, 1iam<&r—1, die einander 
gleichen Zahlen s’(L,,), s(L,,), p(Z,,), durch s’ bzw. s die Zahl s’(L) 
bzw. s(L), und endlich durch p die der normalen Konstruktionsweise (4) 
entsprechende Zahl p(L). 


Es handelt sich um den Beweis der Identitit 
(6) s'=p=s. 
Indem wir in (5) m=r—1 setzen, haben wir zwei Falle zu unter- 


scheiden: 


a) Es gibt nur einen zu L,_, gehérenden Endpunkt von S,. Dann 
ist, wie leicht ersichtlich, p=p,_,, 8=8,_,, 8’=8,_,, und also 
s= p= s. 

b) Beide Endpunkte von S, gehéren zu L,_,. In diesem Falle ist 
P.=P,-, +1, und wir miissen nur beweisen, daB s’=s,_, + 1 =< ist. 

Zuerst beweisen wir, da8 
(7) e’S8,_,+1 
ist. Im entgegengesetzten Falle wiirde es sicher s,_,-+- 2 = verschiedene 
(im allgemeinen nicht singularitatenfreie) Polygone 
(8) PL, 00 & 
geben, zu denen die die Verschlingungsvorschriften des § 2 erfiillenden 
Polygone 
(9) , i ee | 
angebbar sind. 
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Wenigstens zwei der Polygone (8), es seien P, und P,_,, enthalten 
den Bogen S, (weil sonst wenigstens t — 1 = s/_,-++1 Polygone (8) im 
Widerspruch mit der Definition der Zahl s/_,, in L,., enthalten waren). 

Zufolge unserer Voraussetzungen kann man zwei bzw. durch P,_, und P, 
begrenzte (im allgemeinen sowohl Selbstdurchdringungen, als durch even- 
tuelle mehrfache Elemente ihrer Begrenzungen hervorgerufene Singulari- 
titen besitzende) Flachenstiicke D,_, bzw. D, derart wahlen, da die 
algebraische Anzahl ihrer Schnittpunkte mit J7,_, bzw. JI, gleich 1, mit 
II, baw. IT,_, dagegen gleich Null ist. Daraus folgt, daB jedes der Poly- 
gone J7,_, und J7,, von denen wir das eine durch JJ, bezeichnen, mit dem 
D,+ D, begrenzenden, aus P,_,+ P, durch Fortlassung des Bogens 8, 
entstandenen Polygon P, verschlungen ist. 

P, ist sicher von jedem der Polygone P,, P,,..., P,., verschieden 
(weil sonst z. B. J7, gleichzeitig mit zwei verschiedenen Polygonen (8) 
verschlungen wire); das Polygonsystem 


ee 
ee 


t-2 
geniigt also allen Bedingungen des § 2 (insbesondere sind alle P,, 
0<m<t—2, in L,_, enthalten), so daB die Zahl s’(L,_,) mindestens 
gleich ¢ — 1 sein sollte, was unméglich ist, weil sie gleich ¢ — 2 ist. 
Durch diesen Widerspruch ist die Ungleichung (7) bewiesen. 
6. Unser Ziel wird erreicht sein, scbald wir beweisen, da8 
(10) s>s,_,+1 
ist. Vorausgesetzt, es waren P, bzw. I7,, 1S tS4-1., P,o L,_,, die 
zufolge der Identitaét s(L,_,) = s,_, vorhandenen, den iiblichen Bedingungen 
geniigenden einfachen Polygone. Da beide Endpunkte von S, zum zu- 


sammenhangenden Komplex L,_, gehéren, kann man sie durch einen ein- 
fachen Weg W innerhalb L,_, verbinden und 


(11) . Be W+8, 


ist dann ein einfaches, in L, enthaltenes Polygon. Um das entsprechende 
IT, zu erhalten braucht man nur durch den Mittelpunkt ¢ einer der den 
Bogen S, bildenden Strecken die zu dieser Strecke senkrecht stehende Ebene 
za legen und in dieser Ebene ein hinreichend kleines den Punkt c als 
Mittelpunkt besitzendes Quadrat zu konstruieren. Das System aller P, 
bzw. 7, (0 t<r—1) geniigt dann allen nétigen Bedingungen und er- 
gibt die Ungleichung (10), die, zusammen mit (7) und der im § 8 er- 
wahnten evidenten Ungleichung s<s’ die Identitét s =e’ =s _,+1 
=p,.,+1=p und folglich auch die allgemeine Identitat (3) beweist. 
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6 bis. Man kénnte die Invarianz der Zahl p(L) auch beweisen, 
indem man zeigt, daB 


(11 bis) p(L)=1--z(L) 

ist, wobei ¥(Z) die Eulersche Charakteristik der Kurve L ist, d. h. die 
Differenz «,—«, zwischen der Anzahl «,=«,(Z) der in L enthaltenen 
Eckpunkte und der Anzahl «, = «,(Z) der daselbst vorhandenen Bégen ‘). 

Um die Identitét (11 bis) zu beweisen, schlieBen wir uns an die Be- 
zeichnungen des § 4 an und betrachten irgendeine normale Konstruktions- 
weise von L. 

Fir S, = L, ist p(L,)= p(S,)=0, a (L,)= 2, «,(L,)=1, 
z(L,)= 1, und also stimmt fiir diesen Fall unsere Identitiat. 

Wenn jetzt 

Lines = Ly + Sues 
ist, so ist, falls S,, mit L,, beide Endpunkte gemeinsam hat, 
P(Lings)=P(Ly)ALs Cy(Dngr) = %(Le)s % (Laer) = %(L,) +1, 
also 7(L,,.,)=2(L,)—1 und 1—z(L,4,)=(1—2(L,)) +1. 

Falls aber S,,, nur einen gemeinsamen Endpunkt mit L,, hat, so ist 

P(Ly+,)= P(L,) und x(L,.,)=2(L,)- 
Daraus folgt, daB die Identitaét (11 bis) fir L,, zutrifit, sobald sie fir 
L,, stimmt, und da sie fiir L, richtig ist, so gilt sie allgemein. 

7. Wir gehen jetzt zu einer andern Interpretation der Zahl 
s(L)=s'(L) iiber. Wir fangen mit folgender Hilfsdefinition an. 

Def. I. Ein endliches System von (abstrakt gegebenen) geschlossenen 
Polygonen heiSt ein Nullsystem, falls jeder Bogen, der zu einem Polygone 
dieses Systems gehért, wenigstens zweimal (in einem oder, in mehreren 
Polygonen dieses Systems) vorkommt. 

Def. II. Ein System von geschlossenen Polygonen heibt irreduzibel, 
falls es kein Nullsystem enthilt. 

Wir bezeichnen jetzt durch x’ = »'(L) die gréBte Zahl von der Be- 
schaffenheit, daB es in L wenigstens ein aus » Polygonen bestehendes 
irreduzibles System gibt. 

Wir bemerken sofort, af man eine Zahl »(Z)< »(L) erhalt, wenn 
man sich in den Definitionen I und II auf einfache Polygone beschrankt. 

Wir wollen jetzt die Identitit 
(12) y(L)=v'(L)= p(L) 
beweisen. 


*) Die Invarianz von z(L) ist z. B. bei 0. Veblen, Cambridge Colloquium 1916, 
S. 7 bis 9 bewiesen. 
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8. Wir verfahren wieder mittels Induktion: fiir einen aus einem 
einzigen Bogen S, bestehenden Komplex ist »(L)=»(L)=p(L)=0. Wir 
setzen voraus, die Identitaét (12) wire fiir alle aus héchstens r — 1 Bégen 
bestehende Komplexe bereits bewiesen, und beweisen sie fiir einen be- 
liebigen aus r Bogen bestehenden Komplex L. 

Da der Beweis fiir » und » absolut analog ist, so bezeichnen wir im 
folgenden Raisonnement durch » eine beliebige der Zahlen »(L) bzw. »(L). 

Es sei 
(13) OS 


ein in LZ enthaltenes, aus ¥ Polygonen (bzw. einfachen Polygonen) be- 
stehendes irreduzibles System. Es gibt wenigstens einen Bogen S, der 
in (13) ein einzigesmal vorkommt, und es sei z.B. Sq P,. Nach Weg- 
lassung des Bogens S verwandelt sich LZ in einen, noch immer zusammen- 
hangenden, Komplex L’. Dann ist 


(14) 3(L’)=5—1 


*(wobei #(L’) die Zahl » (L') = »’(L’) bedeutet). 


In der Tat: einerseits bilden P,,..., P;_, ein aus ¥— 1 Polygonen 
bestehendes, in L’ enthaltenes irreduzibles System, woraus folgt, daB 
>(L’)>% — 1 ist. Andrerseits kann aber ¥(L’) unméglich gréBer als > — 1 


sein, weil im letzteren Falle ein aus » Polygonen 
ME PR 


bestehendes, in L’ enthaltenes irreduzibles System vorhanden wire, das 
durch Hinzufiigung des Polygones P, in ein in L enthaltenes, aus ¥+ 1 
Polygonen bestehendes, der Definition der Zahl » widersprechendes, 
irreduzibles System iibergehen wiirde. Da aber ¥(L’)=p(L’) und 
p(L’)= p(L) — 1 ist, so folgt die Identitaét (12) ohne weiteres aus (14), 
w.z. b. w. 

9. Wir geben endlich noch eine Interpretation von p(L), die, ob- 
wohl im folgenden nicht gebraucht, in mancher Untersuchung als _niitz- 
lich erscheinen diirfte. 

10. Ein Paar von identischen, aber verschieden orientierten Bégen 
eines Komplexes werden wir ein Nullpaar nennen. 


Wir wollen jetzt eine Einschiebung eines Nullpaares zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Bégen eines beliebigen Polygons P und ebenso eine 
Fortlassung aus P eines eventuell daselbst enthaltenen Nullpaares als er- 
laubte Abanderungen des Polygons P bezeichnen. 

Wir sagen nun, da8 das Polygon P sich auf ein gegebenes System © 
von in L enthaltenen Polygonen zuriickfiihren léft, falls durch sukzessive 
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Anwendung erlaubter Abanderungen man P in ein Polygon P* verwandeln 
kann, welches durch Durchlaufung gewisser Polygone 


® pe (a) 
Pee piscel » 


unter denen es beliebig viele identische geben darf, die aber alle zu S 
gehéren, konstruierbar ist. 

Wir bezeichnen endlich durch u(Z) die kleinste so beschaffene Zahl, 
da8 es ein aus «(L) in ZL enthaltenen Polygonen bestehendes System © 
gibt, auf welches sich alle in Z vorhandenen Polygone zuriickfiihren lassen °). 

Wir iiberlassen dem Leser den leichten (mittels des wiederholt an- 
gewandten Induktionsverfahrens durchzufiihrenden) Beweis der Identitat 
u(L) = p(L), 

Es sei endlich bemerkt, daB, falls L eine ebene, einen Bogenkomplex 
realisierende Kurve ist, die Anzahl der zusammenhiangenden Gebiete, in 
die L die Ebene zerlegt, gleich der Zahl p(L)-+ 1 ist. (Der Beweis ist 
unmittelbar einleuchtend: man bediene sich der Identitét p(L) = (L)). 

11. Die Zahl x(L)= p(L)+ 1, wobei also 

p(L)=8(L)=8 (L)=»(L) =" (L) = w(L) =a, (L) — a, (L)+1 °*) 
ist, wollen wir die Zusammenhangszahl des Bogenkomplexes L nennen. 

12. Wir schreiten jetzt zum Beweise folgenden Satzes. 

Additionssatz fiir Bogenkomplexe. Es seien I, und L, zwei ge- 
meinsame Elemente besitzende einfach zusammenhdangende’ ) Bogenkomplexe 
und q die Komponentenzahl des (im allgemeinen nicht zusammenhiangenden ) 


Bogenkomplexes L,-L,. Indem wir durch L den (zusammenhangenden) 
Bogenkomplex L, +- L, bezeichnen, gilt die Identitat: 


x(L)=q. 


Beweis. Man kann den Komplex LZ in der Weise aufbauen, daB 
man mit L, anfangt und dann der Reihe nach simtliche in L, nicht vor- 
handene Bégen des Komplexes L, anheftet, dabei jedoch dafiir sorgt, dab 
alle sukzessiv entstehenden Komplexe 


Pe ey Bees i ae eS ee ee 


zusammenhangend seien. Wir bezeichnen durch g,, die Komponentenzahl 


®) Die Zahl «(L) diirfte als ein kombinatorisches Aquivalent der Brouwerschen 
Zyklosis betrachtet werden. 

*) a,(L) bzw. «,(L) bezeichnet die Anzahl der in L vorkommenden 1- bzw. 
0-dimensionalen Elemente. 
") Ein Bogenkomplex L soll einfach hiingend heiBen, falis x (L)=1 ist. 
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von L,-L, (m=1,2,...,1r). Unser Satz wird bewiesen, sobald wir 
zeigen werden, daB fiir jedes m (1S m<r) 


(15) P(L,.) + %m = 
ist (da letztere Gleichung fiir m =r in p(L)+1=q tbergeht). 
Fir m=1 ist p(L,)=0 und g,=—gq, also (15) richtig. 
Vorausgesetzt, die Gleichung (15) ware fiir m bewiesen; wir wollen 
sie fir m-+ 1 beweisen. 
Wir betrachten zwei Fille: 


1. S,, hat mit LD, beide Endpunkte a und 6 gemeinsam. Dann ist 
p(Li4,)=p(L,)+1. Die Punkte a und 6 kénnen aber unméglich 
zu einer Komponente Q von L,-L, gehéren, weil man sie in diesem 
Falle innerhalb Qc L, durch einen einfachen Weg W verbinden kénnte, 
der zusammen mit S, ein in L, enthaltenes geschlossenes Polygon liefern 
wiirde, was zufolge dem einfachen Zusammenhange des Komplexes L, un- 
méglich ist. 

Da also S, zwei Komponenten von L, - L, verbindet, so ist die Kom- 
ponentenzahl g,,, von L,,,-L,=—L,-L,+S8,, gleich g,,—1, so dab 
P (Lines) + Imes = P(Ln) + Im = iBt. 

2. S,, hat mit DZ. nur einen Endpunkt gemeinsam. Dann hat 8S, 
nur mit einer Komponente von L,-Z, einen Endpunkt gemeinsam, und 
es ist P(LowJ= p(L,,); Gm+a = Im also auch p(L,, +1) + Im+a = 9% 
w. z. b. w. 

Bemerkung. Eine auf der Hand liegende Modifikation®) der soeben 
angewandten Methode zeigt daB, falls man auf den einfachen Zusammen- 
hang von L, und L, verzichtet, man jedenfalls die Ungleichung 


(15 bis) x(L)>q 

beweisen kann. Man kénnte auch in diesem Falle einen genauen Wert 
fiir x (L) angeben, fiir unsere weiteren Zwecke aber wird die Abschatzung (2) 
im Falle einer héheren Zusammenhangszahl von L, oder L, vollkommen 
geniigen. 


II. Die Zusammenhangszahl der allgemeinen Kurven. 


Nachdem wir den Begriff der Zusammenhangszahl fiir Bogenkomplexe 
eingehend untersucht haben, ist der Weg zur Ubertragung dieses Begriffes 


®) Man ersetzt die Gleichung (15) durch die Ungleichung 
P(Ln)+%m 29 
und bemerkt, daB im Falle 1. wie friher, p(L.,4,)=p(Le)+1, dabei aber 


Im+1 = Im —1 ist (weil S,, jedenfalls héchstens zwei verschiedene Komponenten von 
L,,-L, verbinden kann). 
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auf allgemeine Kurven durch die Betrachtungen der unter '*) zitierten Arbeit 
von selbst und gewisserma8en eindeutig bestimmt. 


13. Es sei C eine allgemeine Kurve, d.h. ein zusammenhingender 
kompakter eindimensionaler metrischer Raum. Zwei Fille sind méglich: 


1°. Fiir jedes das Kontinuum C definierende eindimensionale Spektrum ’® ) 
(16) i ey ror 
wichst x(L,,) mit m ins Unendliche; in diesem Falle soll C wnendlich 
hoch zusammenhdngend heiBen, und x(C) =o gesetzt sein. 


2°. Es gibt wenigstens ein das Kontinuum C definierendes Spektrum ( 16) 
und eine natiirliche Zahl h, von der Beschaffenheit, da8 fiir unendlich 


viele L,, 
x (L,,) S ho 

ist. Dann gibt es eine Zahl h <A, derart, daB fiir unendlich viele L, 
x(Li)=h 


ist. Indem man nur dieser Gleichung geniigende L, behilt, erhilt man 
ein Spektrum, fiir dessen sdmtliche Komplexe die Zusammenhangszahl 
denselben endlichen Wert A annimmt. 

Im Falle 2 soll C endlich hoch zusammenhdngend heiBen und zwar 
soll die Zusammenhangszahl x(C) als die kleinste derjenigen Zahlen h de- 
finiert werden, fiir die es ein das Kontinuum C definierendes Spektrum 
gibt, dessen simtliche Komplexe die Zusammenhangszahl h besitzen. 

14, Aus Betrachtungen der unter **) zitierten Abhandlung ergibt 
sich sofort, daB die Zahl x(C) eine kombinatorische Eigenschaft der Kurve C 
ausdriickt, die auch folgendermaBen definiert werden kann. 

Es sei % irgendeine (e, 2)-Uberdeckung der Kurve C,‘d. h. es sei 
8° ein System von abgeschlossenen Mengen 


(17) a? a 
die den Bedingungen 
SF,=C, oda(F,)<e (fir m=1,2,...,n) 


m=1 


geniigen und auBerdem so beschaffen sind, daB kein Punkt von C mehr 
als in zwei Mengen des Systems (17) enthalten ist. (Letztere Bedingung 


*) L,, sind die das Spektrum bildenden eindimensionalen Komplexe; in den 
folgenden Paragraphen dieses Abschnittes wird der Begriff der Zusammenhangszabl 
in einer von den Entwicklungen der unter **) zitierten Arbeit unabhangigen Form dar- 
gestellt. 


Mathematische Annelen. 96. 34 
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wird auch so zum Ausdruck gebracht, da8 wir sagen, das System (17) sei 
ein System von der Ordnung 2*°)). 

Wir bestimmen einen zusammenhingenden Bogenkomplex Ly, indem 
wir jeder Menge F, (1S i<n) einen ,,Punkt“ a, und jedem gemein- 
same Punkte besitzenden Mengenpaare F;, F; einen ,,Bogen‘ a;a; des Kom- 
plexes Lg- entsprechen lassen. 

Dann ist x(C) =o, falls (fiir ein geniigend kleines «) x(Lg-), wie 
auch $8‘ gewahlt sei, beliebig gro8 ausfallt. 

Falls dies nicht zutrifft, heiBt C endlich hoch zusammenhangend und 
zwar ist dann x(C) gleich der kleinsten natiirlichen Zahl k, die so be- 
schaffen ist, daB es fiir jedes «> 0 ein B* mit x(Lg-) =k gibt. 

15. Bemerkung. Falls C in einem mindestens 3 dimensionalen 
Euklidischen Raume F liegt, kann man fiir jedes %*° den Komplex Lg: 
geometrisch realisieren, indem man fiir a, wirkliche, voneinander verschiedene 
Punkte a; c F; wihlt, und diese Punkte in R durch von den geradlinigen 
Strecken a,a; sich beliebig wenig entfernende Streckenziige a;a; dann und 
nur dann verbindet, falls F;-F;+ 0. Dabei ist natiirlich dafiir zu sorgen, 
daB die auf diese Weise gewonnenen Bégen keine weiteren gemeinsamen 
Punkte haben. 


Die soeben erhaltene elementare Kurve Ly: approximiert C mit einer 
gleichzeitig mit . unendlich wachsenden Genauigkeit. 


16. Man kann endlich bei der Definition der Zusammenhangszah! den 
Gebrauch der Bogenkomplexe wenigstens formal vermeiden, wenn man 
direkt mit Uberdeckungen und zwar folgenderma8en operiert. 

Definition. Ein Mengensystem © hei&t ein Zyklus, falls jede Menge 
des Systems genau mit zwei anderen Mengen desselben Systems gemein- 
same Punkte hat. 

Def. 1’ (vgl. Def. I des § 7). Ein System von Zyklen heiSt ein Null- 
system, falls jedes Paar gemeinsame Punkte besitzender Mengen, die in 
einem Zyklus vorkommen, wenigstens noch zu einem anderen Zyklus des- 
selben Systems gehért. 

Def. II’ (vgl. Def. Il des § 7). Ein System von Zyklen heiSt irredu- 
zibel, falls es kein Nullsystem enthilt. 

Es sei jetzt 8‘ eine beliebige e-Uberdeckung von C. Wir nennen » ($‘) 
die gréBte Zahl », die als Zyklenanzahl eines irreduziblen Zyklensystems, 


*°) Im folgenden soll unter einer Uberdeckung immer eine solche von der Ord- 
nung 2 verstanden werden, und wir werden‘eine («, 2)-Uberdeckung auch kurz als 
eine ¢- Uberdeckung bezeichnen. 
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dessen simtliche Zyklen aus Elementen von ¥° gebildet sind, vorkommt, 
und definieren weiter: 


«(B*) = »(B') +1. 
x(C) soll alsdann (falls endlich) gleich der kleinsten Zahi gesetzt werden, 
die so beschaffen ist, daB es fiir jedes « ein 8° mit 
x (P*) = x(C) 
gibt. 

17. Diese Betrachtungsweise, die unserer friiheren unmittelbar aqui- 
valent ist, gestattet, den Begriff des mehrfachen (x(C)>1) bzw. ein- 
fachen (x(C) = 1) Zusammenhanges einer Kurve besonders einfach zu for- 
mulieren. 

Eine Kurve hei&Bt mehrfach zusammenhdngend, falls fiir ein geniigend 
kleines ¢ jede e-Uberdeckung wenigstens einen Zyklus enthilt. 

Im entgegengesetzten Falle (d. h. wenn fiir jedes ¢ wenigstens eine, 
keinen Zyklus enthaltende Uberdeckung vorhanden ist) hei®t die Kurve 
einfach zusammenhdangend. 

Dabei braucht man gar nichts iiber die Ordnung der Uberdeckungen 


vorauszusetzen, weil drei beliebige, einen und denselben Punkt enthaltende 
Mengen einen Zyklus bilden. 


18, Eine unmittelbare Folge der Definition der Zahl x(C) ist folgen- 
der wichtiger Satz: Falls die Kurve C, in der Kurve C enthalten ist, 
8o tet 
(18) (Co) S%(C). 


In der Tat ,,induziert* jede (aus den Mengen (17) bestehende) Uberdeckung 5° 
der Kurve C die aus den Mengen C,-F, (1 Sm<n) gebildete Uber- 
deckung 0 der Kurve Cy. Manerhilt Ly-, indem man diejenigen ,,Punkte“ a, 
bzw. ,,Bégen“ a;@; in Lge markiert, die nicht leeren Mengen C,-F, bzw. 
C,: F,- F, entsprechen. 

Da also Lysc Lg: und folglich x(Ly.) Sx(Lege) ist, so ist auch 
x(C,)S%(C), w. 2. b. w. 

19. Wir wollen jetzt einen Satz beweisen, der, wie es sich im niach- 
sten Abschnitte zeigen wird, eine direkte Verallgemeinerung eines bekannten 
ebenen Zerlegungssatzes von Janiszewski'*) darstelltt. 


Additionssatz. Falls C, und C, zwei einfach zusammenhdngende 
Kurven sind und die Menge C, = C,-C, aus k >1 Komponenten besteht 


41) §. Janiszewski, Sur les coupures du plan faites par les continus, Prace mat. 
fiz. 1918. 


84* 
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(wo k eine natiirliche Zahl oder co ist), so ist C, + C,=—C eine k-fach 
zusammenhdngende Kurve. 

Beweis. Zuerst beweisen wir, daB x(C)<& ist. Dabei kann man 
selbstverstindlich sich auf den Fall, wo & eine natiirliche Zahl ist, be- 
schranken. 

20. Es sei « eine positive Zabl, die kleiner als die Hialfte der 
kleinsten Entfernung zwischen je zwei Komponenten von OC, = C,-C, und 
sonst beliebig ist. Wir wollen eine «-Uberdeckung 8 der Kurve C »n- 
struieren, fiir die der Komplex L = Ly k-fach zusammenhangend ist. 

Dazu wahlen wir zuerst eine keinen Zyklus enthaltende 5 Uber- 
deckung 
(19) B = { Fi, Fe, ..-, Fae} 
der abgeschlossenen Menge C, und bestimmen eine positive Zahl 4, die 
folgenden Bedingungen geniigt: 

1°. 6 ist kleiner als jede positive unter den Zahlen 5e(F, F;) und 


als 


| % 


2°. Die Mengen S( FQ, 5) (m= 1, 2,...,,) bilden ein System von 
der Ordnung 2 (dabei bedeutet S(F), 5) die Menge aller Punkte, deren 
Entfernung von Fy, héchstens gleich 6 ist). 

Wir wahlen weiter fir 4—1 bzw. 4=2 eine keinen Zyklus ent- 
haltende 5- Uberdeckung 


(20) $= {Fi Fi, .--, Fa,} 


von C;, und bezeichnen durch Fy; (1S m<n, 1<i <r) diejenigen 
Fi (1<k<%,), die mit keiner Menge Ff (1<h<m—1), wohl aber 
mit F2 gemeinsame Punkte haben. Wir setzen 


ro r@ 
(21) On = Fn + > Fue +d Fa. (lom<n,). 
=1 t= 
Da ®°.cS(Fy,4) ist, so bilden die ©), ein Mengensystem §° von der 
Ordnung 2. 
Wir bezeichnen endlich durch 
(22, ) D;, Dy, ..., Dy, 
bzw. 
(22,) Di, Dy, ..., OE, 


alle ,,iibrigen (d. h. zu 5*F° = C, fremden) Mengen F2, und merken uns, 
daB stets = . 


(23) ®-O=0 (1Sign,; 1Sk<2,) 
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ist. Daraus, aus der Definition der ©), und aus der Bemerkung iiber die 
Ordnung des Systems °° folgt, daB das System § aller Mengen @2, 0, O? 


(die simtlich einen Durchmesser <$+28<54<5—c haben) die 


Ordnung 2 besitzt und also eine e-Uberdeckung*®) der Kurve C bildet. 

Wir wollen nun zeigen, daB der dieser Uberdeckung entsprechende Bogen- 
komplex L = Lg k-fach zusammenhingend ist. Dazu betrachten wir den 
zufolge unserer Voraussetzung iiber « und 6 aus k Komponenten bestehen- 
den Komplex L, = Lge und die beiden Komplexe L* = Lyi (A= 1; 2), 
wobei 8’ das aus simtlichen Mengen ®2 (1 < m <n,) und ®3(1<m<n,) 
gebildete System ist. Dann ist L=L'+L*, L,=L'-L*. Zufolge 
dem Additionssatz fiir Komplexe (§ 12) brauchen wit nur zu zeigen, daB 
x(I,)=1 ist (A=1;2), d.h.daB L’ kein geschlossenes Polygon enthalten 
kann. 

Es sei in der Tat P ein in L’ enthaltenes einfaches geschlossenes 
Polygon. Da P weder in L° noch in L*’— L° enthalten sein kann, 80 
besteht P-L° aus einem oder mehreren Wegen, von denen jeder sich 
iibrigens in einen einzigen Eckpunkt von P ausarten kann, und die die 
Komponenten von P-L” bilden. 

Indem wir allgemein den Mengen ©; bzw. Fi die ,,Punkte a, bzw. 
a, (4=1;2) der betreffenden Komplexen zuordnen, bezeichnen wir 


durch 


W= ay... a, 


einen beliebigen der soeben erwahnten Wege, und es sei 


aia, baw. a =a; 


der in P dem Punkt a), eee gare baw. auf a), folgende’ Eckpunkt. 


Da ©) = F; baw. ©} = F; mit 9 baw. ©), gemeinsame Punkte 
hat, zu Fe, bzw. Fr, » dagegen fremd ist, so gibt es eine Menge Fi = Fi jc ®, 
bzw. F.,,, = Fe, jc O° derart, da8 


F.. F > 0 + Fi: Fe, 
bzw. 


Fo -F} +0+F ice Fe, 


ist. Es folgt daraus insbesondere, daB die beiden Bégen @,,a, bzw. a,, |G, 
im Komplex LZ; = Le, vorhanden sind. 


Infolge der getroffenen Wahl von ¢ und 6 gehért die Menge C,- s ®}, zu 
t=1 


einer Komponente Q von C,. Der der Gesamtheit aller zu Q nicht frem- 
den Mengen F; entsprechende Teilkomplex L;,9 des Komplexes L, ist 
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zusammenhangend und enthalt die beiden Punkte a,, und a,,,,, woraus 
folgt, daB diese Punkte innerhalb L,,9 durch einen Weg 


Gy, Gy, ... Bey ,, 





verbunden werden kénnen. 
Den in ZL, enthaltenen Weg 





G,a,,... 4, ,, (@,= Ga, = G,) 
bezeichnen wir durch W* und ersetzen in P den Weg W durch W*. Nach- 
dem wir dies fiir jede Komponente W von P-L® tun, verwandelt sich P 
in ein geschlossenes (im allgemeinen nicht singularitatenfreies), in L, auf 
eine widerspruchsvolle Weise enthaltenes Polygon P* **). Die Ungleichung 
x(C)<k ist hiermit bewiesen. 

21. Um jetzt die Ungleichung x(C)>k zu beweisen (k ist dabei 
gleich k, falls letztere Zahl endlich ist; falls dagegen k = co, so nimmt 
man fiir k eine beliebig groBe Zahl), womit offenbar auch der ganze Satz 
bestatigt sein wird, geniigt es zu zeigen, daB, falls e > 0 hinreichend klein 
gewahlt ist und § eine beliebige «-Uberdeckung der Kurve C ist, der 
Komplex L = Ly mindestens i-fach zusammenhiangend ist. 

Da die Komponentenzahl fiir C, mindestens gleich & ist, so kann 
man ©, in die Summe Q von i paarweise zueinander fremden abgeschlos- 
senen Mengen Q;, Q2,..., Q¢ so einschlieBen, daB 


2y¥=p(C,—Q, C,— Q) 

positiv ist. Wir wahlen nun « kleiner als jede der Zahlen y+, 
$e(Q,,2,), 1S p<q<k, und bezeichnen durch 8 = {F,, F,,..., F,} 
eine beliebige e- Uberdeckung der Kurve C und durch , bzw. B, baw. B, das 
System derjenigen unter den Mengen F,, F,, ..., F,, die zu Q bzw. C, bzw. 
C, nicht fremd sind. Zufolge der Wahl der Zahl e besteht der Komplex 
L, = Lg, mindestens aus k Komponenten, und da 

L=1L,+1L, 

Ly = L, +L, 
ist (wo Ly= Ly, gesetzt ist), so folgt aus dem Resultat des § 12 
(Ungl. 15 bis), daB x(L)>k ist, w.z.b. w. 


®) Das Polygon P* ist sicher kein ,Nullpolygon“ (d. b. es 1a8t sich nicht durch 
Aufheben von je zweimal in verschiedener Richiung zu durchlaufenden Seiten auf 
einen Punkt reduzieren). In der Tat: alle Punkte vom Typus a’ des Polygons P 
bleiben einfache Punkte des Polygons P*, weil die Eckpunkte der neu hinzukommen- 
den Wege W* denjenigen F' entsprechen, die mit C, gemeinsame Punkte haben und 
also von den a} =a} gewi® verschieden sind. 
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III. Der Brouwersche Invarianzsatz. 


22. Es sei F eine in der Ebene Z liegende, beschrinkte abgeschlossene 
Menge. Wir werden stets durch k(F) die Anzahl der durch F in Z be- 
stimmten, zusammenhangenden Gebiete (— Komponenten der Menge E — F) 
bezeichnen. 

Der Zweck dieses Abschnittes ist die Identitat 
(24) k(C) = (C) 
fiir jede ebene Cantorsche Kurve C zu beweisen, womit insbesondere der 
Brouwersche Satz**) iiber die Invarianz der Zahl &(C) fiir alle Cantorschen 
Kurven aufs neue bewiesen wird. Da dadurch auch der Jordansche 
Kurvensatz und folglich auch die Invarianz des ebenen Gebietes bewiesen 
werden und da jedes ebene Kontinuum sich in eine Cantorsche Kurve C 
und eine héchstens abzéhlbare Menge zueinander fremder, sich unter den 
Komponenten der Menge ZE—C befindender Gebiete eindeutig zerlegen 
1a8t, so folgt aus unserer Behauptung (24) der Brouwersche Invarianz- 
satz in seiner vollen Allgemeinheit. Das Hauptziel dieses Abschnittes ist 
aber nicht einen zweiten Beweis des Brouwerschen Satzes zu geben, sondern 
die Identitaét (24) selbst zu beweisen: dadurch wird namlich u. a. gezeigt, 
daB die Anzahl der durch eine ebene Kurve bestimmten komplementiren 
Gebiete eine im Sinne des § 19 der vorstehenden Abhandlung kombi- 
natorische Eigenschaft der Kurve ist. 


A. Beweis der Ungleichung x(C) > k(C). 


23. Es sei C eine in der Ebene £ des dreidimensionalen Raumes R 
liegende Cantorsche Kurve und k eine natiirliche Zahl, die gleich k(C), 
falls k(C) endlich ist, und beliebig gro8, im Falle k(C) =o, za wahlen ist. 

Wir bezeichnen durch G,, Gz, ..., G,-; alle (bzw. irgendwelche unter 
den) beschrinkten Komponenten der Menge H—C. Es seien weiter 
Ge’, Ges «<< Gang baw. im G,. Ge, ..., Gaus liegende, durch einfache ge- 
schlossene Polygone P;', Ps, ..., Pr-1 begrenzte Bereiche; ¢,, cy, ..., Cx—1 
bzw. im Inneren dieser Bereiche liegende Punkte; d,, d,,...,d,_, auBer- 
halb eines die Kurve C im Innern enthaltenden Kreises K liegende, von- 
einander verschiedene Punkte; Ji,, JJ,,..., J7,_, zu eimander fremde, ein- 
fache, geschlossene Polygone, die folgendermaBen definiert sind: 

I],, besteht aus einer, den Punkt c, als Mittelpunkt besitzenden, zu 
der Ebene Z senkrecht stehenden Strecke c},c,; aus zwei einfachen 


Streckenziigen c;,d,, bzw. cud, die in den durch c,, bzw. c,, gezogenen 


48) Brouwer, Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve, Math. Ann. 72 (1912), 
8. 422—425. 
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zu £ parallelen Ebenen liegen und in den sich orthogonal in d,, proji- 
zierenden Punkten d;, bzw. dy, endigen; endlich aus der geradlinigen 
Strecke dj,ddj,. 

Es wird auBerdem vorausgesetzt, da8 die ganze Konstruktion so ein- 
gerichtet ist, da8 fiir jeden innerhalb K gelegenen Punkt der Ebene Z 
der nichste Punkt des Polygones I/,, eben der Punkt c,, ist. 

Das Polygon JJ, ist mit P, dagegen mit keinem der iibrigen 
Polygone Be oo a verschlungen und zwar ist die betreffende 
Verschlingungsordnung gleich 1. 

24. Die Verschlingungsverhiltnisse zwischen den Polygonen JJ, und 
P%, bleiben dieselben, falls man ein beliebiges der Polygone Px durch ein 
in G,, enthaltenes, den Bereich G* im Innern enthaltendes Polygon ps* 
ersetzt. 

25. Es sei nun o die kleinste unter allen Zahlen Lo(P2, C) und 
1 0(P&, IT,) = 3 o( Px, cx) (wobei m und h unabhingig voneinander alle 
Werte 1,2,...,—1durchlaafen). Dann ist die Entfernung o( P,, *, I7,) > 20, 
wie auch das den Bedingungen des § 24 geniigende Polygon P.* gewahlt 
sei. In der Tat ist fir m+h 


o(P,”, II) — o(Px*, Cn) = o(C, Cr) > e(C,Pi)= 20 
und auBerdem 


o(Pn*, Im) = 0(Pm*, Cm) 2 0(Pms m) = 20. 

Falls wir also irgendein PZ* durch ein Polygon P,, ersetzen, dessen 
sdmtliche Punkte durch weniger als o betragende Verriickungen entsprechen- 
der Punkte von P2* entstanden sind, so bleiben die Verschlingungsver- 
hdlinisse zwischen allen P,, und II, dieselben wie zwischen (P,,* und Ih, 
also wie zwischen) Px und P, = 

26. Wir wihlen jetzt eine positive Zahl «< z o und irgendeine 
e- Uberdeckung 
(25) Su {F,, F,,.... F,} 
der Kurve C. 

Wir bezeichnen weiter durch 6 eine positive Zahl, die kleiner als « 
und samtliche positive unter den Zahlen j o(F;, F;) ist. Es seien endlich 


%*) In der Tat hat Brouwer in der unter *) zitierten Arbeit, § 3, bewiesen, daB 
es fiir jedes Paar zueinander fremder geschlossener Polygone P und JJ (im drei- 
dimensionalen Raume) eine positive Zahl 7 gibt, die so beschaffen ist, daB, falls wir 
durch eine weniger als 1 betragende Verriickung jedes Punktes von P bzw. II diese 
Polygone in Polygone P bzw. IT verwandeln, die Verschlingungszahl (P, /7) dieselbe 
wie (P, 17) bleibt. Es ist dabei leicht einzusehen, daB man fiir » die Hilfte von 
o(P, IT) nehmen kann (Antoine, Thése, p. 37). 








- ee 
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a,c F, (1 <i <n) durchweg verschiedene Punkte der Mengen F, und @;4; 
die in R liegenden, gema8 der Vorschrift des § 15 konstruierten, die Punkte a, 
und a,, dann und nur dann, falls F;-F; + 0 ist, verbindenden Streckenziige. 
Auf diese Weise erhalten wir einen im Raume R realisierten Bogenkomplex 
L=L,. Wir setzen noch voraus, daB die Bégen a;a; dieses Komplexes 
sich von den entsprechenden geradlinigen Strecken @;a; um weniger als 
e entfernen. 

Die Ungleichung x (c) > k(c) wird jetzt bewiesen, sobald gezeigt wird, 
daB s'(L)>k—1 ist. 

27. Es sei zu diesem Zwecke fiir jedes m<k—1 P%* ein nach der 
Vorschrift des § 24 gebildetes Polygon, das so beschaffen ist, daB es zu 
jedem Punkte von P),” einen um weniger als 4 entfernten Punkt 
von C gibt. 

Nach eventueller Unterteilung der Seiten von P%,* kann man erreichen, 
daB die Eckpunkte },, b:,...,d,,... (modr)**) von PX* der Bedingung 
(26) 0 (Dn, Oni) <8 
geniigen. 

Es sei nun 5, einer derjenigen Punkte von (, die am nichsten bei b, 
liegen. Ich behaupte, daB, falls 5, baw. 6,,, zu F, bzw. zu F, gehéren, 
notwendig F,- F; + 0 ist. 

In der Tat, falls 

bc F, 6,,,¢F, und dabei F,-F,=0 

wire, so wiirde man die unmégliche Ungleichang 
36<o0(F,, F,) SO (by Ones) Sens b,) +0 0b, s Oper) + OCOn sr» Opn) < 36 
haben. Falls wir fiir jedes 4 eine den Punkt 5, enthaltende Menge F;, 
wahlen und dabei nur dafiir sorgen, da8 fiir geometrisch zusammenfallende 
Punkte b, auch dieselben Mengen F;, gewahlt seien, erhalten wir ein 
in LZ enthaltenes geschlossenes, im allgemeinen nicht singularitatenfreies 
Polygon 

P,, = (@i,, Gi, +++» M,)- 

28. Wir lassen jetzt jedem Punkte 6, den Punkt a; entsprechen und 
bilden irgendwie die Strecke b,6,,, eindeutig und stetig auf den Bogen 
@;,@;,_, (der geometrisch sich auch auf einen Punkt a, =a; , zusammen- 
ziehen kann) ab, so daB dabei die Punkte a,,b, bzw. a, ,, O41 ein- 
ander entsprechen. 

Dadurch wird jeder Punkt x von P,* in einen einzigen Punkt y 


45) Die Bezeichnung (mod r) besagt, daB b, und b,,, identisch sind, 
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von P, und das ganze Polygon P,,* in P,, eindeutig und stetig abgebildet, 
wobei folgende Ungleichung gilt: 
(26) e(z, y) Se(z, b,) +e (5,,5,) +0 (4,, @,,) 

+ e(a,,y)<d+d+2e+8e< 6be<o 
(es wird hier vorausgesetzt, daB 2 zur Strecke 6, b,,, gehért). 

Der Bemerkung des § 25 zufolge ist, auf Grund von (26), P,, mit JZ, 
und mit keinem der Polygone J7,, ..., I/m—1, Tm41, .. +, Tp-1 verschlungen; 
da dies fiir beliebiges m<k—1 gilt, so ist s'(L)=>k—1 und also 
x(L)=>k, wodurch unsere Behaupturg bewiesen ist**). 


B. Beweis der Ungleichung «(C) < k(C). 


29. Wir fangen mit folgendem Hilfssatze an: 


Es seien 
(8) 7 ee 


ein System 8 von der Ordnung 2 bildende, in der Ebene liegende, paar- 
weise keinen gemeinsamen inneren Punkt besitzende, einfach zusammen- 
hangende Polygonbereiche’’), deren Vereinigungsmenge B zusammenhangend 
ist. Es sei weiter Lg der Bogenkomplex, den man wie iiblich erhialt, in- 
dem man jeder Menge B;, 1 <i <n, einen ,,Punkt“ a; und jedem Paare 
gemeinsame Punkte besitzender Mengen B;, B; einen Bogen a; a; ent- 
sprechen 1468t. Dann behauptet der Hilfssatz, da8 


(27) k(B) > x(Le) 


ist. 


30. Beweis. Es sei fiir jedes Paar B;-B; + 0 (¢ + 7) eine bestimmte 
Komponente 7,; der Menge B;-B,; gewahit. Also ist 7,; entweder ein 
gleichzeitig auf den Begrenzungen von B, und B;, liegender Punkt d,; oder 
ein Streckenzug ¢’t”, auf dem wir dann einen bestimmten, von seinen 
Eckpunkten verschiedenen Punkt d,; markieren. 

In dieser Weise wird auf der Begrenzung jedes Bereiches B,; eine 
gewisse Anzahl lauter verschiedener Punkte d,,,d,;,...,4,;, bestimmt, 
und zwar unter der Bedingung, da8 stets d,, “und d;, denselben Punkt 
bedeuten. 

Es sei nun ¢, ein bestimmter im Innern von B, liegender Punkt. 
Indem man (fiir jedes ¢) ¢, innerhalb B; mit allen Punkten d,,; durch 


%*) Der soeben dargestellte Beweis hat manchen Beriihrungspunkt mit einem 
Teile des Brouwerschen Invarianzbeweises. 

™“) Unter einem (zusammenhingenden) Polygonbereich verstehen wir immer die 
abgeschlossene Hiille eines durch einen oder mehrere zueinander fremde einfache 
geschlossene Polygone begrenzten ebenen Gebietes. 
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einfache Wege W,,; verbindet und dafiir sorgt, daB zwei Wege W,,; und W,, 
keinen von ¢; verschiedenen gemeinsamen Punkt haben, erhailt man, indem 
man W,,-+ W;, als einen Bogen ¢;¢; betrachtet, eine, als Bogenkomplex 
betrachtet, mit Dg identische, in B liegende Kurve L. 

Die Kurve L bestimmt also**) in der Ebene Z genau x = x (L) =x (Lz) 
zusammenhangende Gebiete 


(28) Gus, «5 MH 


Da jede Komponente der Menge # — B in einem der Gebiete (28) 
enthalten ist, so wird unser Hilfssatz bewiesen, sobald wir zeigen, daB 
fiir kein m (1 Sm<x) die Menge G,, — B leer ist. 

31. Es sei zu diesem Zwecke L, das das Gebiet G, begrenzende 
(im allgemeinen nicht singularititentreie) Polygon und aa; = W,; + Wj, 
ein in L,, enthaltener Bogen. Wir betrachten die beiden Bereiche B, und B; 
und das " enteprechende T; 7 Wir setzen zuerst voraus, daB T;; ein Strecken- 
zug t’t” ist. Da #’t” im Punkte d;, den Bogen a;a; durchicreust, so kann 
man auf wenigstens einem der beiden Streckenziige d, jt bzw. a, 
z. B. auf d, jt einen Punkt g derart finden, daB die ganze Strecke d,.9 i9> ab- 
gesehen von ihrem Endpunkte d,;, in G,, enthalten ist. Da aber ‘4, j der 
einzige Punkt der Menge 7;,-L ist, so ist der ganze Bogen d,;t’ bis auf 
den Punkt d,;, insbesondere also der Punkt ¢’ in G,, enthalten. Da 
der Punkt ¢’ einerseits nur zu B,; und B, gehért, andrerseits aber kein 
innerer Punkt der Menge B; + B; ist, so ist ¢’ auch kein innerer Punkt 
von B. Jede Umgebung des Punktes ¢’ (also insbesondere auch jede 
in G,, enthaliene Umgebung dieses Punktes) enthilt also Punkte von 
E — B, woraus folgt, daB (ZF — B)-G, = G, — B+ 0 ist. 

Im Falle, wo 7,, mehr als einen Punkt enthilt, ist hiermit unsere 


ij 
Behauptung bewiesen. 


Es sei jetzt T;,; mit dem Punkte d,; identisch. Hier ist wieder d, ; 
der einzige Durchkreuzungspunkt von a;a; und eines gewissen, auf der 
Begrenzung von B, liegenden, aus zwei in d,, zusammenhingenden, gerad- 
linigen Strecken d,,e’ e's d,,e” je" b bestehenden edie 2 e’e”, den man so klein 
nehmen kann, daB z. B. d,,e ;j¢ bis auf d,; erstens in G,, enthalten ist, 
gee (mit Ausnahme desselben Punktes d,;) mit keinem der Bereiche 

B, (h +4) gemeinsame Punkte hat. Es sei nun z ein beliebiger, von d,; 
verschiedener Punkt von d,,e’. Eine hinreichend kleine Umgebung von z 
ist einerseits in G,, enthalten, andrerseits enthilt sie aber Punkte der 


18) Da fiir ebene Bogenkomplexe k(L) = x(Z) ist (vgl. die am Ende des § 10 
gemachte Bemerkung). 
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Menge EZ — B. Also ist wieder G,— B+ 0, womit unser Hilfssatz voll- 
stindig bewiesen ist. 

82. Es sei jetzt C eine in der Ebene Z liegende Cantorsche Kurve. 
Wir bezeichnen durch & eine natiirliche Zahl, die beliebig gro8 ist, falls 
x(C)=oco ist, und die gleich x(C) ist, falls letztere Zahl endlich ist. 

Wir bezeichnen durch « eine positive Zahl, die geniigend klein ist, 
damit fiir jede 3e-Uberdeckung $°* von C die Bedingung 


x (Lgs:)>k 
erfiillt sei. Wir wahlen jetzt eine bestimmte e-Uberdeckung 
(29) P= {F, F,,..., F,} 


der Kurve C und eine so kleine positive Zahl @<-«, daB die Mengen 
5(F,,,@) ein System von der Ordnung 2 bilden. 


Die beiden folgenden, ganz evidenten, Bemerkungen werden fiir die 
Beweisfiihrung von Wichtigkeit sein: 

a) Falls 

M,, M,, ..-, M, 
irgendein Mengensystem von der Ordnung 2 und N,, eine Teilmenge von M,, 
ist, so ist auch das System aller N, héchstene von der Ordnung 2. 
b) Falls unter der ersten Voraussetzung des Satzes a) M, = SM,,, 
t=1 =” 
und M,, ;-M,, ,=0 ist, so ist das System aller Mengen M, , (1Sicr,, 
1<m<r) von der Ordnung 2. 

33. Wir unterziehen jetzt die Ebene einer kanonischen **) quadratischen 
Unterteilung ET von der Seitenlinge a < ae und bezeichnen durch By, 
die Vereinigungsmenge derjenigen Quadrate des Systems T, die im Innern 
oder auf der Begrenzung Punkte von F,, enthalten. 

Es seien weiter 


(30) fe; ... a 
simtliche Komponenten aller Mengen Bn (1 <m<7n). 
Wir setzen nun BY = BS und Bf gleich der Vereinigungsmenge der- 
#*) D. h. einer solchen, die aus einer gewdhnlichen Unterteilung mit der Seiten- 
lange a dadurch entsteht, daB man von zwei benachbarten vertikalen Quadratreihen 
die eine eine Parallelverschiebung vom Betrage 5 (in der Richtung der vertikalen 


Achse) erleiden 148t. Vgl. Lebesgue, Fund. Math. 2. — Der kanonische Charakter 
der Unterteilung & garantiert das Erfiilltsein der Bedingung 4) des nichsten Para- 
graphen. 








—_ —— 
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jenigen in By enthaltenen Quadrate der Unterteilung Z, die nicht bereits 
in By, ..<s Bea aufgenommen sind. Es seien wieder 
(81) Bi, Bs, ..-, Ba® 


simtliche Komponenten aller Mengen By (1<m<71,). 
Das Mengensystem (32) besitzt folgende zum Tei] evidente, zum Teil 
durch wiederholte Anwendung der beiden Bemerkungen a) und b) und 
der Voraussetzungen iiber die Zahl # unmittelbar ersichtliche Eigenschaften, 
in deren Formulierung der obere Index ¢ = 0 zu setzen ist: 
1® Die Mengen Bf bilden ein System von der Ordnung 2 | 
® 
2® Bt "> Biso 
m=) 


8° 5(Ba)<8e (l1gm<n*) bank 
4 Jede Menge Bs ist ein zusammenhingender Polygon- 
bereich *7) 
5° Zwei verschiedene Bereiche Bi und Bf haben keine 
gemeinsamen inneren Punkte 
Es kann vorkommen, da8 man die Zusammenhangszahl (im klassi- 
schen Sinne) des Polygonbereiches B° durch Zerschneidung lings passend 
gewahlter, das Kontinuum C nicht treffender einfacher polygonaler Wege 
erniedrigen kann. Man kann dann der Reihe nach endlich viele solcher 
Wege derart ziehen, daB ohne das Kontinuum C zu treffen keine weitere 
Erniedrigung der Zusammenhangszahl von B° méglich ist. Indem man 
unter Geltung evidenter VorsichtsmaSnahmen*®) jeden unserer Schnitte 
durch einen schmalen, das Kontinuum C nicht treffenden, etwa aus Qua- 
draten einer geniigend feinen Unterteilung der Ebene besteherden Streifen 
ersetzt und dann die nach Tilgung dieser Streifen entstandenen Kompo- 
nenten Bo, (h=1,2,..., r,, 1S m<n°) der iibrigbleibenden Teil- 
mengen der Mengen By, in eine neue endliche Folge 


(33) Bi, Bi, ..., ie 
ordnet, erhilt man, wie friher, ein allen Bedingungen 1 bis 5“ (¢ = 1) 
geniigendes Mengensystem. me 

34. Wir betrachten nun die zum Polygonbereiche B* = S Bi kom- 


m=1 


plementiiren Gebiete Gj, 1< A <k(B"). Jedes dieser zusammenhingen- 





%) Die erwahnten Vorsichtsmafnahmen werden getroffen, um Doppelpunkte 
(= Selbstberiibrungen) auf den Begrenzungspolygonen der Bereiche B* zu vermeiden 
und dadurch die Geltung der Bedingung 4“) (i = 1) zu sichern. 
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den Gebiete ist in einer Komponente der Menge Z —C enthalten. Falls 
aber zwei Gebiete Gj, und Gj, in einer Komponente der Menge E —C 
enthalten waren, so wiirde es einen diese Gebiete innerhalb B* verbinden- 
den, C nicht treffenden Weg geben und der entsprechende Schnitt wiirde 
den Zusammenhangsgrad von B’ erniedrigen. Da letzteres zufolge unserer 
Voraussetzung iiber B* unmédglich ist, so kénnen keine zwei Komponenten 
von E— B' m einer Komponente von HZ — C gehéren, und also ist 

(34) k(B')<k(C). 

Es bleibt uns noch ein Schritt iibrig: Wir wollen namlich die Be- 
reiche B}, durch einfach zusammenhingende, allen Bedingungen 1 bis 5 
geniigende Bereiche ersetzen. Das geschieht aber sehr leicht durch wieder- 
holte Anwendung folgenden Verfahrens: 

Man ersetzt einen mehrfach zusammenhingenden Bereich Bj, durch 
den kleinsten B,, enthaltenden, einfach zusammenhangenden Bereich B,, 
und streicht einfach in (33) alle in B,, enthaltenen Bereiche Bj. 

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so ein System 8 einfach 
zusammenhdngender Bereiche 


(8) ee eS 


welche allen Bedingungen 1 bis 5, die durch Stveichen des Indexes i aus 
den Bedingungen 1" bis 5 entstehen, Geniige leisten. 


Indem wir B= SB, setzen, bemerken wir einerseits, daB 


m=1 


k(B) <k(B’), 


k(B) Sk(C) 
ist. Andrerseits geniigt aber das System % allen Bedingungen unseres 
Hilfssatzes, so daB k(B) > x (Lg), ist. 


Indem wir jetzt ®, —C-.B, setzen und das System § aller ®, be- 
trachten, erhalten wir eine 3¢-Uberdeckung der Kurve C. Also ist 
x(Lg)>k, und da Lyc Ly» ist, so ist 


kSx(Lg) S (Le) Sk(B) SKC), 


und also a fortiori 


w. z. b. w. 


IV. Geschlossene Kurven. 


35. Aus dem soeben Bewiesenen folgt unmittelbar folgender 

Satz. Damit eine ebene Kurve C die gemeinsame Grenze aller durch 
sie in der Ebene bestimmten Gebiete sei, ist notwendig und hinreichend, 
daB jedes echte Teilkontinuum von C einfach zusammenhdngend, die 
Kurve C selbst aber mehrfach zusammenhdngend sei. 
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Folgende Definition erscheint also als berechtigt: 

Eine mehrfach zusammenhdangende Kurve hei Bt geschlossen, falls thre 
sdmtlichen echten Teilkontinua einfach zusammenhangend sind. 

Insbesondere heiBt eine geschlossene Kurve regelmafig oder unregel- 
mafig geschlossen, je nachdem ihre Zusammenhangszahl gleich oder gréBer 
als 2 ist. 

Nach dem bis jetzt Bewiesenen sind die ebenen, in unserem Sinne 
regelmapig geschlossenen Kurven mit den im Schoenfliesschen Sinne ge- 
schlossenen Kurven identisch. 

Dagegen sind die unregelmaBig geschlossenen ebenen Kurven nichts 
anderes als gemeinsame Grenzen von mindestens 3 ebenen Gebieten. 


36. Eine regelmaBig — ebensogut wie unregelmaBig — geschlossene 
Kurve C kann bekanntlich unzerlegbar™) (d.h. als Vereinigungsmenge 
keiner zweier ihrer echten Teilkontinua darstellbar), also u. a. irreduzibel 
sein. Falls aber die geschlossene Kurve C kein unzerlegbares Kontinuum 
ist, so ist C—=C,+C,, wobei C, und CO, notwendig einfach zusammen- 
hangend sind und also (zufolge des Satzes des § 19) eine genau aus x(C) 
Komponenten bestehende Durchschnittsmenge C,-C, = K,+ K,+...+ Kx 
haben. Indem wir z. B. die Punkte ac K, und 6c K, wihlen und sie 
innerhalb C, bzw. C, durch irreduzible Kontinuen O;* bzw. 0," verbinden, 
erhalten wir eine wenigstens zweifach zusammenhdngende Kurve o; a Cr, 
die also mit © identisch ist; ©,"-C," besteht wieder aus x(C) Kom- 
ponenten. 

Wir kénnen also fiir allgemeine geschlossene Kurven einen bekannten 
Satz iiber die ebenen geschlossenen Kurven folgendermaBen aussprechen: 


Jede geschlossene Kurve C ist entweder unzerlegbar, oder sie lat sich 
in zwei zwischen demselben Punkiepaare a,b irreduzible, einfach zu- 
sammenhdngende Kurven C,, C, derart zerlegen, daB C,-C, genau aus 
x(O) Komponenten besteht. 


$7. Falls eine geschlossene Kurve unzerlegbar ist, so ist sie natiirlich 
ein (sogar gleichzeitig zwischen unendlich vielen ihrer Punktepaare) irredu- 
zibles Kontinuum. Eine geschlossene Kurve kann aber ein zwischen ge- 
wissen Punktepaaren irreduzibles Kontinuum sein, ohne dabei notwendig 
ein unzerlegbares Kontinuum zu bilden. 


%1) Beispiele von unzerlegbaren Kontinuen waren zuerst von Brouwer (,Zur 
Analysis Situs“, Math. Ann. 68) gegeben. Ihre Theorie war spiter von Janiszewski 
und Kuratowski in ihrer Arbeit ,Sur les continus indécomposables“, Fund. Math. 1, 
entwickelt worden. Letztere Arbeit wird in diesem Abschnitt als bekannt voraus- 
gesetzt. 
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Um das einfachste Beispiel einer solchen Kurve zu haben, braucht 
man nur 


c=0*+0, 


Wy YY U, 


SS 





Y LLL LY, 
Y, jf TUL), 
NY “ZY 
NV/ AY 
AV “ZY 
—AY “GY 
(= A 
ZG — “ZG 
AY AG AY 
AY Ga\| AY 
VW AY 
YAY ZA AY 
WV WW 
AG YUZZZIAV7Y 

Ya | ae 
ae 
7 YA YY, 

Fig. 1. 


zu setzen, wo C* das in der zoy-Ebene gelegene, dutch eine Modifikation 
des bekannten Brouwerschen Kontinuums entstandene, auf der Fig. 1 dar- 
gestellte unzerlegbare Kontinuum ist und CO, sein Spiegelbild in bezug 
auf die x-Achse. Offenbar ist C*-C, in einer einzigen Menge §,+ c+ 
bzw. .,,0, enthalten**). 


*) Es diirfte vielleicht von Interesse sein, an dieser Stelle zu bemerken, daB, 
falls C= F,+F, eine Zerlegung irgendeines unzerlegbaren Kontinwums C in zwei 
echte abgeschlossene Teilmengen ist, F,-F, notwendig aus unabzdhlbar vielen Kom- 
ponenten besteht. Es sei in der Tat B, , die Menge aller derartigen Punkte z von C, 
da8 C zwischen a und @ reduzibel ist. Bekanntlich ist in unserem Falle jede 
%,,c~ Menge ein in C dichtes Semikontinuum, das in bezug auf C eine Menge von 
der ersten Kategorie (im Baireschen Sinne) darstellt. C wird in dieser Weise in un- 
abzihlbar viele zusammexhingende, zueinander fremde Teilmengen zerlegt, die die 
Eigenschaft haben, daB jedes echte Teilkontinuum von C in einer dieser Teilmengen 
enthalten ist. Da kein $, ¢ (als in C dichte Menge) in einer der Mengen F,, F, 
enthalten sein kann, und da §, , zusammenhingend ist, so enthilt jedes R..0 
Punkte von F,-F,. Da andrerseits keine Komponente der Menge F,-F, mit mehr 
als einem %, ¢ gemeinsame Punkte haben kann, so ist die Machtigkeit der Menge 
aller Komponenten von F,-F, mindestens gleich der Michtigkeit der Menge aller 
$,,¢» ah. sie ist unabziklbar und folglich (da es sich um Komponenten ab- 
geschlossener Mengen handelt) von der Miachtigkeit des Kontinuums. 
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Falls a* und 6* zwei in untereinander und von §,+,¢+ verschiedenen 
Pa+,c+ und Py-, c+ enthaltene Punkte sind und b, das Spiegelbild von b* 
ist, so ist C zwischen a* und b, irreduzibel. 

C ist eine regelmaBig geschlossene Kurve. Man kénnte aber leicht 
auch eine unregelmaBig geschlossene Kurve von derselben Art konstruieren. 

38. Die soeben betrachtete Kurve C ist zwar zerlegbar, wohl aber 
als Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kontinuen definiert worden. 
Wir wollen zeigen, daB dies kein Zufall ist. Es besteht in der Tat folgender 

Satz. Jede (regelmaBig oder unregelmaBig) geschlossene Kurve CO, 
fiir die es wenigstens ein Paar von Punkten a,b gibt, zwischen denen sie 
irreduzibel ist, ist entweder unzerlegbar oder Vereinigungsmenge zweier 
unzerlegbarer Kurven. 

Beweis. Da C kein unzerlegbares Kontinuum ist, so gibt es zwei 
echte Teilkontinua C,, C, von ©, deren Vereinigungsmenge die ganze 
Kurve C ist. Da die beiden Punkte a und 6 gleichzeitig weder zu C, 
noch zu CO, gehéren kénnen, so ist z.B. ac O,—O, und b¢ C,—C,. 
Wir werden zeigen, daB man auBerdem voraussetzen darf, daB C,—C, 
bzw. C, — C, in C, bzw. in O, dicht sind, d. h. daB C, =O, —C, bzw. 
C,= C, — C, ist. 

In der Tat, falls dies nicht der Fall wire, so wiirden wir setzen: 
(35) Cy = Comp, (C, — C,), 

(36) 0," = Comp, (C, — C,"), 
wobei wie iiblich Comp, M die Komponente des Punktes x in bezug auf 
die Menge M bedeutet. 

Bekanntlich**) folgt aus (35) (de C,-O, sicher nicht leer ist), daB 
0. C,, und also zufolge (36) auch C;*. 0, nicht leer ist. Daraus ergibt 
sich aber, daB C* |- ©," ein beide Punkte a und b enthaltendes, folglich 
mit C identisches Kontinuum ist. 

Weiter ist (da z.B. Comp, (C,— C,)< U,* und also mit 0," - Comp, (C,—C,) 
identisch ist): 


oY — Comp, (C, —C,)¢ C;: Comp, (C, — C,)< Cy (C, — Q,) 
=0,—0,¢0;-—C;, 
* = Comp, (0, — 0,") = C;- Comp, (C, — 0) < OF -(C, — Cf) 


*) Auf Grund eines (von Janiszewski in Journ. Ec. Polytechnique, (2) 16 
(1912) bewiesenen) allgemeinen Satzes, der besagt, daB, wenn F und ® abgeschlos 
sen sind, und sowohl F-® als F— @ nicht leer sind, jede Komponente von F— @ 
zu ® gehérende Haufungspunkte hat. 
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Die beiden Kontinuen C;* und C geniigen allen unseren Voraussetzungen 
und kénnen C, und C, ersetzen. 


39. Wir setzen also voraus, dab C=C, + C, und 
(87) ac0,—O,c0,c0,—Q; b¢0,—C,c0,-C0,—C, 
ist, und beweisen jetzt, daB C, und C, unzerlegbar sind. 

Zufolge dem Additionssatze besteht C,-C, mindestens aus zwei Kom- 
ponenten. Es seien also ¢ und d zwei zu verschiedenen Komponenten der 
Menge C,-C, gehérende Punkte. 

1°. C, tst irreduzibel zwischen c und d. In der Tat, falls ein echtes, 
beide Punkte c und d enthaltendes Teilkontinuum K, von C, vorhanden 
ware, so ware C,— K, ein Relativgebiet von C, und, da C, —C, in C, 
dicht ist, so wiirde man einen Punkt 


po, —(K,+C,) 
finden kénnen. Das Kontinuum K, + C, ist also sicher von C ver- 
schieden, was unmdglich ist, weil (da c und d zu K,-C, und zu verschie- 
denen Komponenten von C,-C, also a fortiori zu verschiedenen Kom- 
ponenten von K,-C, gehéren, und folglich K,-C, nicht zusammenhangend 
ist) K,-+ C, zufolge dem Additionssatze kein einfach zusammenhangendes 
Kontinuum ist. 


2° C, ist zwischen a und d irreduzibel. Falls in der Tat Q, ein den 
Bedingungen 
a+dcQ,c0,—p, po, —O, 


geniigendes Kontinuum wire, so wiirde Q,-+ C, von C verschieden sein, 
was unmdglich ist, da 


a+bcQ,+0,cO, 


und dcQ,-C,, also Q,+ C, ein der Irreduzibilitét von C zwischen a 
und 5 widersprechendes Kontinuum ist. 


8° C, tst zwischen a und c irreduzibel. Der Beweis ist demjenigen 
von der Behauptung 2° ganz analog. 

Da C, zwischen jeden zwei unter den Punkten a, c, d irreduzibel 
ist, so ist C, ein unzerlegbares Kontinuum**). 

In derselben Weise wiirde man auch die Unzerlegbarkeit von C, 
zeigen kénnen, womit unser Satz bewiesen wird. 

40. Der soeben bewiesene Satz la8t sich — wenigstens teilweise — 
umkehren: wir wollen namlich folgendes beweisen: 


*) Letztere Behauptung ist bei Janiszewski und Kuratowski, loc, cit. bewiesen. 
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Jede endlich hoch zusammenhdngende (also insbesondere jede regel- 
maBig) geschlossene Kurve, die die Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer 
Kontinuen ist, ist (und zwar zwischen unabzahlbar vielen ihrer Punkte- 
paare) irreduzibel. 

Es sei 

C=0,+ 0, 
eine geschlossene Kurve mit endlicher Zusammenhangszahl k = x(C), die 
als Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kontinuen C, und C, dar- 
gestellt ist. Da C, und C, einfach zusammenhingend sind, so besteht 
C,-C, aus k Komponenten und ist also in héchstens k& verschiedenen 
R, c,- bzw. Bq c,-Mengen enthalten. Diese endlich vielen Mengen wollen 
wir fiir einen Augenblick ausgezeichnete Mengen nennen. 

Es sei nun —y,c, bzw. %,,c, eine nicht ausgezeichnete Menge (deren 
es unabzahibar viele gibt) und p bzw. q ein Punkt von §,o, bzw. $B, ¢,. 
Es sei weiter K irgendein zwischen p und g irreduzibles Teilkontinuum 
von C. Wir wollen zeigen, daB K notwendig jedes der Kontinuen C, 
und C, enthalt und folglich mit C identisch ist. Es geniigt zu zeigen, 
daB K>C, ist (weil die Inklusion K>C, in genau derselben Weise 
verifizierbar ist). 

Wir bemerken zuerst, daB p im Relativgebiete K — C, enthalten ist. 
Es existiert also*®) ein Teilkontinuum P von K, das der Bedingung 


p-PcK—(C,cC,, 
P-0, + 0 


geniigt. Es sei p’ irgendein Punkt von P-C,cC,-C,. Da p’ notwendig 
zu einer ausgezeichneten (also von $f, ¢, sicher verschiedenen) Menge ge- 
hért, so ist C, irreduzibel zwischen p und p’ und, da p+ p’c Pc, ist, 
so ist P= C, und folglich C,c K, w.z.b. w. 

Die Frage, ob es eine unendlich hoch zusammenhingende geschlossene 
Kurve gibt, die zwischen keinem Punktpaare irreduzibel ist, bleibt offen 
(obwohl wir gleich sehen werden, da8 jede derartige Kurve entweder un- 
zerlegbar ist oder durch Vereinigung zweier unzerlegbarer Kontinuen ent- 
steht). 

Dagegen ist es leicht (nicht geschlossene) Kurven zu konstruieren, 
die Vereinigungsmengen zweier unzerlegbarer Kontinuen sind und die 
zwischen keinen zwei ihrer Punkte irreduzibel sind: um dies zu erreichen 
geniigt es, wie leicht ersichtlich, zwei derartige unzerlegbare Kontinua C, 
und C, zu konstruieren, daB jedes $%,¢, mit jedem Po, gemeinsame 
Punkte hat. Es sei nun C, das im Einheitsquadrate [1] der zoy-Ebene 


*) Siehe FuBnote *). 
85* 
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konstruierte Brouwersche Kontinuum der Fig. 2 und C, das (dem Konti- 
nuum C, kongruente) Kontinuum, das aus C, durch eine Drehung von der 
Amplitude 3 entsteht um den Mittelpunkt des Quadrates [1]. C=C, + C, 
ist zwischen je zwei seiner Punkte reduzibel. 


Y 


YY 
Y ff 
Z % 


MM 


Yuli 


AG 


SOOO 


VV 


RM i QAQAAO MNO MDa nndt\ sy oS 


(AG 


SS 


SSG. GCGHSAASS SSS SSS IN 


Z 
VILLA 


7D 


RS QO Oonnn nd nndhhhhghhnm»Mmdd 


D—RDP> GC 


EMSs 


\ 
\ 
\ 


ZZ 


Fig. 2. 


41. Wir erwihnen noch folgenden wichtigen 

Satz. Jede unregelmafig geschlossene Kurve ist entweder unzerlegbar 
oder die Vereinigungsmenge zweier unzerlegbarer Kontinua. 

Der Beweis ergibt sich durch wértliche Wiederholung des Gedanken- 
ganges, mit Hilfe dessen Herr Kuratowski auf dem Janiszewskischen Zer- 
legungssatz fuBend einen analogen Satz fiir ebene unregelmaBig geschlossene 
Kurven (die bei ihm als gemeinsame Grenzen von mindestens 3 Gebieten 
erscheinen) beweist**). Nur ist im vorliegenden allgemeinen Falle der 
Janiszewskische Zerlegungssatz durch unsern Additionssatz zu ersetzen. 

Korollar. Jede endlich hoch zusammenhdngende, unregelmafig ge- 


schlossene Kurve ist (zwischen unabzdhlbar vielen ihrer Punktepaare) 
irreduzibel. 








*) Kuratowski, Sur les coupures irréductibles du plan. Fund. Math. 6 (1924), 
8.136 bis 139. 
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V.Stetige Kurven. 


42. Unter einer stetigen Kurve verstehen wir (unter Aufgabe des 
Schoenflies-Hahnschen gleichlautenden Begriffes, der sich nach den neuesten 
Entwicklungen der Kurventheorie, durch welche der Kurvenbegriff end- 
giiltig festgelegt sein diirfte, nicht linger aufrecht erhalten 148t) eine all- 
gemeine Kurve, die im Kleinen zusammenhangend ist. Diesen stetigen 
Kurven soll der vorliegende letzte Abschnitt gewidmet sein. Insbesondere 
erlauben die stetigen Kurven endlicher Zusammenhangszahl eine, wie es 
scheint, erschépfende Charakterisierung ihrer topologischen Struktur. 

Die einfachsten unter allen stetigen Kurven sind natiirlich der ein- 
fache Bogen (d. h. das topologische Bild einer geradlinigen Strecke) und 
die einfache geschlossene (Jordansche) Linie, die wir kurz Kreis nennen 
werden, weil sie topologisch mit der Kreislinie identisch ist. 


43. Die stetigen Kurven erlauben, die abstrakten Definitionen der 
§§ 13, 14 auf einen geometrischen Boden zu iibertragen. So sagen wir, 
da8 ein System von Kreisen ein Nullsystem ist, falls jeder Punkt, der 
einem Kreise des Systems gehért, wenigstens noch in einem Kreise des- 
selben Systems enthalten ist. Ebenso nennen wir ein System von Kreisen 
irreduzibel, wenn unter seinen samtlichen Teilsystemen kein Nullsystem 
vorkommt. 


44, Der Beweis des Satzes, daB jede als ein Bogenkomplex darstell- 
bare stetige Kurve eine Zusammenhangszahl >&k hat, sobald sie ein 
irreduzibles aus k — 1 Kreisen bestehendes System enthalt, laBt sich leicht 
(z. B. mittels eines elementaren Induktionsverfahrens) darstellen. Daraus 
folgt aber, daB jede stetige Kurve, die ein irreduzibles (k — 1)- Kreissystem*’) 
enthalt, mindestens k-fach zusammenhdngend ist. Man kénnte die Um- 
kehrung dieses Satzes direkt beweisen, wir werden sie aber bald als Teil 
eines genauer gefaBten Satzes erhalten. 

45. Bevor wir zur Formulierung dieses Satzes schreiten, fiihren wir 
folgende Definition ein. Wir sagen, daB eine (im allgemeinen nicht ab- 
geschlossene) zusammenhangende Menge M ein offener k-fach zusammen- 
hangender Bogenkomplex ist, falls M die Darstellung 

M=O,+ SJ Seater 
oe te 
zulaBt, wobei folgendes erfiillt ist: 

1° ©, ist eine k-fach zusammenhingende, als ein Bogenkomplex dar- 

stellbare Kurve. 





*7) Wir werden im folgenden stets statt ,ein irreduzibles, aus & Kreisen be- 
stehendes System“ einfach ,ein irreduzibles k-Kreissystem“, oder sogar ein ,,k-Kreis- 
system“ sagen. 
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2° k,t,, %,,-.-, %, nehmen unabhangig voneinander alle positiven ganz- 
zahligen Werte an. 


8° S;¢,...4, ist entweder die leere Menge oder ein einfacher Bogen 





G;,é,... i, O4,4,...%, (einen einfachen Bogen mit den Endpunkten a und b 
werden wir oft durch ab bezeichnen). 

4° 8.4... ist fir k>1 2u C, fremd; falls aber k= 1 ist, so be- 
steht O,-S;, aus dem einzigen Punkte a; . 

5° Zwei Bégen S;;,...;, und S;,;,..., (% >) sind zueinander fremd, 
es sei denn, daB kK=h-+1 und j,—1#,, j,=4,,..., ,=%,_, ist, in 
welchem Falle 
: S54, ...44° Ss,4,...tyey = Fit ...4e 
ist. 

6° Zwei Punkte a;,;,..4, und bj,;,...4, sind immer verschieden, ebenso 
wie zwei Punkte 5;;,..;, und 5;3,...;,. Dagegen kénnen zwei Punkte 
@j,¢,...% und a;,;,...;, zusammenfallen, aber nur im Falle, wenn k=h 
und t, = dy eeey $p-1 = je-1 ist. 


7° Zwei Bogen S;,;,...;, und S;,5,...j, sind zueinander fremd, es sei 
denn, daB #,=—j,, i, = jy, 


eee Se—-1 = Je-1 und Dy, i, ... tp te = Uy d, .. te ino 
in welchem Falle 


Ss, 6...6e— 160° Ss, 6. 6e— ste = ity. te- ate 
ist. 
8° Jede unendliche Punktfolge von der Art a;,, a;,;,, 
ist (in M) divergent. 
9° 5(S;4...<,) strebt gegen Null, dh. da8 fiir jedes «> 0 es héch- 
stens endlich viele, der Ungleichung 5(S,,;,...;,) > geniigende Bogen gibt. 
46. Aus dieser Definition folgt, daB jeder in M enthaltene Kreis 
notwendigerweise in C, enthalten ist; letztere Behauptung liefert den auf 
der Hand liegenden Beweis, daS die Zusammenhangszahl k = x(M) alle 
Interpretationen der fiir gewéhnliche Komplexe ZL definierten Zahl x(L) 
zulaBt. 
47. Wir formulieren nun folgenden 


Satz. Jede endlich hoch und zwar k-fach zusammenhdngende stetige 
Kurve C ist die Vereinigungsmenge eines (offenen) k-fach zusammen- 
hangenden Bogenkomplexes M und einer zu M fremden, héchstens 0-di- 
mensionalen, aus lauter Endpunkten™) von C bestehenden G;-Menge J. 
Dabei konvergieren zwei verschiedene Folgen vom Typus 8° zu verschie- 
denen Punkten von C. 


eeey Bain..ciga ees 





**) d. h. Punkten von Verzweigungsordnung 1 (vgl. die zu Anfang dieses Auf- 
satzes zitierten Arbeiten von Urysohn und Menger). 
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Zufolge dem Ergebnisse des § 44 wird unser Satz bewiesen sein, so- 
bald wir gezeigt haben werden, da jede stetige Kurve C, die ein (k — 1)- 
aber kein k-Kreissystem enthalt (k > 1), die soeben behauptete Zerlegung 
C= M-+ J zulaBt und héchstens k-fach zusammenhingend ist**). 

48. Um diese Behauptung zu beweisen, fangen wir mit folgendem 
Hilfssatz an: 

Es sei C eine stetige Kurve, die ein (k — 1)-Kreissystem 
(1) Qa; Qos - +s Q,-1» 
aber kein &-Kreissystem enthalt. Wir bezeichnen durch « eine beliebige 
positive Zahl. Dann ist jede Menge zueinander fremder Teilbégen von C, 
deren Durchmesser sdmilich > sind, notwendigerweise endlich. 

Es sei in der Tat 
(2) i See Pre 


eine unendliche Folge von Teilbégen der Kurve C, die simtlich vom 
Durchmesser > «¢ sind. Offenbar kann man voraussetzen®®), daB fiir jedes n 
8(8,-Q)<+ ist, wobei Q die Vereinigungsmenge aller Kreise (1) be- 
deutet. 

Es seien nun a, und b, zwei Punkte von S,, deren Entfernung > 5 ist. 

Indem man, wenn ndtig, die Folge (2) durch eine Teilfolge ersetzt, kann 
man voraussetzen, daB die beiden Folgen aller a, (n=1,2,... in inf.) 
und aller b, konvergent sind. 


Wir bezeichnen durch 64 eine so kleine positive Zahl, daB jede zwei 
Punkte a und 6b der Kurve C, deren Entfernung kleiner als 6 ist, inner- 


halb C durch einen einfachen Bogen von einem Durchmessér <¥Z ver- 
bindbar sind. Es sei nun n so groB, daB gleichzeitig 


0(4,,4,4:) <4, 0(6,, 5,41) <6 
sind; es seien weiter G,G@,4;1 bzw. 6,6,,, die die Punkte a, und a,,, 
bzw. b, und b,,, verbindenden Bégen vom Durchmesser < = Zufolge 


der Wahl der Punkte a, und bd, sind @,4,,, und },b,,; zueinander fremd. 
Es seien nun a, bzw. b, der letzte bzw. der erste in @ Gans, baw. By On+s 


%) Auch die Umkehrung des soeben formulierten Satzes ist richtig, d. h. daB 
jede die Zerlegung C= M+ J sulassende Kurve eine k-fach zusammenhdngende stetige 
Kurve ist, sobaid keine zwei verschiedene Folgen vom Typus 8° zum selben Punkt kon- 
vergieren. 

*) Indem man, wenn nétig, endlich viele Glieder der Folge (2) streicht. 
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enthaltene Punkt, dem man auf dem Wege a,b,c S, in der Richtung 


von a, nach b, begegnet. Der Teilbogen a, 6, von S, ist, bis auf seine 
Endpunkte, zu der Menge a,a,,, + 5,6,,, fremd und hat einen Durch- 
messer > p(a,, b)>s- 2-2 =F. 

Auf dieselbe Weise definieren wir die Punkte a,*., und b2,,. Wenn 
man unter a,b, bzw. a,,, ba.; den entsprechenden Teilbogen von a, b, 
bzw. ‘Gas versteht, sieht man leicht ein, daB G.1:4, +a, b. 
+ be be. + bE, a)", ein Kreis K, dessen Durchschnitt K-S,, mit 8, von 
einem Durchmesser >z ist. Unserer Voraussetzung gem&8 kann also K 
unméglich in Q enthalten sein, woraus folgt, da8 


KX, @,, Gor 2+. Qs 


ein irreduzibles k-Kreissystem ist. Dies bedeutet aber einen Widerspruch 
mit den Eigenschaften der Kurve C, w. z. b. w. 

















49. Um unsern Beweis bequem weiter entwickeln zu kénnen, fiihren 
wir folgende Modifikation eines bekannten Brouwerschen Begriffes ein: 
Wir sagen, daB eine Eigenschaft, die gewissen abgeschlossenen Mengen 
(eines kompakten metrischen Raumes) zukommen kann, induktiv nach oben 
ist, falls aus ihrer Geltung fiir simtliche abgeschlossene Mengen einer wachsen- 
den Folge 


(3) 7,.@F7,¢...67.4... 


die Existenz einer gleichzeitig alle Mengen der Folge (3) enthaltenden ab- 
geschlossenen Menge F., folgt, fiir die die erwaihnte Eigenschaft ebenfalls gilt. 

Man beweist nun leicht, daB jede eine nach oben induktive Eigen- 
schaft besitzende Menge in einer gréBten, dieselbe Eigenschaft besitzen- 
den Menge enthalten ist. 


50. Wir bezeichnen jetzt durch C* irgendein das gegebene (k — 1)- 
Kreissystem der den Bedingungen der Behauptung 1 (§ 47) geniigenden 
stetigen Kurve C enthaltendes, in der genannten Kurve C enthaltenes 
Kontinuum. Wir sagen, daB der einfache Bogen S=abcC ein (0*,C)- 
Bogen ist, falls O*-S = a ist; a soll dann der Miindungspunkt des Bogens S 
heiBen. Aus der Tatsache, daB jeder zu C gehérende Kreis bereits in C* 
enthalten ist und aus dem Hilfssatze des § 48 folgt dann leicht, daB die 
Eigenschaft eines einfachen Bogens ein (0*,C)-Bogen zu sein eine nach 
oben induktive Eigenschaft ist; also ist jeder (C*,C)-Bogen in wenigstens 
einem Maximalbogen derselben Natur — wir sagen kurz: in einem 
(C*,C)-Aste — enthalten. Der Miindungspunkt dieses Astes ist derselbe 
Punkt a, der als Miindungspunkt des urspriinglichen (C*, C)-Bogens S galt. 
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Jeder Punkt von C*, der als Miindungspunkt wenigstens eines (0*, C)- 
Bogens vorkemmt, soll ein erreichbarer Punkt von C* heiBen. Wir be- 
weisen jetzt, daB die Menge aller erreichbaren Punkte von C* héchstens 
abzadhlbar ist. In der Tat, wir bemerken zuerst, daB, falls a und a, zwei 
verschiedene erreichbare Punkte von C* sind und S bzw. S, zwei in 
diesen Punkten miindende, sonst ganz beliebige (C*,C)-Bégen sind, 
S und S, unméglich gemeinsame Punkte haben kénnen (weil dies die 
Existenz eines in C* nicht enthaltenen Kreises zur Folge haben wiirde). 
Falls also unabzahlbar viele erreichbare Punkte vorhanden waren, wiirde 
man unabzahlbar viele paarweise zueinander fremde Teilbégen von C 
haben, was in einem evidenten Widerspruch mit unserm Hilfssatze steht. 


51. Falls andererseits S = ab und S, = ab, zwei in demselben Punkte 
acC* miindende (o*, C)-Bégen sind, so folgt aus den schon mehrere 
Male erwihnten Griinden, daB S-S, entweder aus dem einzigen Punkte a 
oder aus einem Bogen ad besteht. Letztere Bemerkung gibt Anla8 zur 
folgenden Konstruktion. Wir betrachten die Menge 9, aller im Punkte a 
miindenden Aste und wahlen einen bestimmten, es sei ab,, unter den- 
jenigen Asten des Systems M,, fiir die «(ab) seinen gréBtmdglichen Wert 
annimmt; dabei bedeutet u(ab) den Maximalwert (a,c) von g(a, 2), 
zcab*), 

Vorausgesetzt, 

(4) ab,,ab,,...,ab,, 

waren schon konstruiert. Wir betrachten dann die Menge It, ,, aller mit 
keinem der Aste (4) einen gemeinsamen Bogen besitzender, in a miinden- 
der Aste und wahlen einen bestimmten, es sei ab, ,,, unter denjenigen 
Asten des Systems M,,,,, fiir die ~4(ab) den gréBtméglichen Wert an- 
nimmt **), 

Auf diese Weise werden die endlich oder abzahlbar vielen Aste 
(5) ak wh eho... 


konstruiert, wobei u(ab,)>u(ab,,,) ist und die Folge 5(ab,,) kon- 
vergiert (falls (5) unendlich viele Elemente enthilt), auf Grund des Hilfs- 
satzes, notwendig gegen Null. Das gleiche gilt dann a fortiori fiir u(ab,.). 

Es sei jetzt @z ein beliebiger, in a miindender Ast und m die erste 
natiirliche Zahl, fiir die entweder kein ab, mehr existiert (im Falle, wenn 


*t) Ein solcher Ast ist immer vorhanden. Es sei in der Tat « die obere Grenze 
aller in Frage kommender u (a6), und es seien ferner a, 6, (n= 1, 2, ...) 80 gewahlt, 
daB lim u (a, b,) = lim @ (aq, ¢,) = « ist, und gleichzeitig c = lim c, existiert. Es geniigt 
dann (fiir ein hinreichend groBes n), c mit c, durch einen kleinen Bogen ¢,¢ zu ver- 
binden, einen (C*, C)-Bogen @¢c@é,+,¢ zu wiahblen und einen letzteren Bogen 
enthaltenden Ast zu betrachten. 
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(3) endlich ist) oder u(ab,)< (a2) ist. Falls es kein h<m gibe 
von der Beschaffenheit, daS ab, mit @z einen Bogen gemeinsam hat (also 
insbesondere, falls m=1 wire), so ware ab, (baw. die leere Menge 
statt eines ab,) falsch gewahlt. Also gibt es ein ab,, das der soeben 
erwahnten Bedingung geniigt, und, da h <m — 1 ist, so ist u(ab,)>yu(az). 

Indem wir diese Konstruktion fiir jeden erreichbaren Punkt ac C* 
ausfiihren, erhalten wir ein héchstens abzihlbares System von (C*, ()-Asten 


(6) S,,8_,---,8,,+--. S,=a,b,, 


die folgendermaBen beschaffen sind: 


1°. Zwei Aste des Systems (6) haben entweder keinen oder nur 
einen gemeinsamen Punkt, der dann ihr gemeinsamer Miindungspunkt ist. 

2°. Jeder (0*,C)-Ast @z hat mit einem Aste S,—a_b, des 
Systems (6) einen gemeinsamen Bogen a, d (insbesondere ist dann natiir- 
lich a =a,,) und ist zu allen iibrigen Asten des Systems (6) fremd, bis 
evt. auf seinen Miindungspunkt. 

3°. Falls @z mit a,b, (a,,—a) einen gemeinsamen Bogen hat, so 
ist u (@2) < u(ad,). 

4°. limd(S,)=0. 

no 


Ein den Bedingungen 1°, 2°, 3°, 4° geniigendes System (6) werden 
wir eine (O*, C)-Basis oder kurz eine 8(C*, C) nennen. 

52. Es sei Q die Vereinigungsmenge aller k — 1-Kreise, die ein irre- 
duzibles, in C enthaltenes, System bilden. Falls Q zusammenhangend ist, 
setzen wir C,=Q. Falls aber Q aus mehreren Komponenten besteht, 
erhalten wir eine Q enthaltende Kurve C,<C, indem wir die verschie- 
denen Komponenten von @ innerhalb C durch eine gewisse Anzahl ein- 
facher Bégen verbinden. Im Falle k= 1 setzen wir dabei C, einem be- 
liebigen in C enthaltenen Bogen gleich. C, kann evidentermaBen als ein 
k-fach zusammenhangender Komplex betrachtet werden. Wir konstruieren 
jetzt eine aus den einfachen Bégen 


(7) Bg Bas 0005 Begs «oor Sy, = a, 0,, 
bestehende 8 (Q,, 0). Der Bedingung 4° sufolge ist C, +38, C, eine 


abgeschlossene Menge, also ein Kontinuum, und jeder érreichbare Punkt 
von ©, gehért zu einem einzigen der Bogen S§,,. 
Es sei jetzt das Kontinuum 


A=it 2 gph ae 
unter der Bedingung, da8 jeder erreichbare Punkt von C, zu einem und 
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nur einem der Bégen S;,;,...;, gehdrt, bereits konstruiert. Wir konstruieren 
dann eine $(C,,C) und bezeichnen diejenigen Bogen der letzteren Basis, 
die in Punkten von S;,,;,...;, miinden, der Reihe nach durch 


Ss, a... tes Ss, & ... in 2s eres Bet... tetecat eee 





Bs, 6. ..hn bnes = (Bly t-te heron Of te ---he heer) * 


Eine leichte, auf wiederholter Benutzung der Bedingung 4° des § 51 be- 
ruhende Uberlegung zeigt, daB OCiii=—Cr+ 5S  Sge..cteies, ei 


(ty #2 - «te te oa) 
Kontinuum ist; jeder erreichbare Punkt dieses Kontinuums gehért dabei 
zu einem einzigen Sy, i, ... i i ,.° 
Das Verfahren kann nur dann im Endlichen abbrechen, falls fiir ein 
bestimmtes m C,, = C ist. 


53. Es sei jetst M= SO, also M=Cy+. 3 Sig. Ans 
= iy 4... 

unserer Konstruktion ergeben sich die Eigenschaften 1° bis 7° des § 45 un- 
mittelbar. 

Der Beweis der Eigenschaft 9° l48t sich leicht auf den Hilfssatz 
($48) zuriickfiihren (auf Grund der Bedingungen 5° und 7°*)). 

Was die Voraussetzung 8° betrifft, so ergibt sie sich folgendermaGen: 
Aus 5° und 9° folgt, daB, falls ein Punkt bc M, also bcO, (fiir ein 
bestimmtes k) ein Haufungspunkt der Menge 


Bi,» Bi, ign ++ +o Diy ig. .ciga s 
ware, so wiirde diese Menge notwendigerweise nach b konvergieren. Daraus 
und aus unserem Hilfssatz folgt, daB die Menge Sh hae +6 
re, 











(wobei Gj, ---i,@in&...tizs, S18 Teilbogen von Sj, 4... ig = Gi, t 3. ie OK 4... 
eindeutig bestimmt ist) ein einfacher Bogen W, ist. 

Indem man a;, und 6 innerhalb C, verbindet, erhalt man einen zweiten 
einfachen Bogen W, und dann enthilt W,+ W, einen zu Q nicht ge- 
hérenden Kreis. Durch diesen Widerspruch ist bewiesen, daB auch 8° 
stimmt und da8 also M ein offener Komplex ist. 


AuBerdem ist aber in der letzten Uberlegung auch der Beweis dafiir 
enthalten, daB jede Folge 


(8) S;,, Be ts - +s Set ...he +e 

in eineindeutiger Weise einen Punkt 

(9) lim S,, i, ... i = 5i,%...%...€¢C — M 
ko 


bestimmt. 


**) Man vgl. evtl. mit § 56. 
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Wir werden jetzt zeigen, daB umgekehrt jeder Punkt §<C — M ein 
Punkt 5j,i,...4... von der Art (9) ist. 


Es sei é ein beliebiger Punkt von C — M und aé irgendein einfacher 
Bogen, der — mit einem Punkte acC, verbindet. Indem wir evtl. aé 
durch einen Teilbogen ersetzen, kénnen wir voraussetzen, daB a der einzige 
m ©, gehérende Punkt des Bogens aé ist, so daB aé ein (C,, C)- Bogen 
und a =a,, sein Miindungspunkt ist. Es folgt also aus dem bis jetzt be- 
wiesenen, daB aé mit einem bestimmten Bogen aj, b;, = S;, einen Bogen 
G;,-@;,;, gemeinsam hat (wobei der Teilbogen a,,;,é ein in a;,;, miinden- 
der (C,,C)-Bogen ist). In dieser Weise fortfahrend, erhalten wir auf af 
eine Reihe aneinander anschlieBender Bégen. 

















(10) B Gi, i, = Bj, Di, ign i, i, Big ign «+ +> Gi iy... ig Bi, ig...teingys °° 


Diese Bégen. konvergieren gegen einen Punkt 6;,;,...;,..., der auf dem 
Bogen aé liegt. Ich behaupte, daB b,,;,...i,...—=€ ist. In der Tat, falls 
dies nicht der Fall ware, wiirden wir durch k die erste Zahl bezeichnen, 
fiir die 5 (@i,z,...%, Oi t,...%4) <O(4s, 4,...ig» €) ist. Da der Teilbogen aj,.,..a,¢ 
von aé ein in aj, ;,...4, miindender (C,_,,C)-Bogen ist, der mit S,,;,.. i, 
den gemeinsamen Bogen @j,i,...i,4i,i,...%%,, hat, so widerspricht die 
letzte Ungleichung der Bedingung 3° des § 51. 

Ein analoger Widerspruch wiirde uns den Beweis dafiir erbringen, 
daB af = aj, bi, «,...4... ein Ast ist. 


54. Wir bezeichnen durch J die Menge aller Punkte };; ;,..., 
durch J;,;,\.¢, die Menge aller Punkte Bj, ¢...s.a,,2,.... Wobei #,, #,,..., %, 
fest gedacht sind, die h dagegen alle Werte annehmer. Wir haben be- 
wiesen, daB C = M-+-J ist, uns bleibt jetzt noch iibrig zu zeigen, dab J 
eine (falls nicht leere!) nulldimensionale, nur aus Endpunkten der Kurve C 
bestehende @;-Menge ist. DaB J eine @,s-Menge ist, folgt einfach daraus, 
daB M eine F,-Menge ist. Um zu beweisen, daB J nulldimensional ist, 
geniigt es zu zeigen, daB J aus lauter Endpunkten besteht (weil die 
Menge aller Endpunkte jeder Kurve héchstens null-dimensional ist **)). 


55. Bevor wir fiir jeden Punkt 5, ;, .. die Gleichung 








ind C =1 
Ve 


beweisen, bezeichnen wir durch M,,..;, den offenen Komplex 
Ss, & ... ts + ‘ a Sis eet, Ay hy -dgs UNG bemerken, daB ein Punkt 0, ;, ... ;, ... 
» Aye one 


niemals Haufungspunkt eines M,;,..;; sein kann, es sei denn, da8 


**) Urysohn, a.a.0. *); Menger, Math. Ann. 95, S. 283. 
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i, =%,, Jy = tq, ---> J, = 4%, ist. In der Tat, falls ein Punkt 5; i... 
der Menge J ein Haufungspunkt von M,, ;,...;, ware, so wiirde eine Punkt- 
folge von der Art 


Dj, jn ee ins Bing eee ie teen 00+?  Binig esses Ikea-s-Sken? °° 


zu 0; ;,...;, konvergieren; dann ware aber 


Fae 





« Z 
bi, fy .-. ip «es TX Gi in dn on Sind sos Shenea? 


(zufolge unserem Hilfssatze) ein den Punkt 0}; ;,...;,... als Endpunkt be- 
sitzender einfacher Bogen, also waren die Punkte 0}; ;,...i,... und 0y, j,.. i... 
identisch, was nur dann méglich ist, wenn fiir jedes k i, —j, ist. 





Aus dem soeben Bewiesenen folgt, da8 die Kontinuen K;, ;, ... i, = Mi, Sci 
folgenden Bedingungen geniigen : 
Wi Kiva... = Mg... $+ Suu... 
2: Ki, i,...ig* Ce-1 = Gi, &... 4a 
Bi Kaiji... ig" Kj, jn. ..te = Sat... tu Sy, ty.-05n 

4; Kis... und Kj, fa sendy? h=>k, sind zueinander fremd, abgesehen 
von dem Falle 7, =j,,...,%,=4,, in welchem Kj, ,,..., > Ki, i,...i...4, ist. 


5k MK. iy. te = Ob, ty...de 
56. Es seien jetzt 


(11) Kaa gs Kia a agreees Kim jm 


alle untereinander verschieden. Wir wollen zeigen, da8 unméglich fiir 
alle m die Ungleichung 


(12) O(Kimim mee 


M wee 
oo 


gelten kann. Falls sie in der Tat erfiillt wire, so wiirde man zwei Fille 
betrachten miissen: 


a) Alle k,, sind kleiner als eine bestimmte Zahl N. Dann kénnte 
man voraussetzen (indem man (11), wenn nétig, durch eine Teilfolge er- 
setzt), daB alle k, =k sind, was zufolge 3; zu einem Widerspruche mit 
unserem Hilfssatze fiihren wiirde. 

b) Es gibt unter den k,, beliebig groBe. Dann kann man voraus- 
setzen, daB k, <k,,,,—1 ist, womit auf Grund von 2; derselbe Wider- 
spruch erreicht wird. 

Wir kénnen also zu den Bedingungen 1} bis 5;, denen die Kontinuen 
Ki, i,...%, geniigen, noch die folgende hinzufiigen: 

6; Fiir keine positive Zah) e gibt es unendlich viele der Ungleichung 
6(Ki, i...) Se gentigende Kj, i, ...i,- 
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57. Wir ziehen aus 6; eine wichtige Folgerung. 

Es sei k,#,,%,,...,%, beliebig gegeben. Dann bezeichnen wir durch 
ie ae die Vereinigungsmenge aller K;,;,...;, mit Ausnahme 
von Ki, i...te° 

Falls z’ und 2” zwei von allen Punkten a;;,...i,4,,, verschiedene 
Punkte des Bogens S;,;,...;, sind, so bezeichnen wir ferner durch 


ye i,, die Vereinigungsmenge aller derjenigen K;,i,...i,i&., 
(t,, t4,--->%, fest, ¢,,, variabel), fiir die die entsprechenden a,,;, i, %,, 
zu dem Teilbogen z’ x” von S;, i... gehéren**), Dann folgt leicht aus 6; , 
daB die Mengen 


4, i, ... tp 
(13) Ai, i.e = Orr t SD Kjos 
(14) ARS gan’ ae” + SD Kis. tetes, 
yf &6i0% 
(15) *) Mii te = (Cert S Kiyn...tre) + 


* D4, i... 


4 a ~ ix 
> Meh tee 





. Gj, i, ... i 
+Gi,i,..%% +2 O44 .g + SS 
abgeschlossen sind, daB auBerdem 
As, ty .te + Bae..ctgp =O, Siig... tg Kigy...te = Fit... 
or 4 + age... & = C, cr... i" Ae fae = a’ + 2” 


ist und daB, falls + bzw. o(z’,2”) geniigend klein sind, 4(K;,;,...i,) 
baw. 5(A7z".;,) beliebig klein wird. 

Es sei e>0O und ein Punkt 6, ;,... beliebig gegeben. Wir be- 
stimmen & unter der Bedingung 5(K;,;,...;,)<¢. Dann liefert die Zer- 
legung 

C= Aj, de one te + Gi, ig... ix + Da, iy...4e> 
wobei As, i... 4 w= Dy, ¢,...t9 ~~ GH, &...% und Di, ...42 = ya = Gb & «08 
gesetzt ist, eine e-Aussonderung des Punktes 5; ;,... ;,... mittels des einzigen 


Punktes a;,;,...4,- Dae beliebig ist, bedeutet dieses Ergebnis, daB b; ;, i, ... 
ein Endpunkt ist. 


*) Man kénnte auch voraussetzen, da8 zz” ein keinen Verzweigungspunkt 
von ©, enthaltender Teilbogen von C, ist, wobei 2’ und x” von allen aj, verschieden 
sind. Indem man Q* = C,—(a2’2”)+2’+2” setzt und in S* Kj, die Summierung 
iiber alle Kj, mit ai, Q* versteht, wiirde man in (14) k=0 bringen und (15) durch 
A® a” oe Q*+ z* Ki, 
ersetzen. 

%) Wir setzen voraus, daB die Punkte ai, i,...i,, 2’, 2”, bi, i, ...%, in der hier ge- 
gebenen Ordnung aufeinander folgen. 
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Es sei jetzt 2 irgendein von a,;,...i,, 54,4... und allen Punkten 
Gi, i, ... in ig,, VeTschiedener Punkt von §;,;,...;, bzw. von allen Verzweigungs- 
punkten der Kurve ©, verschiedener Punkt dieser letzten Kurve. Wir 
nehmen einen den Punkt x enthaltenden Teilbogen 2’2” von Sj, i,...i, 
bzw. ©, und sorgen dabei nur dafiir, daB x’ und 2” in keinen Punkt 
Gi, é,...éxix,, fallen und daB 3(AZZ".«,)<« ist®*) (wobei ¢ eine beliebige 
feste positive Zahl ist). 


Indem man 
4,= td lee —(#’+2”") ud D,= 4s fe —(2' +2”) 
setzt, erhilt man die e-Aussonderung des Punktes z: 
O=A,+(2'+2”)+D,. 


Also ist ind, 0 = 2, falls x von allen Punkten Gi, i, ... dR Dy, &...ta | a oa 
und von allen (endlich vielen!) Verzweigungspunkten der Kurve C, ver- 
schieden ist. In analoger Weise wiirde man beweisen, daB jeder Punkt 
bj, «,...i, ein Endpunkt ist. 


58. An die Mengen K;,;,...4, und 4/7. ;, schlieBen sich in natiirlicher 
Weise folgende Mengen an. Es sei ein a;,;,...;, beliebig gegeben. Wir be- 
trachten alle diejenigen K;,;,...;,_,;,, die einen Durchmesser > ¢ haben und 
fiir die auBerdem aj, ;, ..ix_, i, = i, &...%, i8t. Auf jedem dieser (notwendig 
endlich vielen) K;,;,...;, (es seien Kis...3", mS.) wahlen wir einen 
Punkt z,, unter der Bedingung, da8 


%, = 8,,4,...50"; By HM, i.e, (wie auch j,,, gewahlt sei!) 
und 
5 (AX ta... tem) < @ 


sei. (Der Bogen G7, _..,%m gehért selbstverstindlich zu S;,;,...;). 

Wir nehmen endlich einen den Punkt 2 ;,...;, enthaltenden Bogen 
z2’c Si, i,...i,5 der so beschaffen ist, daB erstens x’ und 2” von allen 
Gi, i,...i,-,,j, Verschieden sind und zweitens der Durchmesser der Menge 

~ a’ 2” —_— 
AG is. in-s = 4D Os, i ...tev ie ss 
( wobei i auf alle diejenigen C;,;, ..;,_,,;, erstreckt ist, fiir die ay, ¢,... i _,. jx 
in x’ x” enthalten, jedoch von a;,;,...;, verschieden ist) kleiner als ¢ ist. 
Wir definieren jetzt 


Te 
. a2” 
AG ig ..ete = 2 AMG em ADS te 


m=1 


%*) Falls xc C,, sollen die Bedingungen der FuBnote ™) erfiillt sein. 
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59. Die Konstruktion la8t sich auch fiir jeden Verzweigungspunkt », 
der Kurve C, ausfiihren, nur mu8 man die Punkte z,, auf den endlich 
vielen sich an v,; anschlieBenden Bégen von C, wahlen und auf 2’ und 2” 
ginzlich verzichten. Wir erhalten dann insbesondere (falls v, von allen aj, 
verschieden ist): 

n= Sam, 
m=1 
wobei r die Anzahl der sich an v, anschlieBenden in C, enthaltenen Bogen 
(d. h. ind,,C,) bedeutet. 

60. Nun 1a8t sich aus den abgeschlossenen Mengen K;, ;,...i,; ‘fe 
Ali...» Av, fiir jedes e eine e-Uberdeckung %“’ der Kurve C kon- 
struieren, deren simtliche Zyklen in ein-eindeutiger Weise den in C, ent- 
haltenen Kreisen entsprechen. Daraus folgt aber, daB x (8°) = x(C,) ist; 
da dies fiir beliebiges « gilt, ist x(C)<x(C,), folglich x(C)=—x(C,), 
w. z. b. w. 

Korollar 1. Damit eine stetige Kurve k-fach zusammenhdngend 
sei, ist notwendig und hinreichend, daB sie ein irreduzibles (k — 1)- Kreis- 
system und kein k- Kreissystem enthdlt. 

Korollar 2. Hs gibt keine unregelmafig geschlossene stetige Kurve. 

Korollar 3. Die einzige geschlossene stetige Kurve ist der Kreis. 
(M. a. W. in derselben Weise, wie die Irreduzibilitét und die Stetigkeit 
den einfachen Bogen charakterisiert*’), so charakterisiert die Geschlossen- 
heit und die Stetigkeit den (topologischen) Kreis. ) 

Dieses Ergebnis kann auch folgendermaSen formuliert werden: 

Satz. Damit ein kompakter metrischer Raum C einer Kreislinie 
homdomorph sei, ist notwendig und hinreichend, daf fiir jedes « > 0, C als 
Vereinigungsmenge eines Systems endlich vieler Kontinuen darstellbar sei, 
deren Durchmesser sdmtlich <e sind und von denen jedes genau mit 
zwei anderen Kontinuen desselben Systems gemeinsame Punkte hat. 

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir den einfachen Bogen. 

Weitere Korollare des Hauptsatzes dieses Kapitels sind folgende: 

Korollar 4. Hine endlich hoch zusammenhdngende stetige Kurve 
enthalt héchstens abzdhibar viele Verzweigungspunkte, die alle eine (begrenzt 
oder unbegrenzt**)) endliche Ordnung haben. 

Daraus ergibt sich: 

*”) Mazurkiewicz, Fund. Math. 1. 

**) ein Punkt v von C hei®t Punkt von ,unbegrenzt endlicher Ordnung* (nach 
Urysohn ind, C=, nach Menger Ordnung, C= w), falls man fiir jedes «>0 v mit 
einer endlichen Punktmenge «—aussondern kann, deren Kardinalzahl mit 1 not- 
wenglig gegen Oo strebt. 
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Korollar 5. Hine endlich hoch zusammenhdngende stetige Kurve 
enthalt kein Urysohnsches Verdichtungskontinuum*). 

Letzteres Ergebnis kann auch folgendermaBen formuliert werden): 

Korollar 6. Jedes Teilkontinuum einer endlich hoch zusammen- 
hdangenden stetigen Kurve ist eine stetige Kurve**). 

Da jeder Verzweigungspunkt der Kurve C entweder unter den (endlich 
vielen) Verzweigungspunkten der Kurve C, oder unter den Punkten a;, «, ...«, 
enthalten ist, so gilt der 

Korollar 7. Fiir jeden Verzweigungspunkt v der Kurve CO gibt es 
zueinander bis auf den Punkt v fremde, v als Endpunkt besitzende Bégen, 
und zwar ist die Anzahl dieser Bogen gleich der Verzweigungsordnung 
ind, C des Punktes v, falls letztere Zahl endlich ist. Falls aber ind, A = » 
ist, so gibt es unendlich viele zueinander bis auf v fremde Bégen 
VC,, UC,,..., UC, -.. (deren Durchmesser selbstverstdndlich gegen Null 
konvergieren *°)). 

61. Indem wir die Kurve C, in endlich viele Bogen 

Ts Sey es 
zerlegen, dann alle S;;,...;, in eine einfache Folge 
Tragtts Tentts +> 25 Tepe 00s 


umordnen und dafiir sorgen, daB L, = ST, fiir jedes m zusammen- 
hingend ist, kénnen wir folgenden Satz aussprechen: 


Korollar 8. Jede endlich hoch zusammenhdngende stetige Kurve C 
kann bis auf eine aus lauter Endpunkten von C bestehende, héchstens 
nulldimensionale G;-Menge J auf die Weise erbaut werden, daB man 
mit einem einzigen Bogen S, = L, anfdngt und neue Bogen S,, in endlich 
— oder abzihlbar — vielen Schritten der Rethe nach anheftet, so daB 
dadurch gewohnlichen Bogenkomplexen homéomorphe Kurven 

S,=L,, L,; ooey Lens ee es Lan+1 = Ln + Smet (m= 1, Be owal 


entstehen und jeder Bogen S,,,, bis auf seine Endpunkte zu L,, fremd 
ist. Dabei ist x(C)—1 der Zahl derjenigen Schritte m gleich, bei denen 
beide Endpunkte von S,,,, 2u L,, gehéren; auBerdem ist lim 6(8,, )=0 

62. Durch diesen Satz wird eine weitgehende Analogie unter den 
endlich hoch zusammenhangenden stetigen Kurven und den gewdhnlichen 
Bogenkomplexen zutage gebracht. 


%) Dieser Satz ist zum erstenmal von Frau Rézafiska bewiesen worden. (S. eine 
demnichst in den Amsterdamer Berichten erscheinende Arbeit.) 

“) Durch Korollar 7 wird von dem von Menger (1. c. 8. 302) gestellten Problem 
eine Teillésung geliefert. 


Mathematische Annalen. 96. 36 
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Trotzdem kénnen aber die erwihnten Kurven viele Singularitaten 
nicht allzu elementarer Natur besitzen. So folgt aus Beispielen von Urysohn 
und Menger“), da8 jeder Punkt einer sogar einfach zusammenhangenden 
stetigen Kurve zu einem Hiaufungskontinuum gehéren kann, daB die End- 
punkte gleichzeitig mit den Verzweigungspunkten eine iiberall dichte Menge 
bilden kénnen u. dgl. 

Insbesondere ist folgendes zu beachten. Nennen wir fiir einen Augen- 
blick Gewicht einer (za einer Kurve C gehérenden) Menge M die endliche 
oder unendliche Kardinalzahl = ind, C (wobei die Summation iiber alle 

zc 


xc M zu verstehen ist), so ist bekanntlich fiir jeden mehr als einen Bogen 
enthaltenden Bogenkomplex das Gewicht der Menge A aller Endpunkte 
héchstens gleich dem Gewichte der Menge V aller Verzweigungspunkte. Da- 
gegen folgt aus unsern Satzen und den erwahnten Urysonschen Beispielen“*), 
daB im allgemeinen Falle einer endlich hoch zusammenhangenden stetigen 
Kurve das Gewicht der Menge A den Wert c erreichen kann, obwohl die 
Menge V héchstens vom Gewicht x, ist. 

63. Falls C eine stetige Kurve unendlich hohen Zusammenhanges ist, 
so enthilt C ein aus beliebig vielen Kreisen bestehendes irreduzibles 
System. Nun ist es leicht, eine Folge 

a Serre 
von Kreissystemen derart zu konstruieren, daB ©, ein k-Kreissystem ist, 
dessen simtliche Kreise in ©,,, vorkommen (k = 1, 2, ... ininf.). 

Das ergibt aber das folgende Resultat: 

Jede unendlich hoch zusammenhdngende stetige Kurve enthdlt ein 
unendliches Kreissystem, in dem kein Nullsystem als Teilsystem vorkommt. 

64. Es ist kaum zu hoffen, da8 im allgemeinen Falle der unendlich 
hoch zusammenhangenden stetigen Kurven etwas Genaueres sich aussagen 
1a8t: vor allem schon deshalb nicht, weil eine stetige Kurve eine beliebig 
komplizierte allgemeine Kurve enthalten kann. 


Collioure (Pyrénées Orientales), Oktober 1925. 


*!) Urysohn, Verh. Akad. Amsterdam; Menger, |. c. 8. 285. 


(Eingegangen am 1. 11. 1925.) 

















Uber stetige Abbildungen kompakter Riume’). 


Von 


Paul Alexandroff in Moskau. 


1. Ein abstrakter Raum oder kurz ein Raum entsteht, wenn eine (aus 
irgendwelchen Elementen bestehende) Menge 2 und ein Gesetz vorliegt, 
so daB fiir jede (echte oder unechte) Teilmenge M von E die abgeschlossene 
Hille M (die ebenfalls eine Teilmenge von £ ist) eindeutig bestimmt 
wird, und dabei folgende Bedingungen’) erfiillt werden: 

1° Jede, héchstens aus einem Elemente von Z bestehende Teilmenge M 
ist mit ihrer abgeschlossenen Hiille identisch. 

2° (M) = M fiir eine beliebige Menge Mc E. 

s° (M+N)—M+N. 

Die Elemente von Z werden auf diese Weise zu Punkten des Raumes R. 

Eine Teilmenge von F hei®t abgeschlossen, falls sie mit ihrer ab- 
geschlossenen Hiille identisch ist. Eine zu einer abgeschlossenen Menge F 
komplementire Menge R — F heibt eine offene Menge (‘= ein Gebiet). 

Nun ist es wesentlich, daB derselbe Raum R (d. h. dieselben Be- 
ziehungen M ~ M) sich aufstellen lassea, indem man als Umgebungen U(x) 
eines beliebigen Punktes zc R alle diesen Punkt enthaltenden offenen 
Mengen betrachtet, und dann wie gewdhnlich (z. B. bei Hausdorff) den 
Begriff des Haufungspunktes einfiihrt. Die so definierten Umgebungen 
geniigen den ersten drei Hausdorfischen Axiomen*), das vierte soll aber 
durch das folgende, schwichere, Axiom ersetzt werden: 


*) Der erste, abstrakte, Teil der vorliegenden Arbeit ist mit den neueren Unter- 
suchungen von Fri. E. Noether aus dem Gebiete der allgemeinen Gruppentheorie nahe 
verwandt und zum Teile durch diese Untersuchvngen angeregt. 

1) Diese Bedingungen riihren von Fréchet und Fr. Riesz her. Siehe wegen der 
betreffenden Literatur z. B. Fréchet, Sur les ensembles abstraits, Ann. Ec. Norm. (3), 
88 (1921), und insbesondere die daselbst zitierte, leider schwer zugingliche Arbeit 
von Fréchet ,,Esquisse d’wne théorie d’ensembles abstraits“, Sir Asutosh Mookerjee 
commemoration volumes, t. 2; the Baptist Mission Press, Calcutta, 1921. Eine zu- 
sammenfassende Darstellung aller zum Fréchetschen Ideenkreise gehérenden Resultate 
erscheint demnichst als Buch in der Collection Borel. 

*) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, 8.213 u. ff. 

36* 
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Falls z und y zwei verschiedene Punkte des Raumes R sind, so gibt 
es eine zu y fremde U(x) und eine zu x fremde U(y). 

2. Es seien jetzt zwei Riume R und R* so einander zugeordnet, da 
jeder Punkt z* des Raumes R* in eindeutiger Weise wenigstens einem 
Punkte z des Raumes RF entspricht, m. a. W. daB eine Funktion 
(1) a*=—f(z), zcR, x*cR* 
oder einfach 

R* = f(R) 
entsteht. Dann soll die Bildmenge einer in R gelegenen Menge M durch M* 
oder durch f(M) bezeichnet werden. Falls aber M* irgendeine in R* ge- 
legene Menge ist, so soll durch “M oder durch f-1(M™) die Urmenge 
von M*, d.h. die Menge aller Punkte von R, deren Bildpunkt z* zu M* 
gehért, bezeichnet werden. 

Die Abbildung (1) heiBt stetig*), falls fiir jede Menge M cR die 
Bedingung 
(2) f(M)>f(M) 
erfiillt ist. Indem man jeden Punkt der Menge M Beriihrungspunkt 
von M nennt, hei®t die Bedingung (2), daB das Bild eines Beriihrungs- 
punktes (irgendeiner in R gelegenen Menge) immer ein Beriihrungspunkt 
der Bildmenge ist. Letztere Bedingung sagt aber genau so viel aus wie 
die folgende*): 

Falls «* = f(z) Bildpunkt von z ist, so gibt es zu jeder U(2*) 
eine U(x) von der Beschaffenheit, daB 
(3) f(U(x))<U(x*) 
ist. 

3. Jede Abbildung R* = f(R) bestimmt eine Zerlegung des Raumes R 
in zueinander fremde Mengen X = f~*(x*), wobei x* ein beliebiger Punkt 
des Bildraumes R* ist. Falls dabei die gegebene Abbildung stetig war, 
so sind simtliche Mengen X abgeschlossen. 

Es liegt daher nahe, Zerlegungen 


(4) R= 5X 
eines Raumes R in zueinander fremde abgeschlossene Mengen X a priori 
zu betrachten. 


Definition 1. Die Zerlegung (4) eines Raumes R in zueinander 
fremde abgeschlossene Mengen bestimmt folgendermaBen einen neuen 
Raum R*: 


*) Vgl. Hausdorff, op. cit. 8. 360, 11. Die daselbst befindlichen Betrachtungen 
gelten auch fiir den Fall eines abstrakten (nicht topologischen) Raumes. 
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Punkte x* des Raumes R* sind Mengen X der Zerlegung (4), x*~ X. 

Umgebungen V(x") entstehen jolgendermafen: es sei xj ein beliebiger 
Punkt des Rawmes R*. Jedem die Menge X,~ 2x$ enthaltenden Gebiete 
GcR entspricht dann eine bestimmte V (xi), die aus allen denjenigen x* 
besteht, deren in G enthaltene X entsprechen. 

Man. sieht leicht ein, daB R* wirklich ein Raum ist (d.h. daB die 
V(a*) allen im §1 aufgestellten Umgebungsaxiomen geniigen). 

Jede Zerlegung (4) eines Raumes induziert eine Abbildung des 
Raumes R auf den durch diese Zerlegung bestimmten Raum R*: man 
erhalt diese induzierte Abbildung, indem man einfach 


z*=f(z) fiir alle rc X 


setzt. Im allgemeinen braucht natiirlich diese Abbildung nicht stetig 
zu sein. 


4. Definition 2. Die Zerlegung (4) des Raumes R in zueinander 
fremde abgeschlossene Mengen hei8t stetig, falls zu einem beliebigen, irgend- 
eine Menge X, der Zerlegung (4) enthaltenden Gebiete G,c R ein Gebiet 
G,>X, sich derart bestimmen ]4Bt, daB jede zu G, nicht fremde Menge X 
der Zerlegung (4) in G, enthalten ist. 

5. Folgender Satz ist beinahe selbstverstandlich. 

I. Die durch eine Zerlegung (4) induzierte Abbildung R* = f(R) ist 
dann und nur dann stetig, falls die Zerlegung (4) stetig ist. 

Es sei zuerst (4) eine stetige Zerlegung des Raumes R, R” der durch diese 
Zerlegung bestimmte Raum, R*=f(R) die durch diese Zerlegung induszierte Ab- 
bildung, xf ein beliebiger Punkt von R*, V(a#) eine beliebige Umgebung 
von af, G,>X, ein dieser Umgebung vermége der Definition 1 entsprechendes 
Gebiet in R, G,>X, ein diesem Gebiete vermédge der Definition 2 enteprechendes 
Teilgebiet, x, irgendein zu X, gehdriger Punkt, und U («,) irgendeine in G, enthaltene 
Umgebung dieses Punktes. Dann ist jede zu U(a,) nicht fremde Menge X der Zer- 
legung (4) in G, enthalten, und also 

f (U (%)) V (xP), 
d. h. die Abbildung R* = f(R) stetig. 

Es sei umgekehrt die durch die Zerlegung (4) induzierte Abbildung R* = /(R) 
stetig. Es sei weiter X, eine beliebige Menge X der Zerlegung (4), G, ein beliebiges, 
diese Menge enthaltendes Gebiet in R, V(x,*) die zugehérige Umgebung des Punktes 
af ~ X,, % ein beliebiger Punkt von X,, U(2z,) eine der Inklusion f(U(2.))< V(x?) 
geniigende Umgebung dieses Punktes, G, das durch Vereinigung der fiir alle Punkte 
z,  X, konstruierten, soeben erwihnten U(z,) gebildete Gebiet." Dann ist f(G,) < V(x#); 
letztere Inklusion sagt aber nichts anderes aus, als daB jede mit G, gemeinsame 
Punkte besitzende Menge X der Zerlegung (4) in G, enthalten ist. 

Der Satz I ist hierdurch bewiesen. 


6. Falls uns zwei Raume R und R* mit allen, ihren Eigenschaften 
gegeben sind, so kénnen wir entacheiden, ob der Raum R* ein stetiges Bild 
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des Raumes RF ist oder nicht. Daraus folgt aber durchaus nicht, daB 
durch eine auch noch so vollstindige Kenntnis des Raumes R eine Még- 
lichkeit gegeben ist, alle Raume, die sich stetig auf R abbilden lassen, in 
irgendwelchem Sinne zu konstruieren. 

Wir wollen das auf diese Weise entstehende Problem fiir sehr all- 
gemeine Raumkategorien lésen; zuerst aber werden wir zeigen, warum die 


Lésung dieses Problems in seiner vollen Allgemeinheit ziemlich aussichts- 
los erscheint. 


Wir haben gesehen, daB jeder durch eine stetige Zerlegung eines 
Raumes R bestimmte Raum R* ein stetiges Bild von R ist. Nun aber 
braucht gar nicht eine stetige Abbildung R* = f(R) eines sogar kompakten 
topologischen Raumes durch die Zerlegung des Raumes R in die Mengen 
X= f~*(zx*) induziert zu sein‘). 

Um dies einzusehen, betrachten wir folgendes Beispiel., 


Es bestehe der Raum R aus allen Ordnungszahlen der I. und II. Zahl- 
kiasse, d. h. aus allen Zahlen 


(5) hy Re SR Ay (a < Q), 


wobei 2 die erste nicht abzahlbare transfinite Ordnungsz2hl (d. h. die erste 
Zahl der III. Zahiklasse) ist. Die Zahl «, als Punkt eincs Raumes be- 
trachtet, soll etwa durch [«] bezeichnet werden. 


Der Raum R* besteht definitionsgema8 aus allen Elementen (5) und 
aus dem Elemente 2. 


Die Umgebungen in R bzw. in R* seien folgendermaBen definiert. 
Falls {«] ein beliebiger Punkt von R bzw. R*, also «< 2 baw. «e< 2 
ist, und 4 eine beliebige Ordnungszahl < « ist (fiir «—1 ist 4=0), 80 
definieren wir als die 4-te Umgebung von [«] die Menge aller derjenigen 
Punkte [f], fiir die die Ungleichung 


A<Psa 
gilt. 
Dieser Umgebungsdefinition gema8 sind alle Punkte [«], fiir die die 
Zahl « —1 existiert, in R und in R* isoliert. 


AuBerdem ist 
R*—[Q)=R. 
Man erhilt jetzt eine eindeutige und stetige Abbildung 


‘) Fir nicht kompakte Raume ist das trivial: es geniigt z. B., die geradlinige 
Strecke 0 << x <1 eindeuig und stetig auf die Kreislinie abzubilden. 





<a ee 
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wenn man setzt 
{«*]=f((@])=(e«—1], fir «=—2,8,....0,... (n<o@) 
[a*} = f([e]) =[e], fir oSa<2 
[2] =f((1)). 

Indem man die (aus einem einzigen Punkte bestehende) Menge f*(z*), 
wo z* ein beliebiger Punkt des Raumes R* ist, durch X bezeichnet, sieht 
man sofort ein, daB8 der durch die Zerlegung R = SX bestimmte Raum 
mit R identisch, also von R* verschieden ist. 

Man sieht also, daB die Begriffe der stetigen Abbildung und der 
stetigen Zerlegung eines Raumes nicht in befriedigender Weise einander 
entsprechen, und zwar tritt diese Inkoherenz bereits im Falle, wo beide 
Raiume R und R* kompakt und auBerdem topologisch sind, vor. 

7. In unserem Beispiel kommt noch eine zweite Eigentiimlichkeit vor: 
die abgeschlossene Menge F= R —([1] wird namlich auf die nicht ab- 
geschlossene Menge M* = R* —[Q)] abgebildet. Wenn man daran denkt, 
da8 (wie man leicht beweist) die Stetigkeit einer Abbildung darin besteht, 
daB die Urmenge *F jeder abgeschlossenen Menge F* stets abgeschlossen 
ist®), liegt es nahe, diejenigen stetigen Abbildungeng bei denen auch um- 
gekehrt jeder abgeschlossenen Teilmenge F von R eine, abgeschlossene Bild- 
menge F*<R* entspricht, besonders zu beriicksichtigen und sie etwa als 
doppelstetige Abbildungen zu bezeichnen. 

S. Es besteht dann folgender 

Satz II. Jede doppelstetige Abbildung 

R* = f(R) 
zweier Rdume laBt sich durch eine stetige Zerlegung des Raumes R 
induzieren. : 

Es seien U(x*) die in R* a priori gegebenen Umgebungen. Indem 
wir durch X die (in R abgeschlossenen) Mengen f~*(x*) (wobei z* ein 
beliebiger Punkt von R* ist) bezeichnen, betrachten wir die Zerlegung 
R= SX und die durch diese Zerlegung vermége des § 3 bestimmten 
,»,Umgebungen* V(2*). Es handelt sich darum, zu zeigen, daB die 
Gesamtheit aller V(x*) als ein den Raum R* definierendes Umgebungs- 
system betrachtet werden kann. 

Dazu beweisen wir zuerst, daB jede V(x*) in R® offen det. 

In der Tat ist, der Definition von V(x*) gema8, R* — V(x*) durch 
alle diejenigen Punkte z* des Raumes R* gebildet, die der Relation 
(7) f~*(2*)-(R — @) +0 


5) Hausdorff, op. cit. 8. 361, III. ‘ 
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geniigen (wobei G das der Definition von V(x*) zugrunde liegende, die 
Menge X enthaltende Gebiet ist). 
Aus der Ungleichung (7) folgt, da8 


R* —V(2z*) = f(R—@). 


Da R — @ abgeschlossen und unsere Abbildung doppelstetig ist, so ist auch 
R* — V(a*) abgeschlossen und also V(x*) offen. 

Es bleibt uns iibrig zu zeigen, daB in jeder U(x*) eine V(2*) ent- 
halten ist. Letztere Bedingung ist aber auch ohne Voraussetzung der 
Doppelstetigkeit der Abbildung, also auf Grund der Stetigkeit allein, erfiillt, 
was man folgenderma8en einsieht. 

Es sei U(x*) festgewahlt. Dann gibt es zu jedem Punkte rc X 
eine der Inklusion (3) des § 2 geniigende Umgebung U(z). Die Ver- 
einigungsmenge dieser fiir alle Punkte x- X konstruierten U(x) ist eine 
offene, die Menge X enthaltende Teilmenge G, und man hat die Inklusion 

f(@)<U(z"). 

Die der Menge G@ entsprechende V(2*) ist aber in f(@) enthalten, 
und daher ist a fortiori V(z*)cU(z*), womit die Gleichwertigkeit der 
Systeme U(x*) und V(x*) bewiesen ist. Also ist der Raum R* durch 
die Zerlegung R = )X bestimmt; da aber R* gleichzeitig ein stetiges 
Bild von R ist, so ist letztere Zerlegung nach dem Satze I stetig, w. z. b. w. 

9. Mehr als die Satze I und II lat sich im allgemeinen Falle nicht 
aussagen: in der Tat braucht eine stetige Abbildung eines (sogar separablen 
metrischen) Raumes durchaus nicht doppelstetig zu sein, wie man aus 
folgendem elementaren Beispiele erkennt. 

Es sei X, die Strecke (rx =0,0<y< 1) der gewdhnlichen Ebene, 
und (fiir jedes ganzzahlige positive n) X, die abgeschlossene Strecke 


x =i, O0<y<1. Die Menge =X, (als in der gewdhnlichen Ebene ge- 


legener Relativraum betrachtet) ist ein metrischer Raum R, und man hat eine 
stetige Abbildung R* = f(R), wobei R* aus den Punkten x, (n=0,1,2,...) 


z=(0;0); 2,—(4;0) (n= 1, 2,...) 


besteht. Nun ist aber diese Abbildung nicht doppelstetig, weil die (in R 
abgeschlossene) aus den Punkten y, = (<; 1) bestehende Menge in die 
in R* nicht abgeschlossene Menge aller Punkte z,, n> 1, tibergeht®*). 

10. Wir beweisen jetzt den eigentlich selbstverstandlichen 
$8) Vgl. FuBnote +). 
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Satz Ill. Hin stetiges Bild eines bikompakien bzw. kompakten 
abstrakten Raumes*) ist wiederum ein bikompakter bzw. kompakter Raum. 

Es sei R*=/f(R) und R bikompakt bzw. kompakt. Es sei weiter 
{G*} ein beliebiges bzw. abzahlbares System von den Raum R* iiber- 
deckenden offenen Mengen. Um den Satz III zu beweisen, brauchen wir 
nur zu zeigen, daB aus {@*} sich ein endliches, den Raum R* noch immer 
iiberdeckendes Teilsystem wiahlen la8t. Letztere Behauptung folgt aber 
einfach daraus, daB die *G den Raum R iiberdecken und daselbst offen 
sind, also lassen sich’) endlich viele dieser Mengen, es seien 


*G,,*G,,...,°@ 


derart wahlen, daB 2°6,= = R, und also ZG, * — R* ist, w.z.b. w. 


= 

11. Folgendes ‘Beispiel zeigt, daB stetige Abbildungen selbst der ein- 
fachsten bikompakten**) Raume nicht doppelstetig zu sein brauchen. 

Es bestehe in der Tat R aus der abgeschlossenen Einheitsstrecke der 
reellen Zahlengeraden und dem Punkte 2 derselben Geraden; die Um- 
gebungen seien dabei die iiblichen (d. h. man betrachte R als in der 
gewohnlichen Geraden enthaltenen Relativraum). 

R* soll aus denselben Punkten wie R bestehen {wodurch eine ein- 
eindeutige Beziehung zwischen R* und R von vornherein festgestellt wird). 
Die Umgebungen aller Punkte bleiben auch dieselben, mit einziger Aus- 
nahme des Punktes 2; letzterer Punkt bekommt namlich als Umgebung 
jede, aus dem ganzen Raume durch Weglassung endlich vieler, vom Punkt 2 
verschiedener, sonst aber beliebiger Punkte, entstehende Menge. Man iiber- 
zeugt sich leicht, daB der abstrakte (nicht topologische!) Raum R* ein 
stetiges, wohl aber kein doppelstetiges Bild des Raumes RP ist. 

12. Dagegen bestehen folgende Sitze: 


IV *\. Falls der topologische Raum R™ stetiges Bild des Saieiesine topo- 


logischen Raumes R ist, ist die betreffende stetige Abbildung auch doppelstetig. 


*) Die Definition der bikompakten topologischen Raume ist in der Arbeit 
P. Alexandroff und P. Urysohn, Zur Theorie der topologischen Réume, Math. Ann. 92, 
gegeben. Diese Definition und der dazu gehdérige Satz I (loo. cit. 8.259) léBt sich 
unmittelbar auf den Fall allgemeiner abstrakter Raiume iibertragen. 

”) Da R bikompakt bzw. kompakt ist. 

**) (abstrakten (also, im allgemeinen, nicht topologischen)). 

*) Zuerst habe ich diesen Satz nur fir die dem J. Abzihlbarkeitsaxiome ge- 
niigenden bikompakten topologischen Raume bewiesen, was fiir das folgende (§§ 13 bis 23) 
geniigte. Herr N. Wedenissoff (stud. math. in Moskau) hat mich aber in liebenswiirdi- 
ger Weise darauf aufmerksam gemacht, da8 der Satz IV in voller Aligemeinheit 
unmittelbar aus dem Satz II und einem von Paul Urysohn und mir friiher be- 
wiesenen®) Satze folgt, wodurch der Satz IV viel allgemeiner und sein Beweis viel 
einfacher geworden ist. 
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Es sei in der Tat F eine beliebige in R gelegene und daselbst ab- 
geschlossene Menge. F ist, als Relativraum betrachtet, bikompakt, folglich 
ist auch F* bikompakt, also*) in jedem gréBeren topologischen Raum, 
insbesondere auch in R*, abgeschlossen, w. z. b. w. 

V. Jeder durch eine stetige Zerlegung eines bikompakten topologischen 
Raumes R bestimmte Raum R* ist ein topologischer Raum und folglich 
ein doppelstetiges Bild des Raumes R. 

Dieser Satz folgt sofort aus der Normalitaét*®) aller bikompakten 
topologischen Raume. Aus den Satzen I bis V folgt das zusammenfassende 
Ergebnis : 

Diejenigen topologischen Rdaume, die stetige Bilder eines gegebenen 
bikompakten topologischen Raumes R sind, entsprechen eineindeutig den 
stetigen Zerlegungen des Raumes R und werden durch diese Zerlegungen, 
also allein durch Kenntnis des Raumes R selbst, vollkommen bestimmt"). 

Da jeder kompakte metrische Raum bekanntlich bikompakt ist*®), so 
gelten letztere Resultate insbesondere fiir alle kompakten metrischen 
Raume R, deren Untersuchung wir uns jetzt zuwenden. 

VI. Hin topologischer Raum, der stetiges Bild eines kompakten 
metrischen Raumes ist, ist auch selbst kompakt und metrisierbar**). 

13. Es sei, um VI zu beweisen, R* = /f(R), und R ein kompakter 
metrischer Raum. Da wir R* als topologischen Raum voraussetzen, brauchen 
wir zufolge des bekannten Urysohnschen Metrisationssatzes nur zu beweisen, 
daB in R* das zweite Abzihlbarkeitsaxiom gilt. 

Da R dem II. Abzahlbarkeitsaxiom sicher geniigt**), so gibt es fiir R 
ein abzihlbares Umgebungssystem 


(8) —) en Tee 


und zufolge des Borel-Lebesgueschen Satzes ein abzihlbares System von 
offenen Mengen 


(9) a 








*) ,Jeder bikompakte topologische Raum ist absolut abgeschilossen,“ (P. Alexandroff 
und P. Urysohn, Zur Theorie der topologischen Riume, Math. Ann. 92, S. 263.) 

) Siehe die unter °) zitierte Arbeit. Ein topologischer Raum heiSt normal, falls 
in ihm jede zwei abgeschlossene, zueinander fremde Mengen F, und F, durch eben- 
falls fremde Gebiete G,> F,, G,> F, voneinander trennbar sind. 

1) Es sei nochmals betont, daB ich die Méglichkeit, letzteres Ergebnis in seiner 
vollen Allgemeinheit auszusprechen, der unter *) zitierten Bemerkung von Herrn 
Wedenissoff verdanke. 

48) Dagegen zeigt das Beispiel des § 11,-da8 ein aligemeiner abstrakter, nicht 
metrisierbarer Raum stetiges Bild eines kompakten metrischen Raumes sein kann. 

%%) Hausdorff, 8. 274. 
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die so beschaffen sind, daB es zu jedem Paare FCG, wo F eine ab- 
geschlossene und @ eine offene Teilmenge des Raumes R ist, wenigstens 
ein der Inklusion 

(10) FoG,c@ 

geniigendes Gebiet (9) gibt**). 

Wir betrachten unter den Umgebungen V(2*), die im Beweise des 
Satzes II (§ 8) vorkommen, nur diejenigen, die, der Vorschrift des § 3 
gemaB, den Mengen (9) entsprechen. Es sollen diese V(x*) bzw. 

(11) Var. Fan «sve 


heiBen. Um zu beweisen, daB die V, dem urspriinglichen Umgebungs- 
system {U(x*)} des Raumes R* (vgl. § 8) gleichwertig sind, braucht 
man nur wortlich die Uberlegungen des entsprechenden (End-) Teiles des 
§ 8 zu wiederholen und dabei unter U(x) eine in (8) vorkommende Um- 
gebung U, des Punktes 2 zu verstehen. Da die V, nur in abzahlbarer 
Menge vorhanden sind, so wird damit die Geltung des II. Abzahlbarkeits- 
axioms im Raume R*, und folglich der ganze Satz VI bewiesen. 

14. Wir schreiten jetzt zum Beweise des folgenden Satzes: 

VII. Jeder kompakte metrisierbare topologische Raum ist stetiges Bild 
einer beschrankten, nirgends dichten, abgeschlossenen Menge reeller Zahlen. 

Beweis. Es sei R ein den Voraussetzungen unseres Satzes geniigen- 
der Raum, in dem wir uns eine feste Metrik eingefiihrt denken. 

Es existiert dann (zufolge des Borel-Lebesgueschen Uberdeckungs- 
satzes) fiir jede natiirliche Zahl m ein endliches System von Gebieten: 


(12) $.= {Ur, re Uin}> 
die so beschaffen sind, daB 


(13) R= Sur und fiir jedes i <4, 4(Uj")<+ 
st 
Wir sagen nun, daB das endliche System natiirlicher Zahlen 
(14) aa s 
ausgezeichnet ist, falls fiir jedes kom 
(15) 54, 
ist und die abgeschlossene Menge 
(16) Fty...tm = [10% 


nicht leer ist. ' 
*) Die G, sind einfach die Vereinigungsmengen je endlich vieler unter den 
Mengen (8). 
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Nun bezeichnen wir durch ® die Menge aller Irrationalzahlen é, 
deren Kettenbruchentwicklung 
, 1 
(17) ein hal OT 1 
THe 
die Eigenschaft hat, da fiir jedes m 


ae a 
ein ausgezeichnetes System ist. 

Ich behaupte: 

1°. @ ist eine beschrinkte abgeschlossene Menge reeller Zahlen (da 
auBerdem ® nur aus Irrationalzahlen besteht, so wird aus 1° folgen, daB 
® nirgends dicht ist). 

2°. R ist ein stetiges Bild von ®. 

15. Da @ eine Menge reeller Zahlen ist, so wird die Beschranktheit 
und Abgeschlossenheit von ® gleichzeitig bewiesen, sobald wir zeigen, daB 
® in sich kompakt ist. Es geniigt also zu konstatieren, daB jede abzahl- 
bare Teilmenge M von ® wenigstens einen zy ® gehérenden Haufungs- 
punkt hat. 

Es sei M eine solche Menge und 


(18) ban if (s=1,2,... in infinitum) 
T°. 1 
ne 
ihre simtlichen Elemente. 

Da die Anzahl der verschiedenen Werte, die ¢; annehmen kann, die 
feste Schranke 4, zufolge (15) nicht iiberschreiten kann, so gibt es eine 
solche natiirliche Zahl i,, da8 fiir unendlich viele s i{= i, ist, d. h. daB 
die Kettenbruchentwicklung (18) fiir unendlich viele Zahlen &, mit ¢, 
beginnt. Da jede dieser §, zu ® gehért, so ist [¢,] ein (aus einem 
Elemente) bestehendes ausgezeichnetes System. 

Es seien jetzt die natiirlichen Zahlen i,,%,,...,%,, bereits in der 
Weise ausgewahlt, daB es unter den Zahlen —, unendlich viele gibt, deren 
Kettenbruchentwicklung (18) die #,,#,,...,%,, als die ersten m Teilnenner 
der Reihe nach besitzt; die Menge der soeben ausgewahlten ¢, werden wir 
durch M, bezeichnen. Da Mc Mc @ ist, so ist ¢,, #,, ..., #,, ein aus- 
gezeichnetes System. 

Da die Anzahl der verschiedenen Werte, die #,,,, annehmen kann, 
endlich ist, so gibt es ein t,,,,, das mit ¢,,,, fiir unendlich viele —,c M,, 











a 
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identisch ist, so daS wir eine unendliche Menge M, , ,< M,, von Irrational- 
zahlen ~, haben, deren Kettenbruchentwicklung (18) mit 


, 1 
tot. 


he 


pe sf 
pai = 
beginnt. In dieser Weise fortfahrend, definieren wir fiir jedes m ein 3,, 


unter der Bedingung, daB (14) ausgezeichnet ist und da8 unendlich viele 
&, mit 
. 1 
ce |, Sa 
+E 
beginnen. Dann ist aber die Irrationalzahl ¢, die durch (17) definiert ist, 
erstens ein Element der Menge ®, zweitens ein Haufungspunkt der Menge M, 
womit die Behauptung 1° bewiesen ist. 
16. Es bleibt uns iibrig, 2° zu beweisen. 
Es sei £ ein beliebiges, durch (17) gegebenes Element von ®. Dann 
ist (14) ausgezeichnet und also (16) nicht leer. Da 
Ft tim > Fst... hnes 
ist, so ist nach dem Cantorschen Durchschnittssatze die Menge 


(19) Ti Frist 


nicht leer. Sie kann aber nicht mehr als einen Punkt enthalten, weil fiir 
jedes m 


9( Hf Fos..t0) S8(Fasnta) S$ 8(VE)< 4 


ist. Wir bezeichnen also den Punkt (19) des Raumes R durch x und setzen 
(20) == f(é) 
(wo € durch (17) gegeben ist). 
In dieser Weise entspricht jedem Punkte c @ ein einziger Punkt zc R. 
Umgekehrt aber entspricht zufolge (20) jedem Punkte xc FP wenigstens 
ein Punkt §<®. In der Tat ist fiir jedes m der (willkiirlich gegebene) 
Punkt z<R wenigstens in einer Menge V;" enthalten. Indem man fiir 


jedes m eine beliebige dieser Mengen wihlt, erhilt man eine Folge natir- 
licher Zahlen ¢,,, fiir die die Relationen: 


(21) ec ff Vee [Ve = Th Fas,.-tn 


m=1 m=1 


gelten. 
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Die Menge (16) ist also nicht leer, also ist (14) ausgezeichnet und 
der durch (17) definierte Punkt é gehért zu ®. Aus (21) folgt alsdann, da8 


. z= f(é) 
ist. 

Wir erhalten also die eindeutige Abbildung 
(22) R=f(®), 


und es bleibt uns nur iibrig zu beweisen, da diese Abbildung eine stetige 
ist. Es sei zu diesem Zwecke « eine beliebige positive Zahl und z ein 
beliebiger Punkt von R. Es sei weiter & ein der Gleichung (20) ge- 
niigender Punkt von ®. 


Wir bezeichnen durch (17) die Kettenbruchentwicklung von ¢ und 
wollen jetzt ein derartiges 6 > 0 angeben, dab 


(23) o(a,z)<e 
ist, sobald 
(24) z=f(¢) und |&é—f/ <4. 


Es sei m >- und J;,;,...¢, die Menge aller Irrationalzahlen, deren Ketten- 
bruchentwicklung mit 


° 1 
weed 
im 


anfangt. & gehért zu J;,;.;,, und es gibt bekanntlich ein 6 >0 von der 
Art, daB jede Irrationalzah! ¢, die sich von £ weniger als um 6 unter- 
scheidet, zu J;,,...¢,, gehért. Wir wahlen dieses 6 und betrachten einen 
beliebigen, den Relationen (24) geniigenden Punkt zc R. 


Dann ist zufolge der Definition der Abbildung R= /f(@®) z in der 
Menge F;,;,...;,, also a fortiori in V;" enthalten, und folglich (da auch 
xzcV™ ist) ist 

e(#, 2) <3 (Vin) = 3(Vi)<<«, 
w. z. b. w. 

Wir bemerken noch, da8 aus der Stetigkeit der Abbildung R = f(®) 
in unserem Falle (zufolge den bekannten Hausdorfischen Siatzen'*)) die 
gleichmaBige Stetigkeit folgt. Man kann also fiir jedes «>0 ein 6>0 
finden, so da8 aus 

|é—C|<6, §e9%, yno® 


“*) Hausdorff, Kap. IX. 
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die Ungleichung 
e(f(é), f(¢))<e folgt**) 

17. Bekanntlich ist jede beschrankte abgeschlossene nirgendsdichte 
Menge reeller Zahlen ein stetiges Bild einer**), und folglich jeder be- 
schrinkten nirgendsdichten perfekten linearen Menge (also z. B. der Cantor- 
schen ,,Dreiteilungsmenge“), man kann also die Satze VI und VII folgen- 
dermaBen zusammenfassen: 


Die Klasse der kompakten metrischen Raume ist topologisch mit der 
Klasse derjenigen topologischen Raume identisch, die eindeutige und stetige 
Bilder der Cantorschen perfekten Menge sind. 

18, Fiir den Fall kompakter metrischer Réume**) aBt sich der Be- 


1%) An den Saiz VII kniipft sich noch folgende Bemerkung an. Indem man 
durch I" die Menge aller Irrationalzahlen — bezeichnet, deren mtet Teilnenner (in 
der Kettenbruchentwicklung (17)) gleich s ist, sieht man leicht ein, daB die, durch 
den Beweis des Satzes VII gelieferte, Abbildung (22) der Bedingung 


(25) lim 3 (f(@-13")) = 0 





geniigt (d. h. fiir jedes «>0 gibt es ein geniigend groBes m., so daB fiir beliebiges s 
und m>m, 


5(f(®-I™))<e 


ist). Eine der soeben ausgesprochenen Bedingung geniigende Abbildung wollen wir 
absolut stetig nennen. Wir fiihren noch folgende Bezeichnung ein. Falls E irgend- 
welche, aus Irrationalzahlen bestehende, Menge ist, so soll N,,(H) die Menge aller 
derjenigen natirlichen Zahlen bedeuten, die als mte Teilnenner der Kettenbruchent- 
wicklung saimtlicher Elemente der Menge Z vorkomme’.. 

Dann bildet folgender Satz eine leichte Umformung eines Urysohnschen Uber- 
deckungssatzes. (Siche in diesem Bande den $12 meiner Arbeit ,Simpliziale Approxi- 
mationen usw.“): 


Jeder hichstens n-dimensionale kompakte metrische Rawm R libt. sich ale abso- 
lut stetiyges Bild einer aus Irrationalzahlen bestehenden beschrankten «ubgeschlossenen 
Menge @ derart darstellen, da, falls man durch X irgendeine, sich in einen Punkt x 
von R abbildende Teilmenge von ® bezeichnet, die Menge N,, (X) fiir jedes m hichstens 
aus n+ 1 verschiedenen natirlichen Zahlen besteht. 

Falls wmgekehrt ein kompakter metrischer Raum R vorliegt, der sich unter Gel- 
tung der soeben ausgesprochenen Bedingung als absolut stetiges Bild einer, aus Irra- 
tionalzahlen bestehenden, beschrankten abgeschlossenen Menge darstellen l' St, so ist er 
hochstens n-dimensional. 

Den Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser. 

16) am einfachsten folgendermaBen entstehenden perfekten Menge: Man umgibt 
jeden isolierten Punkt z, der gegebenen abgeschlossenen Menge F' mit einem kivinen, 
keinen andern Punkt der Menge F enthaltenden Intervalle 4, und setzt dahin eine, 
z, enthaltende, perfekte Menge P,. Man definiert alsdann P,= F+ > P, und setzt 
w=f(§)=€, falls ECP, gleichzeitig ein nicht isolierter Punkt von F ist, sonst 
aber: «=/(¢) =z, (falls §c P, ist). Dann ist F=/(P,) ein stetiges Bild von P,. 

%**) und nur fiir diesen Fall: vgl. § 9. 
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griff der stetigen Zerlegung in eine andere Form bringen, die oft be- 
quemer ist. 

Wir erinnern uns zuerst an den Hausdorfischen Begriff der topologi- 
schen Konvergenz einer Mengenfolge: eine Mengenfolge heiBt konvergent, 
wenn ihr oberer und unterer abgeschlossener Limes**>*) zusammenfallen 
(und dann den topologischen Limes der Mengenfolge bilden). 

Wir kénnen jetzt den Begrff der Stetigkeit der Zerlegung 


(26) R=>X 


eines kompakten metrischen Raumes in zueinander fremde abgeschlossene 
Mengen X folgendermaBen formulieren: 


Es se 


(27) Big Behe 604 Ky oe. 

irgendeine konvergente Folge der Mengen X (der Zerlegung (26)), und ® 
der topologische Limes von (27). Dann soll ® nur mit einer Menge X (der 
Zerlegung (26)) gemeinsame Punkte haben (und also in ihr enthalten sein). 

19. Um die Aquivalenz der beiden Stetigkeitsbegriffe zv beweisen, 
setzen wir zuerst voraus, daB (26) eine im Sinne des § 4 stetige Zer- 
legung ist, und es habe ® mit der Menge X, gemeinsame Punkte. Wir 
wollen zeigen, daB ® zu jeder, von X, verschiedenen Menge X der Zer- 
legung (26) fremd ist. Es sei in der Tat X, eine solche Menge. Da X, 
und X, zueinander fremd sind, so gibt es ein X, enthaltendes. zu X, 
fremdes Gebiet G,. 

Wir diirfen voraussetzen (Normalitat!), da8 auch G, zu X, fremd ist. 
Es habe nun G, die im § 4 erwahnte Bedeutung. Fast alle X, haben mit 
G, gemeinsame Punkte, sind also in G, und a fortiori in G, enthalten; 
daraus folgt aber, daB auch ® in G, enthalten, dh. zu X, fremd ist. 

20. Jetzt setzen wir umgekehrt voraus, daB die Zerlegung (26) im 
Sinne von § 18 stetig ist, und es sei die Stetigkeitsbedingung des § 4 
nicht erfiillt. 

Dann gibt es eine bestimmte Menge X, der Zerlegung (26) und ein 
diese Menge enthaltendes Gebiet G, derart, daB jedes in G, enthaltene, 
die Menge X, enthaltende Gebiet G, (n> 1) mit einer aus G, heraus- 
ragenden Menge X” wenigstens einen Punkt x, gemeinsam hat. 








i16b*) Hausdorff, 8S. 236. Ein Punkt z gehért zum oberen abgeschlossenen Limes 


M,, M,, °° +» My, ere 
falls jede U(x) Punkte unendlich vieler Mengen M, enthalt; x gehért zum unteren 
abgeschlossenen Limes, wenn jede U (x) Punkte fast aller M, enthilt. 


der Mengenfolge 
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Es sei jetzt q iene 
G, = 8(X,, —-) (n = 2,3,..., in inf,), 
wobei « = 0(X,, R — G,) gesetzt ist. 

Die Folge aller X™ enthilt eine konvergente Teilfolge 
(26) | ad Dn EI 
deren topologischer Limes ®, zufolge der Relation 

x™.6,, = Xx™.§ tz, =) > Xn, + 0 
sicher mit X, gemeinsame Punkte hat. 

Andrerseits ist aber 
x™ .(R—G,)+0 (fiir jedes k), 

®.(R—G,) +0, 
so daB ® unméglich in X, enthalten sein kann, und folglich, im Wider- 
spruche mit der Bedingung des § 18, wenigstens mit zwei verschiedenen 
Mengen X der Zerlegung (26) gemeinsame Punkte hat. 

Die Aquivalenz der beiden Stetigkeitsdefinitionen ist hiermit fiir jede 
Zerlegung eines kompakten metrischen Raumes bewiesen. 

Wir werden in einem Augenblicke von der zweiten Form des Stetig- 
keitsbegrifies Gebrauch machen. 

21. Das Hauptresultat dieser Arbeit laBt sich folgendermaBen for- 
mulieren: 

Jeder kompakte metrisierbare topologische Raum wird durch eine 
stetige Zerlegung der Cantorschen perfekten Menge induziert; auch umge- 
kehrt induziert jede stetige Zerlegung der Cantorschen perfekten Menge 
(allgemeiner: eines beliebigen kompakten metrischen Raumes) stets einen 
kompakten metrisierbaren Raum. : 

Mit anderen Worten: ,einen kompakten metrisierbaren Raum an- 
geben“ heiBt dasselbe wie ,,eine stetige Zerlegung der Cantorschen Menge 
bestimmen*. Dadurch wird aber der wesentlichste Teil der mengen- 


also auch 


7) der ja eben in der Untersuchung der kompakten und in kleinen kompakten 
Riiumen besteht. Vgl. hierzu Paul Urysohn, Mémoire sur les multiplicités cantorien- 
nes, I, Introduction, n° 6—9 (Fund. Math. 7, 8. 38—42, insbes. FuBnote *) auf der 
Seite 41). 

Es sei noch bemerkt, daB jeder im kleinen kompakte metrisierbare Raum R 
aus einem einzigen, durch R volletindig bestimmten, bikompakten Raume R durch 
Weglassung eines einzigen Punktes topologisch entsteht. & ist dabei dann und nur 
dann metrisierbar, falls in R eine abzihibare Menge dicht ist (was ja bei dieser 
ganzen Fragestellung auch immer vorausgesetzt werden darf). (Siehe iiber alle diese 
Fragen meine Arbeit ,Uber Metrisation der im kleinen kompakten top. Rawme“, Math. 
Ann. 92, S. 294-301), 


Mathematische Annalen. 96. 37 
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Diskontinuums zuriickgefiihrt, was insbesondere fiir Grundlagenprobleme 
von einer prinzipiellen Bedeutung sein diirfte. 

22. Die in dieser Arbeit gewonnenen Gesichtspunkte erlauben das all- 
gemeine Problem iiber die topologischen Eigenschaften stetiger Zerlegungen 
kompakter metrischer Raume zu stellen, oder, was dasselbe ist, das Pro- 
blem iiber topologische Eigenschaften derjenigen (in einem kompakten 
metrischen Raume gelegenen) Systeme von abgeschlossenen Mengen, deren 
Vereinigungsmengen wieder abgeschlossen sind. Wie man sofort sieht, 
lassen sich manche klassische, sowie moderne topologische Fragen in diese 
allgemeine Problemstellung einordnen. 

Um sich auf das einfachste Beispiel zu beschrinken, nennen wir eine 
stetige Zerlegung 
(29) R= SX 
eines kompakten metrischen Raumes n-dimensional, falls der durch diese 
Zerlegung induzierte Raum R* n-dimensional ist**). 

Folgende Frage scheint mir von grundlegender Bedeutung zu sein: 

Was lapt sich tiber die Dimension eines kompakten metrischen 
Raumes R aussagen, fiir den eine n-dimensionale Zerlegung in lauter 
m-dimensionale abgeschlossene Mengen X vorliegt? (Die plausible Antwort 
ware, daB dim R < m + n ist.) 

23. Schon die Lésung dieses Problems fiir den Fall n = 0**) diirfte ein 
selbstandiges Interesse darbieten, wie man z. B. aus folgendem Satze erkennt: 


VIII. Die Zerlegung eines kompakten metrischen Raumes in seine 
sdmtlichen Komponenten ist eine stetige nulldimensionale Zerlegung. 

Es sei in der Tat R ein kompakter metrischer Raum, und es seien 
die X simtliche Komponenten des Raumes R. Zuerst beweisen wir, daB 
die Zerlegung (29) stetig ist, und wenden zu diesem Zweck die zweite 
Form (§ 18) der Stetigkeitsdefinition an. 

Es sei 

1} ey ae 
eine konvergente Folge von Komponenten des Raumes R und ® der topo- 
logische Limes dieser Folge. Falls die Menge ®, die abgeschlossen und zu- 
sammenhangend ist, mit der Komponente X, gemeinsame Punkte hat, so 
ist notwendigerweise ®c X, (weil sonst X, + # eine von X, verschiedene, 





*) So ist z. B. die Zerlegung der Kugelfliche in Parallelkreise + Nordpol + Siid- 
pol, oder die Zerlegung der Torusfliche in Parallelkreise eine stetige 1-dimensionale 
Zerlegung. 

1%) die soeben von Herrn Tamarkin in Maskau erbracht ist (Proceed. Ak. Amster- 
dam 28 (Nr. 10), 8. 1000 u.f.), wodurch meine Vermutung sich fiir den Fall n= 0 
als richtig erwiesen hat. 
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letztere Menge enthaltende, zusammenhingende Menge ware, was der Eigen- 
schaft von X,, eine Komponente zu sein, widerspricht). 


Die Zerlegung (29) ist also stetig, folglich ist der durch die Zerlegung 
bestimmte Raum R* ein stetiges Bild von R, 


R* = f(R). 

Da R* ein kompakter Raum ist, so bleibt uns nur noch iibrig zu 
zeigen, daB R* kein Kontinuum enthilt, d.h. daB jede, mehr als einen 
Punkt enthaltende, abgeschlossene Teilmenge F* von R* sich in zwei zu- 
einander fremde abgeschlossene Mengen F. und F zerlegen 1aBt. 

Es sei F die Menge f~*(F*) (vgl.§ 2). F ist eine abgeschlossene, 
mehr als aus einer Komponente bestehende Teilmenge von R und zer- 
fallt daher in zwei zueinander fremde abgeschlossene Mengen F, und F,. 

Dann sind aber in unserem Falle F* = f(F,) und F,; = f(F,) eben- 
falls zueinander fremd und abgeschlossen, und da auBerdem 

F* = F* + FF 
ist, so ist unser Satz bewiesen. 

Es sei hierzu noch bemerkt, daB aus dem soeben bewiesenen Satze 
die bekannten Brouwerschen Satze iiber die Struktur der abgeschlossenen 
Mengen*’) ohne weiteres folgen. Derselbe Satz steht auch zu einem Satze 
von Hausdorff™) in enger Beziehung. 


Blaricum bei Amsterdam, November 1925. 





%°) Namlich die Sitze 1, 2, 8,4 der ersten und der Satz 3 der zweiten Mittei- 
lung ,Over de struktuur der perfekte puntv li (Koninklijke Akademie van 





Wetenschappen te Amsterdam 1910, S. 833—842 und 1911, 8. 1416-1426, beides hol- 
lindische Ausgabe). 
*) op. cit. 8S. 304, Satz XI. 


(Eingegangen am 11. 12. 1925.) 


Zusatz bei der Korrektur: Wie ich soeben ersehe, behandelt 
Herr R. L. Moore in seiner Arbeit: ,,Concerning upper semicontinuous 
collections of continua (Amer. Trans. 27 (1925), 8. 416-428) einen Be- 
griff, der sich mit dem obigen Begriff der stetigen Zerlegungen fiir den 
Fall metrischer Raume mit Kontinuen als Zerlegungseinheiten im wesent- 
lichen deckt. Da sich aber Herr Moore a. a. O. auf ebene Kontinua be- 


schrinkt, so kommen seine Resultate mit den meinigen nicht weiter in 
Beriihrung. 
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Uber regulire Baumkurven. 


Von 


Karl Menger in Amsterdam. 


1. Die kurventheoretischen Grundlagen. Wir bezeichnen als reguldre 
Baumkurve oder kurz als Baum (in Verallgemeinerung einer Ausdrucks- 
weise der kombinatorischen Topologie) ein kompaktes stetig durchlaufbares 
Kontinuum (,,ligne de Jordan“), welches keine einfache geschlossene Kurve 
(d. h. kein topologisches Bild einer Kreislinie) als Teil enthalt*). Die 
Untersuchung der Baume ist aus zwei Griinden von einem gewissen Inter- 
esse: erstens nehmen die Baume unter den Kurven eine Stellung ein 
analog jener der Kurven unter den allgemeinen Kontinua*) und besitzen 
daher einige an sich bemerkenswerte Eigenschaften; zweitens kénnen hin- 
sichtlich der Biume einige allgemeine kurventheoretische Fragen beant- 
wortet werden, deren Lésung fiir andere Kurven eigenartige, bisher un- 
iiberwundene Schwierigkeiten entgegenstehen. 

Als Kurve wird in der allgemeinen Kurventheorie*) ein Kontinuum 
bezeichnet. zu dessen simtlichen Punkten beliebig kleine Umgebungen 


1) Auf diese Klasse von Kontinua wurde wohl zuerst von Mazurkiewicz, Fund. 
Math. 2 (1921), 8.119 hingewiesen. — W. Scherrer, Math. Zeitschrift 24 (1925), S. 125, 
behandelt sie unter dem Namen ,ungeschlossene stetige Kurve“ und beweist ins- 
besondere, daB jede topologische Abbildung eines Baumes auf sich selbst oder auf 
ein Teilkontinuum mindestens einen Fixpunkt hat. — Einige Sitze iiber Baume, die 
sich mit denen des $5 der vorliegenden Arbeit teilweise beriihren, fand ich nach 
AbschluB dieser Arbeit bei R. L. Wilder, Fund. Math. 7 (1925), 8. 358 ff. 

*) Vgl. meinen Bericht iiber die Dimensionstheorie, (Kap. IV) Jahresber. d. 
deutsch. Math. Vor. 1926. 

%) Vgl. meine Grundziige einer Theorie der Kurven, Proc. Ac. Amsterdam 28 
(1925), 8.67 und Math. Annalen 95 (1925), S.277 (im folgenden zitiert als ,Kurven*) 
und Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes, I[. Teil, welcher demniichst 
in den Verh. d. Ak. Amsterdam erscheint im AnschluB an eine Note in den C, R. 175 
(1922), 8. 481. — Der Kurvenbegriff, die Begriffe des End- und Verzweigungspunktes, 
sowie einige kurventheoretische Sitze finden sich auch in einer in den Proc. Ac. 
Amsterdam 2% (1926) abgedruckten Note von mir aus dem Jahre 1921. 


» 
: 
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mit diskontinuierlichen Begrenzungen existieren. Der Punkt p eines Kon- 
tinuums wird reguldy genannt, wenn beliebig kleine Umgebungen von p 
mit endlichen Begrenzungen existieren. p hei®t insbesondere von hédch- 
stens n-ter Ordnung, wenn beliebig kleine Umgebungen von p existieren, 
deren Begrenzungen héchstens n Punkte enthalten, wahrend regulire Punkte, 
die von keiner bestimmten endlichen Ordnung sind, von der Ordnung w 
oder von wachsender Ordnung heiBen. Ein kompaktes Kontinuum, wel- 
ches nur regulire Punkte enthalt, heiBt reguldre Kurve. Die Punkte zweiter 
Ordnung einer reguléren Kurve nennen wir gewdhnliche Punkte, die Punkte 
erster Ordnung Endpunkte, die Punkte von héherer als zweiter Ordnung 
Verzweigungspunkte. 

Zuniachst sieht man, daf jede reguldre Baumkurve, d.h. jedes kom- 
pakte stetig durchlaufbare Kontinuum ohne geschlossene Teilkurve, auch 
wirklich eine reguldre Kurve im eben angefiihrten Sinn der Kurventheorie 
ist. Man bestatigt naimlich leicht‘), daB jedes Teilkontinuum eines Baumes 
stetig durchlaufbar ist, woraus sich (da bekanntlich in einem stetig durch- 
laufbaren Kontinuum je zwei Punkte durch einen Bogen verbunden werden 
kénnen ) ergibt, daB je zwei Teilkontinua eines Baumes einen leeren oder 
einen zusammenhangenden Durchschnitt haben‘**). Daraus folgt vor allem, 
daB jeder regulire Baum B eine Kurve ist. Sonst gibe es ja einen Punkt 
p von B und eine Umgebung U von p, so daB die Begrenzung jeder 
kleineren Umgebung von »p Kontinua enthalt. Sei dann V eine zusammen- 
hangende Umgebung von p innerhalb von U (eine solche existiert, weil B 
stetig durchlaufbar ist) und seien a und 6 zwei Punkte eines Teilkonti- 
nuums (a,b) der Begrenzung von V. Wir kénnten dann innerhalb von V 
zwei Punkte a’ und 5’ so nahe an a bzw. b wahlen, daB zwei zueinander 
fremde Teilkontinua von J’, (a, a’) und (b, b’) existieren. Verbinden wir 
sodann die Punkte a’ und b’ durch ein Kontinuum (a’, 6’), das ganz im Innern 
von V liegt, — dann hiatten die beiden Kontinua (a, a’) +-(a, b) -- (0, b’) 
und (a’, 6’) einen nichtzusammenhingenden Durchschnitt, was unmég- 
lich ist, weil B ein Baum ist. B ist also eine Kurve und zwar eine 
stetig durchlaufbare; B zerfallt daher nach einem Satz der Kurventheorie*) 
fiir jedes ¢ > 0 in endlich viele Teilkontinua <e, die zu je zweien dis- 


*) Vgl. Mazurkiewicz, a. a. O. 8. 123. 

‘®) Angenommen niamlich, zwei Teilkontinua K, und K, hiitten einen nicht zu- 
sammenhangenden Durchschnitt, dann kénnte man zwei Punkte p und 4 in verschie- 
denen Komponenten von A,-K, wiahlen und durch zwei Teilbégen verbinden, von 
denen der eine in K,, der andere in K, liegt. Der Durchschnitt dicser zwei Bogen 
ware nicht hingend, also enthielte ihre Summe einen topologischen Kreis, 
was unmiglich ist. 

®) Vgl. Kurven S, 296 ff. 
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kontinuierliche Durchschnitte haben. Da aber diese Durchschnitte nach 
dem oben Bewiesenen leer oder zusammenhingend sind, so enthalten sie 
héchstens je einen Punkt. Als Summe beliebig kleiner Teilkontinua mit 
endlichen Durchschnitten, ist also B nach einem kurventheoretischen 
Satz**) eine reguldre Kurve, wie behauptet. — Da ferner in der all- 
gemeinen Kurventheorie gezeigt wird, daB jede regulire Kurve stetig 
durchlaufbar ist®>), so sehen wir, da8 es auf dasselbe hinauskommt, ob wir 
die reguléren Baume definieren als die stetig durchlaufbaren Kontinua 
ohne geschlossene Teilkurve oder als die reguldren Kurven ohne geschlos- 
sene Teilkurve. 


2. Die Bedeutung der Ordnungszahl fiir Punkte eines Baumes geht 
aus folgendem Satz hervor: Ist der Punkt p des Bawmes B von der Ord- 
nung n, so tst n die Anzahl der Teilbégen von B, die in p zusammen- 
stoBen, d.h. es lassen sich m und nicht mehr als n in p endende und 
sonst fremde Teilbégen aus B herausgreifen. Zugleich ist n die Anzahl 
der Stiicke, in die B nach Tilgung von p zerfallt, oder, wie wir dies auch 
ausdriicken kénnen, die Komponentenzahl von B — p. In den Punkten von 
der Ordnung w stoBen abzahibar viele Bogen mit gegen Null konvergierenden 
Durchmessern zusammen; nach Tilgung eines Punktes der Ordnung w 
zerfallt der Baum in abzdhibar viele Komponenten mit gegen Null kon- 
vergierenden Durchmessern®*). 


Se: zum Beweise p ein Punkt n-ter Ordnung eines Baumes B. Mehr 
als n Teilbégen, die in p enden und sonst fremd sind, kann B offenbar 
nicht enthalten. Wir haben zu zeigen, daB sich aus B wirklich n in p 
zusammenstoBende Bégen herausgreifen lassen. Dazu betrachten wir eine 
Umgebung U von p, deren Begrenzung genau n Punkte q,, q,,---) % 
enthalt und die so klein ist, daB die Begrenzung jeder Teilumgebung von p 
mindestens n Punkte enthalt. Wegen der letzteren Voraussetzung ist die 
abgeschlossene Hiille ’ von U offenbar ein Kontinuum und daher als 


5*) Vgl. Kurven 8. 300. 

*>) Vgl. Kurven 8. 300. 

‘°) (Zusatz bei der Korrektur.) Uber die erste Hilfte dieses Satzes, welche 
von dem ZusammenstoBen von Bégen in Baumpunkten handelt, vgl. bereits Kurven 
S. 302f. Die Aussage betrifft dae Verhalten von Biumen in der Nachbarschaft ihrer 
Punkte und gilt daher selbstverstindlich von jedem Bawm im kleinen, d. bh. von jeder 
Menge, die zu jedem ihrer Punkte eine Umgebung enthilt, deren abgeschlossene 
Hiille ein Baum ist. In der Form einer Aussage iiber Biume im kleinen findet sich 
dieser Satz, sowie der Satz von $4 der vorliegenden Arbeit, wie ich wihrend der 
Drucklegung ersehe, auch bei P. Alexandroff (Ober kombinatorische Eigenschaften 
aligemeiner Kurven, V. Abschnitt, in diesen Annalen), wo regulire Kurven, die Baume 
im kleinen sind, als ,endlich hoch zusa hiingende stetige Kurven‘ bezeichnet 
werden. 
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Teil eines Baumes stetig durchlaufbar. U enthilt also je einen einfachen 
Bogen zwischen p und jedem der Punkte g;. Wir haben nur noch nach- 
zuweisen, da8 diese Bégen zu je zweien blo& den Punkt p gemein haben. 
Hatten nun aber etwa die Bégen, welche p mit g, und g, verbinden, 
einen Punkt g+p gemein, so betrachten wir das Komplement der n — 1 
Punkte 9, 93, 9%,--+:9,- Die p enthaltende Komponente desselben wire 
mit Riicksicht auf die Baumnatur von B eine Umgebung von p < U, 
was unserer Voraussetzung widersprechen wiirde. Ganz analog laBt sich 
die Behauptung fiir die Punkte der Ordnung w beweisen*). — Tilgen wir 
nun einen Punkt n-ter Ordnung von B, so zerfallt der Rest offenbar in 
mindestens n Komponenten; denn B — p enthialt ja, wie eben nachge- 
wiesen, m Bégen ohne ihren einen gemeinsamen Endpunkt, und gehérten 
zwei von diesen Bogen zu derselben Komponente, so lieBe sich sofort eine 
geschlossene Teilkurve von B angeben. Andererseits enthalt B — p auch 
nur n Komponenten. Denn B — p ist eine in B offene Menge; die Kom- 
ponenten von B—~p sind daher’) offene zusammenhingende Mengen; 
die abgeschlossenen Hiillen dieser Komponenten sind Kontinua; jedes 
dieser Kontinua enthalt einen in p endenden Bogen, und da es nicht 
mehr als n solcher Bégen geben kann, so kann B—p nicht mehr als 
n Komponenten enthalten. 


3. Einige Charakterisierungen der Biume. Damit eine reguldre 
Kurve B ein Baum sei, ist jede einzelne der folgenden Higenschafien 
notwendig und hinreichend: 


a) Je zwei nicht fremde Teilkontinua von B haben einen zusammen- 
hangenden Durchschnitt ; 


b) je zwei fremde Teilkontinua von B kénnen durch einen Punkt 
getrennt werden; 


c) jeder Punkt von héherer als erster Ordnung zerlegt B; 

d) zu je zwet Punkten von B existiert ein einziger Teilbogen von B 
mtit den beiden Punkten als Endpunkten; 

e) jedes Teilkontinuum von B enthdlt mindestens zwei Endpunkte. 


Da8 je zwei nicht fremde Teilkontinua eines Baumes einen zusammen- 
hingenden Durchschnitt haben, wurde bereits erwahnt, und da8 dies fiir 
eine Kurve, welche einen topologischen Kreis als Teil enthalt, nicht zu- 
trifft, ist klar. — Da® jeder Punkt von héherer als erster Ordnung einen 

*) Das entsprechende Problem, ob in jedem Punkt n-ter Ordnung einer be- 
liebigen reguliren Kurve » Teilbégen zusammenstoBen (vgl. Kurven S. 302), ist fiir 
n= 2 von Kuratowski in positivem Sinn entschieden worden, im allgemeinen aber 
noch unerledigt. 

*) Vgl. Kuratowski, Fund. Math. 1, 8.43; Hahn, Fund. Math. 2, 8. 189. 
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Baum zerlegt, wurde oben unter 2. bewiesen; enthalt andererseits eine 
Kurve C einen topologischen Kreis, so liegen auf demselben héchstens 
abzaihlbar viele C zerlegende Punkte *), also sicher ein C nicht zerlegender 
Punkt, der offenbar von mindestens zweiter Ordnung ist. — Seien nun 
K, und K, zwei fremde Teilkontinua von B. Wir verbinden K, und K, 
durch einen Bogen und betrachten sodann einen K, und K, verbindenden 
Teilbogen dieses Bogens, welcher, abgesehen von seinen Endpunkten, zu 
K,-+ K, fremd ist. Tilgen wir irgendeinen Punkt p dieses Bogens, so 
zerfallt B, und zwar so, daB K, und K, nicht zu derselben Komponente 
gehéren. A, und K, sind also durch den Punkt p getrennt. Enthilt 
andererseits eine Kurve einen topologischen Kreis, so enthalt sie offenbar 
auch zwei zueinander fremde Teilkontinua (nimlich irgend zwei zueinander 
fremde Teilbégen des topologischen Kreises), die nicht durch einen Punkt ) 
getrennt werden kénnen. — Der Beweis von d) liegt auf der Hand. — 
Zum Beweise von e) verwenden wir den Satz von Mazurkiewiez’), dab 
jedes stetig durchlaufbare Kontinuum mindestens zwei Punkte enthiilt, 
durch die das Kontinuum nicht zerlegt wird. Auch jedes Teilkontinuum 
eines Baumes mu8 also mindestens zwei solche Punkte enthalten, besitzt 
folglich, da ein Baum durch jeden Punkt von héherer als erster Ordnung 
zerlegt wird, (in bezug auf sich selbst) zwei Endpunkte. Enthalt anderer- 
seits ein Kontinuum einen topologischen Kreis, so ist das eine Teilkurve : 
ohne Endpunkt. Damit ist unser Satz bewiesen. 


4. Uber die Struktur der Baume. Jeder Baum B setzt sich zusammen 
aus einer abzdhlbaren Menge von Verzweigungspunkten “B, aus der 
Menge B® aller gewohnlichen Punkte, die von der Mdchtigkeit des Konti- 
nuums und in B dicht ist, und aus einer diskontinuierlichen Menge B* von 
Endpunkten, die abzdhlbar oder von der Machtigkeit des Kontinuums ist. 

Wir stiitzen den Beweis auf zwei Hilfssitze. H,: Jeder Teilbogen 
eines Baumes B enthalt héchstens abzaihlbar viele Verzweigungspunkte 
von B. Sei namlich C ein Teilbogen von B, p ein Punkt von C-*B. 
Die Menge B—p enthilt mindestens drei Komponenten, von denen 
mindestens eine zu C@ fremd ist. Die abgeschlossene Hiille dieser Kom- 
ponente enthalt, als Teilkurve eines Baumes, mindestens zwei Endpunkte, 
also mindestens einen Endpunkt +p. Einen dieser Endpunkie ordnen 
wir unter dem Namen e(p) dem Punkt p zu”). Fiir p+q ist dann 


*) Vgl. Mazurkiewicz, a. a.O. S. 119. 

*) a.a.O. 

”) Von hier ab verliuft der Beweis des Hilfssatzes H, analog dem Mazurkiewicz- 
schen Beweis des Satzes, daB auf jedem topologischen Teilkreis eines stetig durch- 
laufbaren Kontinuums hiéchstens abzihlbar viele Punkte liegen, die das Kontinuum 
zerlegen. (A.a.0. 8S. 120.) 
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stets e(p)+e(q), also ist die Machtigkeit von C-*B nicht gréBer als 
die Miachtigkeit der Menge aller e(p). Um zu zeigen, daB diese letztere 
Menge abzihlbar ist, weisen wir nach, daB sie keinen ihrer Hiaufungs- 
punkte enthilt. Wir leiten zu diesem Zweck aus der Annahme, da8 der 
Punkt e(p) Haufungspunkt von den Punkten e(p,) ist, einen Widerspruch 
her, und zwar in folgender Weise: Jeder der Punkte e(p,) ist nur durch 
einen einzigen Teilbogen von B mit e(p) verbunden, und jeder dieser 
Bégen mu8 den Punkt p enthalten. Also sind, wenn r den Abstand der 
Punkte p und e(p) bezeichnet, alle Punkte e(p,) mit e(p) bloB durch 
ein Teilkontinuum von B verbunden, dessen Durchmesser >r ist. Dies 
aber widerspricht, da e(p) Hiufungspunkt der e(p,) ist, dem Zusammen- 
hang im kleinen von B. Damit ist Hilfssatz H, bewiesen. 

Sei nun E eine in B' dichte Teilmenge von B*, p ein Punkt’ von 
héherer als erster Ordnung, oder, wie wir auch sagen, ein Punkt von B. 
Wenn M eine Komponente von B — p ist, so enthalt die abgeschlossene 
Hille 1 = M-+p von M, als Teilkurve des Baumes B, mindestens 
zwei Endpunkte, also mindestens einen Endpunkt +p, der auch End- 
punkt von B sein muB, — und folglich auch mindestens einen Punkt von £, 
da diese Menge in B’ dicht ist. Es enthalt daher die abgeschlossene 
Hiille jeder Komponente von B— p auch einen Bogen, welcher p mit 
einem Punkt von £ verbindet. Beriicksichtigen wir, daB B—p minde- 
stens zwei Komponenten enthilt, so haben wir bewiesen Hilfssatz H,: 
Ist B ein Baum, E eiae im Endkern B' von B dichte Teilmenge von B’, 
dann liegt jeder Punkt von ‘B auf mindestens einem Teilbogen von B, 
der zwei Punkte von £ verbindet. 

Da fiir Z eine abzihlbare Menge gewahlt werden kann, folgt aus H, 
die Existenz abzihlbar vieler Teilbégen von B, in deren Summe ‘B, also 
a fortiori °B enthalten ist. Nach H, enthilt jeder dieser Bogen héchstens 
abzahlbar viele Verzweigungspunkte von B, also ist die Menge “B abzahlbar. 

Die Menge der gewodhnlichen Punkte eines Baumes liegt im Baum 
dicht und hat die Miachtigkeit des Kontinuums. Denn je zwei Baum- 
punkte sind ja durch einen Bogen verbunden, der eine Menge der Mach- 
tigkeit des Kontinuums von gewéhnlichen Punkten enthalten muB, da er 
nur abzihlbar viele Verzweigungspunkte des Baumes enthilt**). — DaB 
schlieBlich der Endkern eines Baumes die Machtigkeit des Kontinuums 
hesitzen kann, geht aus dem Urysohnschen Beispiel einer Kurve hervor, die 
in den Punkten einer linearen perfekten, nirgends dichten Cantorschen 





'!) Regulire Kurven, die nicht Biume sind, enthalten bekanntlich bisweilen 
iiberhaupt keine gewéhnlichen Punkte, vgl. das in Kurven S. 302 angefiihrte Beispiel 
von Sierpiriski, Comptes Rendus 160 (1915), S. 302. 
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Menge Endpunkte und sonst nur Punkte von zweiter und dritter Ord- 
nung enthalt und, wie man unmittelbar sieht, ein Baum ist''*). 


5. Baume und Bogensummen. Jeder Baum B ist Summe eines 
Semikontinuums S, bestehend aus abzahibar vielen Bégen, deren jeder 
zwei Endpunkie des Baumes verbindet, und einer zu S fremden Menge T, 
die ausschlieBlich Endpunkte des Baumes enthdlt. Die Menge T kann 
leer angenommen werden, wenn B' abzdhlbar ist, und ist von der Machtig- 
keit des Kontinuums, wenn B‘ unabedhibar ist. Hin Baum") ist Summe 
abzdhlbar vieler Bogen dann und nur dann, wenn er bloB abzahibar viele 
Endpunkte enthdlt; er ist Summe endlich vieler Bogen dann und nur 
dann, wenn er endlich viele Endpunkte enthdlt. 


Zum Beweise betrachten wir eine abzahlbare, in B' dichte Teil- 
inenge EZ von B*. Wir wahlen irgendeinen Punkt von B* und verbin- 
den ihn mit jedem Punkt der (auf Grund des oben Bewiesenen abzahl- 
baren) Menge #-+-°B durch je einen Bogen. Die Summe dieser abzahl- 
bar vielen Bégen bildet ein Semikontinuum S. Wir zeigen, daB 
B—S <B’ ist, und leiten zu diesem Zweck einen Widerspruch her aus 
der Annahme, es existiere ein Punkt p von *B-(B— 8). In der Tat, als 
Punkt von ‘B miiBte ein solcher Punkt auf einem Bogen C zwischen 
zwei Punkten e, und e, von £ liegen. Als Punkte des Semikontinuums 8 
waren aber e, und e, auch durch einen Teilbogen von S verbunden, der 
von C verschieden ist, da er den Punkt p nicht enthalt. Das aber wider- 
spricht der Baumnatur von B.— Wenn B* abzahlbar ist, kénnen wir Z = B’* 
setzen und haben eine Zerlegung von B in abzahibar viele Bogen. Ist B' 
von der Machtigkeit des Kontinuums, so kann B offenbar nicht als Summe 
abzaihlbar vieler Bégen dargestellt werden, denn jeder Endpunkt von B 
miiBte Endpunkt eines der abzahlbar vielen Bogen sein und jeder Bogen ent- 
halt nur zwei Endpunkte**). Ist B * endlich, dann ist, wie man leicht einsieht, 


418) Diese Kurve ist in der Cartesischen Ebene die abgeschlossene Hiille der 
Summe aller Strecken, von denen der eine Endpunkt die Koordinaten hat 


n 
F= De,-2-8-*, 7 =3-" und deren anderer Endpunkt die Koordinaten hat 
k=0 


k—1 


&’ =E+e,4,-2-87*~* und n’=3"*~*, wo k=0, 1,2,..., = =0, und fir k>0 
, entweder +1 oder —1 ist. 

41>) (Zusatz bei der Korrektur.) und daher natiirlich auch ein kompakter 
Baum im kleinen (vgl. oben °°). 

12) Das allgemeine Problem der Charakterisierung jener reguliren Kurven, die 
Summe vom abzihlbar vielen einfachen Bégen sind, ist noch ungelést. Abzihlbarkeit 
des Endkernes ist eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung. Abzihlbar- 
keit der Menge aller nicht- gewdhnlichen Punkte ist, wie ich hier erwihnen méchte, 
fiir die Zerspaltbarkeit der Kurve in Bégen weder notwendig noch hinreichend. 
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auch “B endlich und B ist nach Satzen der allgemeinen Kurventheorie '**) 
darstellbar als Summe von endlich vielen Bégen. 


6. Uber die Plittbarkeit der Baume. Es gilt der Satz**): Jeder regulare 
Baum ist mit einem ebenen Kontinuum homdomorph. 


Wir schicken dem Beweis einige Hilfsiiberlegungen voraus. Seien 
b,, b,,..-., 6, m feste Pankte des Baumes B; (b,, b,) bezeichne den einzigen 
Teilbogen von B, der in 0}, und 6, endet. Ist P ein einfaches Polygon 
(= ein ebenes Polygon, welches topologisches Bild einer Kreislinie ist), 
dann nennen wir n Punkte p,,,,...,p, von P zu den 6, hinsichtlich 


B isomorph, wenn eine zur Bogensumme S = S(b, b,) homéomorphe 
4k=1 


Menge A(S)= > P;, P,) existiert, die, abgesehen von den Punkten 
fe i a gese 


p; = A(b,), ganz im Inneren des Bereiches (P) von P liegt. Da8 zu jedem 
B,b,,6,,...,6, auf jedem vorgelegten einfachen Polygon n zu den 5, 
hinsichtlich B isomorphe Punkte angebbar sind, wobei noch die Bégen 
(p,, P,) als Streckenziige angenommen werden kénnen, — das ergibt sich 
unmittelbar durch Induktion nach n. 


Nun gilt folgender Hilfssatz: Seien 6,, b,,...,5, m feste Punkte 
des Baumes B; sei ferner P, p,, p,,.--, p, ein mu B,b,,b,,...,6, iso- 
morphes einfaches Polygon und sei « > 0 vorgegeben. Dann kann B als 
Summe endlich vieler Kontinua <«, B,, B,,..., B,,, dargestellt werden, 
die zu je zweien héchstens einen Punkt gemein haben und zu denen in P 
ein isologes System P,, P,,..., P,, von Polygonen < e existiert. Dabei 
sagen wir von einem System P,, es sei zu den B; isolog, wenn folgende Be- 
dingungen erfiillt sind: ,,Je zwei von den P, haben héchstens einen Punkt 
gemein, und zwar haben P, und P, dann und nur dann einen Punkt, p,,, 
gemein, wenn B; und B, einen Punkt, b;,, gemein haben. P; hat mit P den 
Punkt p, dann und nur dann gemein, wenn B, den Punkt 6, enthalt. Ab- 
gesehen von den Punkten p,, p,, ..., p,, liegen alle P; im Inneren von (P); 
je zwei Bereiche (P;) und (P,) sind zueinander fremd. Die auf P, ge- 
legenen Punkte p,;, und p, liegen hinsichtlich B; zu den entsprechenden 
Punkten b,, und }, isomorph“. 

Fiir n < 2 kann gu jeder Zerlegung von B ein isologes System von 
Polygonen < sehr einfach konstruiert werden durch entsprechendes An- 
einanderheften von zu den B; isomorphen und nach Bedarf verkleinerten 


128) Vgl. Kurven 8. 304. 

18) Er wird in der Arbeit von Mazurkiewicz als wahrscheinlich bezeichnet. Herrn 
P. Alexandroff verdanke ich wertvolle Anregungen zur Beschiftigung mit diesem 
Problem. 
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Polygonen. Nahere Angaben sind erforderlich, wie man fiir n > 2 zugleich 
den beiden Forderungen geniigen kénne, daB die Polynome einerseits < «¢ 
sind und anderseits gewisse ,,Randbedingungen“ erfiillen, nimlich durch 
die n vorgegebenen Punkte p; in der beschriebenen Weise hindurchgehen. 
Wir deuten die Konstruktion zunichst fiir den Fall n= 2 an. Dem ein- 
fachen Bogen (b,,6,) von B lassen wir einen abgesehen von seinen End- 
punkten in (P) verlaufenden Streckenzug (p,, p,) entsprechen. Die Lange 
von (p,, Pp.) sei <k-e, wo k eine ganze Zahl ist. Wir zerlegen sodann B 
in endlich viele Kontinua < ¢, B,, B,,..., B,,, dio zu je zweien héchstens 
einen Punkt gemein haben und die iiberdies so klein bestimmt sind, da8 
mindestens & von ihnen, etwa die Kontinua B,, B,,...,B, (l=) mit 
dem Bogen (b,,b,) Teilkontinua gemein haben (wobei einzelne Punkte 
nicht als Kontinua aufgefaBt werden). Die Kette B,, B,,...,B, von 
Kontinua iiberdeckt (b,, b,) vollsténdig und wir nehmen an, daB sie in 
der angeschriebenen Reihenfolge so geordnet sei, daB ein von b, nach b, 
sich bewegender Punkt von B der Reihe nach Punkte von B,, B,,..., B, 
durchlauft. Auf (6,,5,) liegen 1+ 1 Punkte 


Co =O, Cay lyre oer Gry Cy, dg, 


so daB jeder der 1 — 1 mittleren Punkte dieser Reihe zwei aufeinander- 
folgenden Kontinua der Kette gemein ist. Diesen Punkten ordnen wir 
auf dem Bogen (p,,p,) /-+-1 Punkte in entsprechender Reihenfolge zu: 


d,= p,, d,, dy, ..-,4,,4,,, = Po, 


so daB (p,,p,) durch dieselben in Stiicke < « zerfallt. Kommen unter 
den B, (¢>1) auch Kontinua vor, die mit (6,,5,) genau einen Punkt 
gemein haben, so lassen wir jedem von ihnen ein den Bogen (p,, p,) nicht 
durchsetzendes Polygon P; < ¢ entsprechen, das wir an (p,, p,) in einem 
Punkt ansetzen und das wir so klein wahlen, daB sein Innenbereich inner- 
halb von (P) liegt, und daB je zwei der angesetzten Polygone zueinander 
fremde Innenbereiche besitzen; gilt fiir den Punkt c, welcher den Durch- 
schnitt von B; (¢ >) mit (b,,6,) ausmacht, ¢;<c<c,,,, bzw. c—c, 
so heften wir das entsprechende Polygon P, in einem Punkt d an, fiir den 
d;<d<d,,,, baw. d=d, gilt; iiberdies heften wir alle in einem und 
demselben Punkt d an (p,, p,) anzusetzenden Polygone auf derselben Seite 
des Bogens (p,, p,)an. Ist ¢ <1, so liegen nun auf dem Bogen (d,_,, d,) 
im allgemeinen gewisse Punkte dj, dj,...,d;, in welchen Polygone an 
(P,, P,) angeheftet wurden. Dann kénnen wir aber den Bogen (d;_,, d,) 
in ein Polygon P; < e einschlieBen, so da8 sein Innenbereich (P,) zu den 
angehefteten Polygonen fremd ist und innerhalb (P) liegt und so, daB P, 
mit (p,,p,) die Punkte d;_,, dj, dz,...;d;,d; und nur diese Punkte ge- 
mein hat. Und da in jedem Punkt dj bloB auf einer Seite des Bogens 
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(p,, P.) Polygone angeheftet worden sind, kann P, als einfaches Polygon 
dieser Art bestimmt werden. Die Zuordnung von Polygonen zu den etwaigen 
iibrigen B, bietet keine Schwierigkeiten mehr. Auf jedem der bereits vor- 
handenen Polygone P, kénnen Punkte angegeben werden, die zu den Be- 
grenzungspunkten des entsprechenden Kontinuums B; isomorph liegen. In 
jedem solchen Begrenzungspunkt eines B; ist an B; ein System von ge- 
wissen B; angeheftet; zu diesem System kann ein isologes System von 
Polygonen konstruiert und an den entsprechenden Punkt von P, angeheftet 
werden. Damit ist der Hilfesats fiir n = 2 bewiesen. 


Ist n > 2, dann ist S = — 30, b,) ein gewohnlicher Baum, d. h. S lat 
tka 


sich darstellen als Summe endlich vieler Bogen C,, C,,..., C,,, die zu je 
zweien héchstens Endpunkte miteinander gemein haben und deren End- 
punkte mit singularen Punkten von S Gbersinetimmen. Diesen Bogen ent- 


sprechen gewisse Teilbégen Ci, C;,..., Cj, von 3(P5 p,)- Tilgt man 


‘b= 

beide Endpunkte von C;, so zerfillt B; die abgeschlossene Hiille der- 
jenigen Komponente, welche C; enthalt, nennen wir B;. B ist Summe der 
solcherart entstehenden Kontinua B,, B,, ..., B,, und endlich vieler Rest- 


kontinua B,,,,,..-,B,, deren jedes mit 2B, blo8 einen Punkt gemein 


hat, der entweder zu den n ausgesichneten Punkten b,, b,,..., 5, von B 
gehért oder mehreren von den /', gemein ist. Indem man nun die C, in 
Polygone einschlieBt, deren Innenbereiche in (P) liegen und zu je zweien 
fremd sind, und die mit jedem B, héchstens die zwei Endpunkte von C, 
gemein haben, und indem man ferner Polygone P, (¢ >m), welche den 
B, (i> m) entsprechen, in geeigneter Weise anheftet, erhilt man ein 
zu den Kontinua B,,..., B,,,..., B, isologes System von Polygonen, von 
denen jedes mit den iibrigen héchstens zwei Punkte gemein hat. Und auf 
jedes dieser Kontinua B,; und dieser Polygone P; kann die fiir n == 2 durch- 
gefiihrte Konstruktion des Hilfssatzes angewendet werden, wodurch auch 
die Fille n > 2 erledigt sind. 

Sei nun ein Baum B vorgelegt. Wir definieren durch Induktion ein 
Umgebungssystem von B und ein isologes System von Polygonen. Zuniichst 
zerlegen wir B in endlich viele Kontinua B,, B,,...,B,<e<1, die a 
je zweien héchstens einen Punkt gemein haben, und lassen ihnen ein iso- 
loges System P,, P,,..., P,, von Polygonen <e entsprechen. Wir nehmen 
sodann an, es seien bereits definiert die Kontinua < e"-'B;,.;,, und 
das entsprechende System von Polygonen < e"-'P;;;, ,. Dann zerlegen 
wir jede der Mengen B;,;,...;,., in endlich viele Kontinua B;,;,.;, ,. <e". 
die zu je zweien héchstens einen Punkt gemein haben und so, da ihnen 
in P;,;,...i,., ein isologes System von Polygonen P;, ;, ...i,.,~< e” entspricht. 
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Hieraus ergibt sich folgende Abbildung von B auf ein ebenes Kon- 
tinuum: Gehért der Punkt 6 von B bei jedem Schritt der eben definierten 
Zerlegung blo8 einem einzigen Kontinuum an, dann ordnen wir ihm den 
Durchschnitt der entsprechenden Polygone zu; da dieselben ineinander- 
geschachtelt sind und ihre Durchmesser gegen Null konvergieren, so ent- 
halt ihr Durchschnitt genau einen Punkt. — Gehért dagegen der Punkt 
b von B bei einem gewissen Schritt der Zerlegung zum erstenmal mehreren 
Kontinua an, dann ordnen wir ihm jenen Punkt zu, welcher den ent- 
sprechenden Polygonen gemein ist. Mit Riicksicht auf die Isologie zwischen 
dem Kontinua- und dem Polygonensystem zeigt man nun in einfacher 
Weise, daB die so definierte Abbildung umkehrbar eindeutig und stetig ist. 
Es ist damit ¢in topologisches Bild des Baumes B in der Ebene angegeben. 





(Eingegangen am 2. 12. 1925.) 














Uber konvexe Flichen und einschlieBende Kugeln. 


Von 
N. Kritikos in Athen. 


Herr T. Bonnesen hat in seiner Arbeit iiber das isoperimetrische 
Defizit ebener Figuren, Math. Annalen 91, S. 257, den Satz bewiesen: 


Jedes Oval O kann in einen von zwei konzentrischen Kreisen C und c 
begrenzten Kreisring in der Weise einbeschrieben werden, dap es zwischen 
den Kreisen liegt, jedoch mit jedem Kreis zumindest zwei Punkte gemein 
hat und zwar so, daB es auf C ein Punktpaar gibt, welches auf O von 
einem Punktpaar auf c getrennt ist. Fiir ein vorgelegtes Oval ist der 
Kreisring eindeutig bestimmt. 

Von diesem Satz wollen wir im folgenden einen Beweis geben, der 
vor demjenigen von Herrn Bonnesen den Vorzug hat, weitere Eigenschaften 
des Kreisrings hervortreten zu lassen und eine Verallgemeinerung auf den 
Raum zu gestatten. Wir fiihren den Beweis fiir den verallgemeinerten 
Satz im Raum; in der Ebene gelten vollstindig entsprechende Schliisse. 

1. Es sei K ein konvexer Kérper (das ist eine beschrinkte, abge- 
schlossene, nicht-ebene Punktmenge, die mit zwei Punkten auch die Punkte 
ihrer Verbindungsstrecke enthilt), F sei die Begrenzung. Ist M ein Punkt 
von K, so gibt es eine kleinste Kugel C(M) mit M als Mittelpunkt und 
einem Radius R(M), die K enthalt, und eine gréBte c(M) mit demselben 
Mittelpunkt und einem Radius r(M), die in K enthalten ist und sich 
auf einen Punkt reduziert, wenn M auf F liegt. 

Die Differenz D(M)= R(M)—r(M) ist eine nicht-negative, stetige 
Funktion von M in K. Nach einem Satz von WeierstraB erreicht sie 
also darin ihr Minimum, das offenbar dann und nur dann gleich Null ist, 
wenn K eine Kugel ist. Wir werden zeigen, da es nur eine Minimum- 
stelle gibt und daB der zugehdrige Kugelring durch geometrische Be- 
dingungen festgelegt werden kann, die eine Verallgemeinerung derjenigen 
des zitierten Satzes sind. 
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2. Wir behaupten zuniachst folgendes: 

Ein Punkt M von F ist keine Minimumstelle. 

Man lege namlich eine Stiitzebene des Kérpers durch M derart, daB 
ihre Normale MN ins Innere von K dringt. Sei N ein innerer Punkt 
von K, und es sei a der Radius einer Kugel mit N als Mittelpunkt, die 
ganz in K liegt. Fiir die Punkte M, der Strecke MN gilt 
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r(M,) = spy MM, 


Andererseits haben wir, unter A einen Schnittpunkt der Stiitzebene mit 
der Oberflache von C(M) verstanden, 


R(M,) <4, A. 


Nun ist R(M)— M,A= MA -— M,A unendlich klein von der 2. Ordnung 
in MM,. Also gilt fiir M, hinreichend nahe bei M: 


D(M,) < R(M) = D(M), w. z. b.w. 


3. Wir beschrinken uns jetzt auf Punkte M im Innern von K. Es 
ist klar, daB sowohl C(M) als auch c(M) mindestens einen Punkt mit F 
gemeinsam haben. Die Punkte, welche F und C(M) oder c(M) gemein- 
sam sind, wollen wir duBere bzw. innere Beriihrungspunkte des Kugel- 
rings nennen. Sie besitzen folgende Eigenschaft: Die Tangentialebene an 
die betreffende Kugel in einem Beriihrungspunkt ist eine Stiitzebene 
von K. 

Das ist fiir die auBeren Beriihrungspunkte evident. Fiir die inneren 
wird es so bewiesen: Sei J ein innerer Beriihrungspunkt, EZ die Tangential- 
ebene an c(M) in J. Gabe es Punkte von K auch auf der Seite von EZ, 
die von c(M) frei ist, z. B. den Punkt P, so wire PJ, als Sekante von 
c(M), im Innern des Tangentenkegels an c(M/) durch P enthalten, welcher, 
von P bis zum Beriihrungskreis, ein Teil von K ist. Demnach wire J 
ein innerer Punkt von K, was einen Widerspruch ergibt. 

4. Aus der letzten Eigenschaft folgt u. a., da8 die Projektionen a der 
auBeren Beriihrungspunkte von denjenigen i der inneren auf eine mit dem 
Kugelring konzentrische Kugel, vom Zentrum aus, verschieden sind. Wir 
behaupten jetzt folgendes: 

Kann man die Punkte a von den Punkten i durch eine Ebene trennen, 
d.h. eine Ebene finden, die keinen dieser Punkte enthalt und welche die 
a auf der einen, die i auf der anderen Seite laBt, so ist M keine Mini- 
mumstelle. 

Beweis. Da die Trennung entweder fiir alle konzentrischen Kugeln 
zugleich oder fiir keine méglich ist, gilt unsere Voraussetzung auch fiir 
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c(M) und C(M) als Projektionskugeln (Fig. 1). Seien e und Z zwei zu- 
gehérige parallele Trennungsebenen, die c(M) bzw. C(M) in zwei beziig- 
lich M dhnlich gelegenen Kreisen schneiden. Die 
iuBeren Beriihrungspunkte bilden eine abgeschlossene 
Punktmenge, also kann man zwischen sie und Z 
eine weitere parallele Trennungsebene einschalten, 
die C(M) in einem Kreise AB schneidet. Ebenso 
schalte man zwischen die inneren Beriihrungspunkte 
und e eine parallele Trennungsebene, die c(M) in 
einem Kreise CD schneidet. 

Betrachten wir noch die Normale zu diesen : 
Ebenen durch M und nennen wir S ihren Schnitt- = > 
punkt mit O(M) auf der Seite der ¢ relativ zu Z, T denjenigen mit c(M) 
auf der Seite der a relativ zu e. Die abgeschlossene Kugelkalotte ASB 
liegt ganz im AuBeren, die abgeschlossene Kugelkalotte C TD dagegen ganz 
im Innern von K. Wenn wir also auf der Strecke MT Punkte M, hin- 
reichend nahe bei M nehmen, so werden die Kugeln, die M, als Mittel- 
punkt und den Radius M,A haben, K enthalten, wiahrend die Kugeln 
mit demselben Mittelpunkt und dem Radius M,C in K liegen werden. 
Folglich ist 








D(M,) <M,A— M,C. 


Da aber bis auf héhere Potenzen des unendlich kleinen M M, 
lan 
R(M)= MA= M, A+ MM, cosTMA +..., 
vom 
r(M)= MC = M,C + MM,cosTMC +... 


ist, haben wir 
x PN . 

D(M,)<MA—MC— MM, (cos PMA — cos TUL) +... 
Also gilt, wegen 

ali Pn Ae 

TMA <TMC <2, 
fiir M, hinreichend nahe bei M 
D(M,)< MA— MC =D(M), 

was unsere Behauptung beweist. 

5. Aus dem Vorhergehenden folgt, daB der oder die Kugelringe, fiir 
die D(M) ihr Minimum in K erreicht, solche auBeren und inneren Beriih- 
rungspunkte aufweisen, daB ihre respektiven Projektionen auf eine kon- 
zentrische Kugel, vom Zentrum aus, durch keine Ebene getrennt werden 


kénnen; insbesondere also gibt es mindestens zwei Beriihrungspunkte 
jeder Art. 


Mathematische Annalen. 96. 38 
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Wir werden jetzt nach Herrn Bonnesen zeigen, daB es nur einen 
Kugelring geben kann mit auBeren und inneren Beriihrungspunkten, deren 
respektive Projektionen sich nicht trennen lassen. 

Beweis. Nehmen wir an, es gabe zwei solche Kugelringe mit den 
Mittelpunkten M, und M, (Fig. 2). C(M,) und C(M,) haben dann einen 
Bereich gemein, der K enthalt, und weil sie beide F 
mindestens zweimal beriihren, miissen sie einander 
in einem Kreise PQ schneiden. Die zwei Kugel- 
kalotten von C(M,) und C(M,), die den Bereich 
begrenzen, seien B, und B, genannt. 


Die inneren Kugeln ¢(M,) und c(M,) haben 
ebenfalls zumindest zwei Punkte mit F gemein, also 
kénnen sie nicht ineinander liegen und haben einen 
auBeren gemeinsamen Tangentenkegel. Zwei Ka- 

Fig. 2. lotten 6, und b, von ¢(M,) und c(M,) umgrenzen 
zusammen mit dem beriihrenden Mantelstiick des 
Kegels einen konvexen Teil von K. 


Nun mu8 F auf den Kugelkalotten B, und 6, Punkte haben, deren 
respektive Projektionen auf c(M,), von M, aus, keine Trennung gestatten. 
Dafiir ist notwendig, daB die Raumwinkel M,(B,) und M,(6,) einen ge- 
meinsamen Strahl haben, da also M,P innerhalb M,(b,) oder auf dessen 
Begrenzung liegt. Entsprechend darf M,P nicht auBerhalb des Raum- 
winkels M,(6,) liegen. Das ist aber unméglich, denn die Raumwinkel M,(b, ) 
und M,(b,) haben ersichtlich keinen gemeinsamen Punkt. 





Es gibt also nur einen Kugelring, bei welchem die duBeren und in- 
neren Beriihrungspunkte Projektionen haben, die keine Trennung gestatten. 
Diese negative Bedingung kann nun leicht durch Betrachtung der kon- 
vexen Hiillen der gleichartigen Projektionen in eine Adquivalente positive 
umgewandelt werden, und so bekommen wir schlieBlich den Satz: 


Jede Begrenzung eines konvexen Koérpers kann in einen aus zwei 
konzentrischen Kugeln bestehenden Kugelring in der Weise eingeschlossen 
werden, daB sie mit jeder der zwei Kugeln zumindest zwei oder drei Be- 
rithrungspunkte hat, deren respektive Projektionen auf eine konzentrische 
Kugel, vom Zentrum aus, zwei Strecken oder Dreiecke mit gemeinsamem 
Punkt bilden. Fiir eine vorgelegte Begrenzung ist der Kugelring eindeutig 
bestimmt und besitzt die kleinste Dicke unter allen Kugelringen aus kon- 
zentrischen Kugeln, in welche die Begrenzung eingeschlossen werden kann. 


(Eingegangen am 1. 11. 1925.) 
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Bemerkungen zur Arbeit von Herrn Ch. H. Mintz tiber 
das Plateausche Problem (Math. Annalen 94, S. 53—96).*) 


Von 
Tibor Radé in Szeged (Ungarn). 


Im ersten, flichentheoretischen Teile der im Titel genannten Arbeit*) 
fiihrt Herr Miintz gewisse Abschitzungen durch (seine Formeln 13, 17**, 


19**, 19), welche fiir den im zweiten Teile entwickelten Existenzbeweis 
grundlegend sind. Das Verfahren von Herrn Miintz stellt die Verallge- 
meinerung einer auBerst geistreichen Methode von Herrn S. Bernstein dar 
und lauft dementsprechend letzten Endes auf gewisse geometrische Kon- 
vergenzsdtze hinaus. In dem von Herrn 8. Bernstein urspriinglich betrach- 
teten Falle tritt als letztes Glied der SchluBkette die bekannte Tatsache 
auf: werden auf einer Raumkurve drei Punkte angenommen, wird durch 
diese drei Punkte eine Ebene gelegt, und la8t man hierauf die drei Punkte 
gegen einen und denselben Punkt der Kurve konvergieren, so konvergiert 
die entsprechende Ebene gegen die Schmiegebene in diesem Kurvenpunkte. 
Analoge geometrische Konvergenzsitze bilden auch bei Herrn Miintz das 
Endglied der SchluBketten; es treten dabei an die Stelle der Ebenen be- 
sondere Minimalflachen, welche gewissen mehrparametrigen algebraischen 
Flachenfamilien angehéren. 

Diese geometrischen Konvergenzsitze beweist aber Herr Miintz nicht, 
er deutet auch die Richtung nicht an, in welcher der Beweis zu suchen 


wire; ja er spricht diese Saitze gar nicht aus, er wendet dieselben still- 
schweigend an®*). 


*) Anmerkung der Redaktion. Die Redaktion der Annalen ist zwar grund- 
sitzlich der Aufnahme von Beitragen mit polemischer Tendenz oder Form abgeneigt; 
gleichwohl glaubt sie die nachfolgenden Ausfiihrungen von Herrn Radé und die fol- 
gende Antwort von Herrn Mintz abdrucken zu sollen, da diese Erérterung in der 
Tat zu einer sachlichen Klaérung von Fragen dienen kann, denen man vielfach nicht 
geniigend Beachtung geschenkt zu haben scheint. 

1) Im folgenden mit & zitiert. 

*) Es handelt sich um M, 8. 72—75, insbesondere S. 72. 
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Es werde nun daren erinnert, da8 bereits der von Herrn 8S. Bernstein 
herangezogene einfache Konvergenzsatz iiber die Schmiegebene, wenn man 
denselben vollkommen streng beweisen will, zu ganz hiibschen analytischen 
Betrachtungen AnlaB gibt; H. A. Schwarz und T. J. Stieltjes haben diesen 
Betrachtungen je eine kleine Arbeit gewidmet*). Sie haben gleichzeitig 
auf Verallgemeinerangen hingewiesen; beispielsweise kann man statt der 
dreiparametrigen Familie aller Ebenen die vierparametrige Familie aller 
Kugeln ins Auge fassen. 

Will man nun diese Satze auf allgemeinere algebraische Flachen- 
familien verallgemeinern, so werden die Dinge wesentlich komplizierter. 
Die Tatsache, da8 eine Kurve und eine Ebene eine n-punktige Beriihrung 
haben, wird bekanntlich durch das Bestehen gewisser rein analytischer 
Beziehungen zwischen den Bestimmungsstiicken der Kurve und der Ebene 
ausgedriickt. Bei den in Rede stehenden Sitzen handelt es sich nun 
darum, das Bestehen dieser analytischen Relationen aus dem Umstande 
zu erschlieBen, daB die betrachtete Ebene durch gewisse algebraische 
Flachen approximiert werden kann, welche mit der Kurve je n getrennte 
Punkte gemein haben, wobei diese n Punkte gegen den betrachteten 
Kurvenpunkt konvergieren. Eine einfache Betrachtung lehrt aber, daf 
die Méglichkeit eines derartigen Schlusses wesentlich von der besonderen 
Struktur der herangezogenen Flichen abhingt, indem nimlich die frag- 
lichen geometrischen Konvergenzsitze im allgemeinen iiberhaupt nicht mehr 
giiltig bleiben. 

Demnach erscheint es notwendig, die jeweilige Giiltigkeit der frag- 
lichen Satze durch eine Diskussion der verwendeten Flaichenfamilien sicher- 
zustellen; auf eine derartige Diskussion geht Herr Miintz gar nicht ein. 
Ich habe nun die von Herrn Miintz herangezogenen Flichenfamilien 
etwas genauer betrachtet und zunichst gefunden, daB diejenigen Eigen- 
schaften dieser Familien, die durch Herrn Miintz im Laufe seiner Dar- 
stellung in Betracht gezogen werden, weder fiir die Giiltigkeit der geome- 
trischen Konvergenzsitze noch fiir die Giiltigkeit der aus denselben ge- 
zogenen Schliisse hinreichend sind. Eine weitere einfache Betrachtung 
lieS dann solche Besonderheiten dieser Flachenfamilien erkennen, die an 
sich geeignet sein kénnten, die Giiltigkeit der geometrischen Konvergenz- 
sitze in Frage zu stellen. Und so gelangte ich zur Ansicht, die ich im 
folgenden begriinden méchte, da durch das Stillschweigen, welches Herr 
Miintz iiber diese Satze beobachtet hatte, eine wesentliche Liicke in seinem 
Existenzbeweise entstanden ist. 


%) H. A. Schwarz, Abhandlurgen 2, S. 296-302; T. J. Stieltjes, Oeuvres 2, S. 11” 
—123. Von Lehrbiichern vgl. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 
1, § 4. 
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1. Herr Miintz betrachtet eine einfache geschlossene Raumkurve K 
und setzt voraus, da8 dieselbe analytisch ist, eine .einfache konvexe 
xy-Projektion hat und keine vertikale Schmiegebene besitzt. Dann fiihrt 
er, in Verallgemeinerung eines 8S. Bernsteinschen Verfahrens, eine gewisse 
fiinfparametrige algebraische Flachenfamilie ein; wir wollen die Parameter 
mit x,A,,4,, 44,4, und die entsprechende Fliche mit S(x, A,, 4,, 4,, 4,) 
bezeichnen. Die Flachenfamilie weist dann die Besonderheit auf, daB fiir 
x =0 die Flache S(x,A,,4,,4,,4,) in eine Vertikalebene ausartet. 

Fiir die Zwecke von Herrn Miintz ist nun der folgende ,,Satz tiber 
den Parameter x“ von entscheidender Bedeutung. 


Satz tiber den Parameter x. Es werde die Gesamtheit derjenigen 
Flachen S(x,4,,4,,4,,4,), die mit der vorgelegten Raumkurve fiinf ge- 
trennte Punkte gemein haben, ins Auge gefapt und mit = bezeichnet. 
Dann bleibt fiir diese Flachen der absolute Betrag des Parameters x «ber- 
halb einer positiven Schranke. 

Der Deutlichkeit wegen méchte ich hier schildern, wie man diesen 
Satz auf gewisse geometrische Konvergenzsdtze reduziert. Fiir x = 0 artet 
die Flache S(x,4,,4,,4,,4,) nach Voraussetzung in eine Vertikalebene 
aus; da die Kurve K eine konvexe xy-Projektion hat, so kann diese Ver- 
tikalebene keine fiinf getrennten Punkte mit der Kurve gemein haben. Fiir 
keine Flache von = kann also |x| gleich Null sein; es wird aber dariiber 
hinaus behauptet, daB |x| auch nicht beliebig klein werden kann. Zum 
Beweise wird im Gegensatz zur Behauptung angenommen, daB aus eine 
Flachenfolge S,, S,,...,8,,... ausgewahlt werden kann, fiir welche | x | 
gegen Null geht*). Die Flache S, hat mit der Kurve K fiinf getrennte 
Punte P;”,..., Ps” gemein; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann 
man annehmen, da jeder dieser fiinf Punkte einer Grenzlage zustrebt. 
Seien P,, P,,..., P, diese Grenzpunkte. Da beim Grenziibergange die 
Flaichenfolge S,, wegen x—+0, in eine gewisse Vertikalebene E* ausartet, 
so liegen diese Punkte augenscheinlich auf Z*. Da nun die Vertikalebene E* 
mit der Kurve K, infolge der konvexen x y-Projektion dieser Kurve, nicht 
mehr als zwei getrennte Punkte gemein haben kann, so miissen entweder alle 
fiinf Punkte zusammenfallen, oder aber es mu8 zwei getrennte Punkte A 
und B auf der Kurve K geben, so daB gewisse mit A, gewisse mit B 
zusammen fallen. 

Es gibt also gewi8 einen Punkt auf der Kurve, wir wollen diesen 
Punkt mit P, bezeichnen, so daB beim Grenziibergange von den finf 
Schnittpunkten P{”,  ..., wenigstens drei gegen P, konvergieren. 
Da aber, wegen x-+0, die Flaichen §, in eine durch den Punkt P, 


*) Vgl. hierzu Nr. 6, a) der vorliegenden Note. 
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gehende Vertikalebene Z* ausarten, so miiBte diese Vertikalebene mit der 
Kurve K im Punkte P, eine wenigstens dreipunktige Beriihrung haben. 
Dies widerspricht aber der Voraussetzung, daB die Kurve K keine verti- 
kale Schmiegebene besitzt, und damit ist die Annahme, daB der Para- 


meter x fiir die Flachen von = beliebig kleine Werte annehmen kénnte, 
ad absurdum gefiihrt’). 


2. Den springenden Punkt dieses indirekten Beweises bildet, wie man 
sieht, ein recht allgemeiner geometrischer Konvergenzsatz; wir wollen einen 
besonderen Fall desselben genau formulieren. 


Spezieller geometrischer Konvergenzsatz. Auj der Kurve K 
wird ein fester Punkt P, vorgegeben. In der Nahe von P, werden auf K 
fiinf getrennte Punkte angenommen, und durch diese fiinf Punkte wird 
eine Flache der oben erwahnten fiinfparametrigen Flachenfamilie gelegt. 
Es wird noch vorausgesetzt: lift man die fiinf Punkte gegen den festen 
Punkt P, konvergieren, so artet die entsprechende Fliche in eine durch P, 
gehende Vertikalebene E* aus. 


Dann wird behauptet, daB die Grenzebene E* mit der Kurve K im 
Punkte P, eine fiinfpunktige Beriihrung hat. 

Es werde aber ausdriicklich darauf hingewiesen, daB fiir die Zwecke 
von Herrn Miintz noch allgemeinere Sitze erforderlich sind. Wahrend 
bei diesem speziellen Satze, kurz gesagt, mit Hilfe einer fiinfparametrigen 
Familie eine fiinfpunktige Beriihrung zu erweisen ist, handelt es sich bei 
den allgemeineren Satzen darum, mit Hilfe einer n-parametrigen Familie 
eine k-punktige Beriihrung festzustellen, wobei n = 5,7, 9 und & im all- 
gemeinen kleiner als n ist. 

Ob der Umstand k<n wesentlich ist, kann erst beim Beweise er- 
kannt werden. Eine eingehende Besprechung dieser Satze wire aber auch 
aus folgendem Grunde notwendig. Uber die Randkurve K wurde insbe- 
sondere vorausgesetzt, daB sie analytisch ist. Diese Voraussetzung ist 
aber nicht notwendig, wie Herr Miintz gelegentlich bemerkt; es geniigt, 
wenn die Kurve hivreichend oft derivierbar ist. Wenn man die in Nr. 1 
dieser Note geschilderte Uberlegung durchgeht, so erkennt man, da die 
héhere Derivierbarkeit der Kurve explizite gar nicht verwendet wird; die 
Regularitatseigenschaften der Kurve wiirden eben erst beim Beweise der 
geometrischen Konvergenzsatze eingreifen. Erst beim Beweise dieser Satze 
wiirde man also iiber den wichtigen Punkt Aufschlu8 erhalten, welche 


Regularititseigenschaften der Kurve K fiir die Schliisse von Herrn Miintz 
notwendig sind. 


5) Siehe M, 8S. 72 unten und 8. 75 Mitte. 
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8. Ich will nun meine Ansicht begriinden, daB die fraglichen geome- 
trischen Konvergenzsitze einen sorgfaltigen Beweis erfordern; um aber mit 
abstrakten Erérterungen keine Zeit zu verlieren, betrachte ich zuniichst 
ein Beispiel, welches den Sachverhalt beleuchten soll. 


In der xy-Ebene sei die algebraische Kurvenschar 


(1) (y—1+*)(y—1+ 2x)(y—1+ 8x) + *d, 44,4, (2? +y*) =0 
vorgelegt. Sei 0<*<}; dann kann man, wie wir zeigen wollen, fir 
die iibrigen Parameter solche von Null verschiedene Werte einsetzen, daB 
die entsprechende Kurve mit dem Einheitskreise x* + y* = 1 sechs ge- 
trennte Punkte gemein hat. In der Tat, setzen wir x*-+ y*=1 in (1), 
so erhalten wir fiir y eine Gleichung dritten Grades; wenn wir noch 
4, =4, =4,=1 wahlen, so lautet diese Gleichung 


(y—1+)(y—1+42x)(y—1+38x)+ix=—0. 


Fiir 4,=-0 hat man die drei verschiedenen Wurzeln 1—x, 1 — 2x, 
1 — 8x; wenn A, hinreichend klein, aber von Null verschieden gewahlt 
wird, so wird man ebenfalls drei getrennte Wurzeln haben, die wenig von 
1—x, 1—2x, 1— 8x abweichen. Wir kénnen und wollen also A, +0 
so wiahlen, daB die Gleichung drei getrennte Wurzeln »’, 7”, 7” hat, die 
zwischen 1 und 1 — 4x liegen; wegen 0 < x <} haben wir dann 


(2) 0<1—4x<7',n",9" <1. 


Aus z* + y*=1 erhalten wir die Abszissen der Schnittpunkte mit dem 
Einheitskreise. Es gibt also sechs getrennte Schnittpunkte; zwei haben 
die Ordinate 7’, zwei die Ordinate 7” und zwei die Ordinate 7”. Da 
nun nur 0 < x <1} vorausgesetzt wurde, so kénnen wir diesen ProzeB fiir 
eine gegen Null konvergierende Folge x‘), x®,..., x, ... .wiederholen, 
und erhalten eine Folge von Kurven, yy”, y®,...,7,..., die mit dem 
Einheitskreise je sechs getrennte Schnittpunkte haben; wie aus (2) er- 
sichtlich, konvergieren diese sechs Schnittpunkte gegen den Punkt (0,1) 
des Einheitskreises. 

Wir gehen nun zu drei Dimensionen iiber und bezeichnen mit 
S(x,4,, 4g, 4,, 4,) diejenige Zylinderfliche mit vertikalen Erzeugenden, 
welche die Leitkurve (1) hat; wir kénnen die Gleichung dieser Flachen- 
familie in der Form schreiben 

dy dgig i, (z*+y? 
(3) ym 1 
und wollen die Glichung der Familie gerade in dieser Form verwenden. 
Mit K.bezeichnen wir den Einheitskreis der zy-Ebene; dann sind die 
Miintzschen Voraussetzungen iiber K gewiB erfiillt. 
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Setzen wir in (3) fiir x den Wert Null ein, so ergibt sich y— 1 = 0; 
fiir x = artet also die Flache S(x, 4,,4,,4,,4,) in eine Vertikalebene 
aus. Bezeichnen wir mit S,,8,,...,8,,... diejenigen Zylinderflachen 
unserer Familie, welche die oben erklirten Kurven yy, y®,...,y™,.. 
zu Leitkurven haben, so hat S, sechs getrennte Punkte mit dem Einheits- 
kreise K gemein, und der zugehérige Parameterwert x™ konvergiert dabei 
gegen Null. Alle die Momente, auf welche sich Herr Miintz beim Beweise 
des Satzes iiber den Parameter x beruft, sind also vorhanden, der Satz 
selbst gilt aber nicht. 


Aus diesem Sachverhalte ersehen wir bereits, da fiir die Giiltigkeit 
des Satzes tiber den Parameter x gerade solche Momente entscheidend sein 
miissen, die Herr Miintz gar nicht in Betracht gezogen hatte. 


4. Wenden wir die in Nr. 1 geschilderte indirekte SchluBweise auf 
unser Beispiel an, so bleiben wir erst bei den geometrischen Konvergenz- 
sitzen stecken; diesen Punkt wollen wir nun genauer ins Auge fassen. 

Sind wieder S,,S,,...,S,,... die in Nr.3 eingefiihrten Zylinder- 
flichen, so hat S, sechs, also um so mehr fiinf getrennte Punkte mit dem 
Einheitskreise gemein. Beim Grenziibergange konvergieren diese Schnitt- 
punkte gegen denselben Punkt (0,1) des Einheitskreises, und die Flache 
artet dabei in die Vertikalebene y—1—0 aus. Alle Voraussetzungen 
des speziellen geometrischen Konvergenzsatzes sind also erfiillt, es ist 
aber ganz klar, daB die Grenzebene y—1—( mit dem Einheitskreise 
keine fiinfpunktige Beriihrung hat — der geometrische Konvergenzsatz ist 
also nicht erfiillt. 

Dieses negative Ergebnis wird wohl niemanden iiberraschen. Ganz 
trivial sind namlich die folgenden Feststellungen. 


Feststellung I. Fiir den speziellen geometrischen Konvergenzsatz 
geniigt es nicht, wenn die Flachen beim Grenziibergange irgendwie in eine 
Ebene ausarten. Das wesentliche ist, in welcher Weise diese Ausartung 
erfolgt. 


Feststellung II. Insbesondere mu8 unbedingt verlangt werden, daB 
die Ausartung die hinreichend glatte Konvergenz gegen die Grenzebene 
involviert; beispielsweise mu8 in der Umgebung des Punktes P, auch die 
Normalenrichtung der Flachen gleichmaBig gegen die Normalenrichtung 
der Grenzebene konvergieren (was aber an sich natiirlich nicht hinreicht). 

Die Ausartung in unserem Beispiel bedeutet hingegen weiter nichts 
als eine willkiirliche Festsetzung; man erkennt dies am besten, wenn man 
die Gleichung der Flachenfamilie in ganzer rationaler Form zugrunde legt, 
also Gleichung (1) verwendet. Setzt-man in Gleichung (1) fiir x den 
Wert Null ein, so ergibt sich (y—1)*= 0, also die dreifach zu zihlende 
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Ebene y—1=0. Dreifach gezahlt, liefert diese Ebene tatsichlich sechs 
zusammenfallende Schnittpunkte mit dem Einheitskreise, der spezielle geo- 
metrische Konvergenzsatz ist also eigentlich auch jetzt richtig, nur mu8 
derselbe richtig, namlich algebraisch, interpretiert werden. Dann aber 
driickt derselbe eine Trivialitét aus und stellt keinen Widerspruch mit 
der differentialgeometrischen Tatsache dar, daS der Einheitskreis keine 
vertikale Schmiegebene besitzt. 


Feststellung III. Wenn fiir x0 die Flache S (x, 4,, dg, dg, 4) 
in eine mehrfach zu zahlende Vertikalebene ausartet, so artet der spezielle 
geometrische Konvergenzsatz im aligemeinen in eine Trivialitaét aus, und 
der Satz iiber den Parameter x verliert tm allgemeinen seine Giiltigkeit. 

5. Mit diesen Erfahrungen wenden wir uns nun den von Herrn Miintz 
verwendeten Flaichen zu. Mit Mt, werde die Minimalflaiche 


x= x*(u+"— uo?) 
8 > 


(4) y=2x*uv, 

e=x*(v +o — uv) 
bezeichnet, die in der durch Herrn Miintz betrachteten fiinfparametrigen 
Familie enthalten ist*). Wir fihren mit Herrn Miintz neue Variablen 
u*,ov* durch xu =u*, xv =v* ein, wodurch (4) iibergeht in 


*3 
a ee ae 
a= x? u* + —- — uty, 
y= 2xu*v*, 
*3 
z= x*y* + —— — v*u*?, 


Setzen wir hier x = 0, so ergibt sich y= 0, e==0, z=£0; dieser Sach- 
verhalt wird durch Herrn Miintz durch die Aussage charakterisiert, daB 
die Fliche M,, fiir x0 in die Vertikalebene y= 0 ausartet’). In ana- 
logem Sinne ist die Ausartung beim Satze iiber den Parameter x und beim 
geometrischen Konvergenzsatze zu verstehen. 

Mit Riicksicht auf Feststellung II wollen wir nun zusehen, wie die 
Ausartung der Flaiche 9, in die Ebene y=0 in der Umgebung des 
Punktes (0, 0, 0) aussieht. Der Punkt (0, 0, 0) liegt auf Mt, und ent- 
spricht dem Wertsystem u=—0, v=. Aus (4) erhilt man, daB fiir 
u=0, v=0 die Funktionaldeterminante en von Null verschieden ist, 
in der Umgebung des Punktes (0, 0, 0) kann also die Flache in der 


*) M, 8. 71, Formel 17*. 
”) M, 8. 72 unten. 
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Form y= analytische Funktion von x und z dargestellt werden, dieser 
Punkt ist also, in differentialgeometrischer Beziehung, ein absolut regularer 
Flachenpunkt. AuBerdem wird dort die Flache gerade durch die Grenz- 
ebene y = 0 beriihrt. Wir setzen nun in (4) 


*«=1, v=0 


und erhalten einen Punkt von M,, der mit P, bezeichnet werden médge. 
Dieser Punkt P, hat die Koordinaten (¢x*, 0, 0), konvergiert also fir 
x—»0 gegen (0,0,0). Man stellt fest, daS im Punkte P, die Fliche M, 
eine horizontale Beriihrungsebene hat. Wird also eine beliebig kleine Um- 
gebung des Punktes (0, 0,0) betrachtet, so liegt dort, wenn x hinreichend 
klein ist, sowohl ein Punkt von WM, mit vertikaler, wie auch ein Punkt 
mit horizonialer Tangentialebene, nimlich (0, 0, 0) bzw. P,. In der 
Umgebung des Punktes (0, 0, 0) ist also die Konvergenz der Flache M, 
gegen die Grenzebene y= 0 nicht glatt. Die Ausartung im Miintzschen 
Sinne involviert also die glatte Konvergenz gegen die Grenzebene nicht. 

Mit Riicksicht auf Feststellung III wollen wir noch iiber die alge- 
braische Gleichung der Flache Mt, eine Bemerkung einschalten. Bekanntlich 
ist diese Flache von der neunten*) Ordnung. Driicken wir aus der zweiten 
Gleichung (4) v durch u aus und gehen wir damit in die erste und dritte 
Gleichung ein, so erhalten wir zwei Gleichungen vierten Grades fiir w. 
Wenn wir die Resultante gleich Null setzen, so ergibt sich eine Gleichung 
zwischen xz, y und z, die aber noch héheren als neunten Grades ist; durch 
einfache, aber etwas weitliufige Rechnungen erhalten wir dann, nach Ab- 
spaltung leicht erkennbarer fremder Faktoren, eine Gleichung mit dem 
richtigen Grade 9 und mit folgenden Eigenschaften. 

A. Die Gleichung hat die Form 


(5) y°+Q(z,y,2,%)=0, 
wobei Q ein Polynom, mit rein numerischen Koeffizienten, von z, y, z, x 
bedeutet, welches in bezug auf x, y, z vom achten Grade ist. 

B. Das Polynom Q verschwindet fiir x = 0 identisch. 

Mit Riicksicht darauf, daB die Fliche Mt, von neunter Ordnung ist, 
stellt also (5) die Gleichung der Flache in ganzer rationaler Form dar. 
Setzen wir in dieser Gleichung x = 0, so erhalten wir nach B: 

y’=0. 


Fiir x = 0 artet hiernach die Fliche M,, in die neunfach zu zahlende 
Vertikalebene y = 0 aus. 





*) Vgl. Darboux, Théorie générale des surfaces, 1, p. 217 und p. 369. 
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Es liegt also eine weitgehende Analogie mit unserem Beispiele vor. 
Die Miintzsche Erkldrung der Ausartung ist eine an sich willkiirliche 
Festsetzung; diese Festsetzung entspricht dem algebraischen Sachverhalte 
nicht und involviert die glatte Konvergenz nicht. Mit Riicksicht auf die 
Bemerkungen in Nr. 4 diirfen wir also sagen: wenn trotzdem der Satz 
iiber den Parameter x und der geometrische Konvergenzsatz in dem von 
Herrn Miintz benétigten Umfange bestehen bleiben, so kann man sich 
hiervon nur durch eine sorgfdltige Diskussion der Besonderheiten der 
jewetligen Sachlage iiberzeugen. 

Da eine derartige Diskussion in der Arbeit von Herrn Miiniz voll- 
kommen fehit, so scheint mir dort eine Liicke vorzuliegen. 

6. Ich méchte zur Erginzung folgendes hinzufiigen. 

a) Die positive untere Schranke, deren Existenz im Satze iiber den 
Parameter x behauptet wird, mu8 noch eine fiir die weiteren Entwick- 
lungen von Herrn Miintz wesentliche Eigenschaft besitzen; diese Schranke 
darf namlich nur von der Kurve K selbst abhingen, sie muB eine dieser 
Kurve eigentiimliche Konstante sein. Da zum Nachweis der Existenz 
dieser Konstante nur ein indirekter Beweis angedeutet wird, so mu8 man 
streng darauf achten, da8 dabei nur solche Momente in Betracht gezogen 
werden, welche nur die Kenntnis der Kurve K involvieren. 


Nun aber verwendet Herr Miintz im Laufe seines Beweises den Aus- 
druck Oskulationsflache (M, 8.72, Zeile 4 von unten); darunter ist eine 
Flache zu verstehen, welche der von uns mit 2 bezeichneten Gesamtheit 
angehért (s. den Wortlaut des Satzes iiber den Parameter x in Nr. 1), 
und iiberdies in einer gewissen Beziehung steht zu derjenigen Minimal- 
fliche, welche durch K begrenzt wird. An der erwahnten Stelle wird nicht 
angegeben, in welcher Weise diese Oskulationsflichen die Schliisse beein- 
flussen sollen; es werde aber ausdriicklich darauf hingewiesen, daB diese 
Heranziehung der Oskulationsflichen zunachst einer friiheren Bemerkung 
von Herrn Miintz widerspricht (M, S. 72, Zeile 10—11 von oben), und 
iiberdies geeignet ist, den wichtigen Umstand zweifelhaft zu machen, da8 
die fragliche untere Schranke tatsachlich nur von der Kurve K abhingt. 

b) Dem Beweise des Satzes iiber den Parameter x fiigt Herr Miintz 
eine algebraische Bemerkung hinzu. 

Da die betrachtete Familie von fiinf Parametern abhangt, so wird, 
wenn (2,, Y,, 2), «++» (%s» Ys» %) die fiinf Schnittpunkte einer Flache 
von = mit K bezeichnen, eine algebraische Gleichung fiir x bestehen, 
deren Koeffizienten nur von den Koordinaten dieser fiinf Schnittpunkte ab- 
hangen. Da nun, schlieBt Herr Miintz (vgl. M, 8.73 oben), die Existenz 
einer positiven unteren Schrexuke fur |x| bereits festateht (gemeint ist der 
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in Nr. 1 geschilderte indirekte Beweis), so wird auch diese Gleichung not- 
wendig eine positive untere Schranke fiir |x| liefern, welche Schranke mit 
rein algebraischen Mitteln bestimmbar ist. 

Ohne das hiermit ausgesprochene allgemeine Prinzip naher zu betrach- 
ten, will ich nur feststellen, daB Herr Miintz iiber die Beschaffenheit und 
die Handhabung dieser rein algebraischen Mittel keine Angaben macht. 
Die erwahnte ‘algebraische Bemerkung kann also meine SchluBfolgerung 
auf das Vorhandensein einer wesentlichen Liicke nicht beeinflussen. 

ce) Herr Miintz fiihrt der Reihe nach fiinf-, sieben-, neunparametrige 
Flachenfamilien ein, und beruft sich dabei auf seine Entwicklungen im 
fiinfparametrigen Falle (M, 8.75). Diejenigen Momente, die er im fiinf- 
parametrigen Falle in Betracht zieht, reichen aber nach den Bemerkungen 
dieser Note an sich nicht hin, um die Giiltigkeit seiner Schliisse zu sichern. 
Es erscheint hiernach notwendig, diejenigen gemeinsamen Eigenschaften 
dieser Flaichenfamilien aufzudecken, welche eine gleichmaBige Behandlung 
der geometrischen Konvergenzsitze erméglichen. 


Szeged, den 22. November 1925. 


(Eingegangen am 27. 11. 1925.) 








Zum Plateauschen Problem. 
Erwiderung auf die vorstehende Note des Herrn Rado. 
Von 
Ch. H. Miintz in Berlin-Nikolassee. 


Die kurze Fassung einiger Punkte meiner zitierten Arbeit (M) hat zu 
MiB®verstandnissen AnlaB gegeben, die im folgenden behoben werden sollen. 


I. 


1. Herr Radé nimmt an (R1), ich hatte stillschweigend einen von 
ihm formulierten ,Satz iiber den Parameter x“ benutzt. Diese Annahme 
trifft nicht zu, und der betreffende Satz ist in unserem Falle evident falsch: 
man braucht nur die Schnitte einer geschlossenen zy-Kurve mit den 
xy-Spuren der benutzten ¢laichen zu betrachten. 

Es kommen eben nicht alle Flichen ®, der Familie 2 in Frage, 
sondern nur solche (M §9), die im Sinne meiner Arbeit Oskulations- 
flachen sind oder zumindest es sein kinnten, woriiber die Kriterien (vgl. u. II) 
a. a. QO. implizite gegeben worden sind. 

2. Der mir des weiteren zugeschriebene ,spezielle geometrische Kon- 
vergenzsatz“ ist ebenfalls falsch (vgl.u. II) und ebenfalls von mir nicht 
benutzt worden’). 

3. Der a. a.O. mehrfach gegebene Hinweis auf die Oskulationsflichen 
(u. a. 8.72, Z. 4 v.u.), als Stiitze der Beweisfiihrung gedacht, wird von 
Herrn Radé (R 6a) als ,,Widerspruch zu einer friiheren Bemerkung“ (8. 72, 
Z.10—11) meiner Arbeit bezeichnet. Es ist mir leider nicht verstind- 
lich, worin dieser Widerspruch bestehen kénnte: Es wird ibd., Z. 10—11 
nur gesagt, daB die fraglichen Oskulationsflichen ®* einer dort ange- 
gebenen Gesamtheit (2) angehéren, und dies ist richtig. 

Ubrigens hingen die Flichen R* implizite nur von K ab; wie ihre 
Heranziehung zu handhaben ist, sei jetzt auseinandergesetzt. 








1) Zur Literatur wire noch H. A. Schwarz, Werke II, 309—311 zu nennen. 
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II. 


1. In einem inneren Punkte O eines reguliren Minimalflachenstiickes ® 
ist nach vollzogener Drehung zu p= 0 (M §9) der Parameter o reell 
und iiberdies, zugleich mit w~*, gleichmaBig beschrinkt*). Entsprechend 
der Zweideutigkeit der Gau8schen Abbildung durch parallele Normalen 
ist w ebenfalls zweideutig, ebenso allgemeiner (ohne Drehung zu p = 0) 
die WeierstraBschen Parameter 


_— 2 2 ~—e 2 2 
w=utiv= q+Vl+p*+¢ ai q+yit+p*+¢ 


l+pi”’ 1+p* 








[M(14)], wobei hier |w|, |w~*|, |u|, |w-*|, v gleichmaBig beschriankt 
sind; die Punkte mit «= 0 bilden auf den benutzten Hilfsflichen ®* an 
sich eine vertikale Gerade (Z-Achse), fiir die Beriihrung aber kommen 
nur zwei getrennte endliche Stiicke von ®* in Frage, wobei auf dem einen 
stets u > 0, auf dem andern stets u < 0 ist und die Wahl des Vorzeichens 
uns freisteht. 

2. Fiir jede Oskulationsfliche sind die reellen Parameter x und t = tgy 
in endlichvieldeutiger Weise bestimmt aus M(16)—(16); man kann dabei 
nach Belieben und unabhiangig voneinander iiber die Vorzeichen von cos y, 
siny und x verfiigen (das Vorzeichen von x entscheidet iibrigens iiber 
den somit wahlbaren Sinn der Schraubung von ®* um die Z-Achse). Fiir 
r* + s*-—+0o hatte man x—+0 in allen Fallen zu gewartigen; es geniigt 
daher, den erwiinschten Widerspruch bei einer einzigen passenden Wahl 
aufzuzeigen. 


3. Setzt man in O an ® eine zugehérige D* etwa mit u>0, so 
besitzt die (analytische) Schnittkurve S auf ® mindestens sechs von O 
aiquiangular ausgehende reelle Halbzweige, von denen héchstens nur einer 
die Z-Achse treffen kann, wihrend auf allen anderen, auch beim jeweili- 
gen (sicher existenten) Schnitt mit der Randkurve K stets u > 0 bleibt*); 
®* selbst ist durch je finf Punkte auf K in endlichvieldeutiger Weise 
bestimmt. Jede durch O gehende analytische Kurve S* auf ® wird dort 
von ®* mindestens von der zweiten Ordnung beriihrt; es gelten daher in 
O nicht nur die Gleichungen M(17*), sondern auch diejenigen, die daraus 
durch zweimalige Differentiation nach der Bogenlinge s* von S* ent- 
stehen. 


*) In R4 wird gerade der Punkt (0,0, 0), mit o=0, herangezogen, der fiir 
die zu betrachtenden Beriihrungen nicht in Frage kommt. 

*) Nur so ist M, 8.71, Z. 8—5 v. u. tiberhaupt erst zu verstehen; sonst liefert 
schon z =z, geschlossene Kurvenstiicke. 
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4. Die betrachteten Minimalflichenstriche ® entspringen jeweiligen 
gefundenen Lésungen mit einer Randkurve K(e), die aus K(1) durch 
Abflachung der Randwerte z*(e) = «z*(1) entsteht (M, Sitze G—H der 
Einleitung); auf den heute allein gangbaren Wegen ist dabei auch fiir die 
z-Ableitungen der ersten zwei Ordnungen die Stetigkeit auch nach dem 
Rande hin gesichert, und es handelt sich nachtraglich nur um gleichmaBige 
Abschdtzung derselben; x—+0 besagt, daB diese Miéglichkeit fiir e—e, 
besteht, wenn O* — P% ist, wobei O* die xy-Projektion eines inneren 
Punktes O bedeutet. 

Nach dem Vorhergehenden geniigt es zu zeigen, daB wenigstens fiir 
eine Méglichkeit der Vorzeichenwahl eine von 0 verschiedene untere Schranke 
fiir |x| entsteht, wenn man fiir K(e,) neben M(17*) die daraus durch 
zweimalige Differentiation nach der Bogenlinge s=s(e) entstehenden 
Gleichungen hinzunimmt, wozu dann noch diejenigen des Durchgangs durch 
drei weitere Punkte von K(e,) hinzukommen, wobei fiir die zugehérigen 
u das gleiche Vorzeichen wie bei P, verlangt werden darf. 

Wenn nun neben P, fiir x—+0 ein zweiter Grenzpunkt Q, + P, ent- 
stehen kénnte, so laBt sich jetzt die Wahl des Vorzeichens von cosy so 
trefien, daB PS Qj die Richtung der positiven z-Achse fiir ®* erhilt, 
iiber der die Vorzeichen von u in der Grenze derart verfiigbar sind, da8 
nur einmal uw >0, zweimal aber u <0 entsteht (fiir x >0), oder um- 
gekehrt: denn die Substitution M 8.72, Z. 12 v. u. zeigt, daB fiir x — 0 
die Grenzebene im Reellen dreifach (nicht neunfach*)), im Positiven aber 
die zu betrachtende offene Halbebene sogar nur einfach ist; nach Q, wird 
daher héchstens nur einer der fiinf betrachteten Schnittpunkte gehen, nach 
P, mindestens vier, von denen drei bereits als regular zusammenfallend 
vorausgesetzt worden sind (vgl. o.). 

Die derart in P, entstehenden Gleichungen ergeben (nach einer ele- 
mentaren Durchrechnung) fiir x—+ 0 die Bedingungen: 


(X’ + v ¥’)(Z’ + uY’)—-0 (Asymptotenlinien); 
v(X’ + vy’)® +u(2z’+ uy’)*— 0, 
wegen der Beschranktheit auch von |~|~* also auf alle Fille 
z’+uy' =0°); 

Wenn aber hier nicht von vornherein y’ = z’ = 0 ist, so wiirde sich nun 

*) Ebenso wie etwa fiir y® =z, z= xy, x-»0, der entstehende Punkt im Reellen 
nur dreifach zu gelten hat. 

5) Es darf nicht wundernehmen, da8 bei einer Frage iiber héhere Bertihrung 
schon die ersten Ableitungen entscheiden: so hat z. B. auch ein vertikales Bogen- 
element eine vertikale Schmiegebene zur Folge. 
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ein bestimmtes Vorzeichen fiir « ergeben, das abzulehnen uns noch frei- 
steht; y’ = 0 ist also von vornherein notwendig, alle sechs Schnittpunkte 
sind um P, zu gruppieren, und die niachsterhaltene Bedingung lautet dann: 


z"t+uy”=0, 


was aus den gleichen Griinden zu y” =z” =0°), d.h. gu einer verti- 
kalen Schmiegebene fiihrt, gegen die Voraussetzung. 

Die zur Abschitzung von |x| bendétigten algebraischen Operationen 
sind damit vorgezeichnet‘). Bei den héheren Ableitungen hat man zu- 
nachst nicht ohne weiteres die Méglichkeit héherer Differentiationen nach s, 
dafiir aber von vornherein das Hinzutreten weiterer Punkte fiir x—-0 zu 
den drei in P, regular vereinigten. 


5. Der kaum verallgemeinerungsfahige Charakter der obigen Uber- 
legungen lieB die Angabe aller Details nicht als zweckmaBig erscheinen, 
solange die Méglichkeit gegeben war, daB Herr 8S. Bernstein, dessen Theorie 
bekanntlich die allgemeinste elliptische Differentialgleichung betrifft, auf 
meine Fragen hin (M § 11) die auch sonst in der Literatur*) gewiinschte 
Erganzung seiner Darstellung geben wiirde. Dies ist jetzt erfreulicher- 
weise tatsichlich geschehen (Math. Ann. 95, 8. 585—594); danach waren 
in meiner eigenen Arbeit nachtriglich als neu nur die Hilfssitze sowie die 
Ausdehnung der Lésung auf nichtanalytische Fille zu bezeichnen. 


*) In meiner Arbeit bin ich (S.72, Z. 4 v.u.; 8. 75, Z. 21) auch nicht weiter 
als zu y'=y” =0 gegangen. 

*) Bei den m-ten z-Ableitungen sind hierbei auf der Randkurve beschrinkte 
(2m-+1)-te Ableitungen nach der Bogenlinge vorauszusetzen. 

*) Vgl. Enzyklopidie II C 12, S. 1326. 


(Eingegangen am 20.4. 1926.) 


Berichtigung 
zu dem Aufsatz von L. Mandelstam und J. Tamm: ,Elektrodynamik der aniso- 
tropen Medien in der speziellen Relativitaétstheorie“, Math. Ann. 95, 8. 154—160. 
8. 157, Z. 14, Z. 16, Z. 17 v. o. und Z. 3 v. u., ebenso S, 158, Gl. (10) und GI. (12) 


ist an Stelle von 6 (mit Indizes) iiberall s (mit den gleichen Indizes) zu setzen. 
8. 158, Gl. (11) rechte obere Ecke 


lies a statt — : 
* & 


S. 158, FuBnote, im Nenner der linken Seite der unteren Formel 


lies 8»pp, Statt S,,»p- 
S. 159, Z. 2 v.0. lies s,,, statt s*/?*. 
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Koeffizientenabschitzungen bei ebenen und riaiumlichen 
harmonischen Entwicklungen. 


Von 
G. Szegé in Kénigsberg. 

Eine im Ejinheitskreise x*+ y*< 1 regulire harmonische Funktion 
u(xz,y) 1aBt sich bekanntlich daselbst in eine nach Kreisfunktionen fort- 
schreitende Reihe 
(k) u(z,y)=—k(z,y)+ k, (x,y) +k, (2,y)+... + k,, (x,y) +... 


entwickeln; hierbei ist k, (x,y) ein homogenes harmonisches Polynom 
m-ten Grades, das in Polarkoordinaten r,y (x#=—rcosp, y=r sing) 
geschrieben die besonders einfache Gestalt 


(1) r™ f,,(~) = r™(a,, cos mp + b,, sin mp) 
besitzt, wo a, und b, Konstanten sind. 

Eine in der Einheitskugel z*-++ y*-+-z*<1 regulire harmonische 
Fanktion U(x, y,z) 148t sich bekanntlich daselbst in eine nach Kugel- 
funktionen fortschreitende Reihe : 

(K) U(x,y,2) = Ky(x,y,2z) + K,(2,y,2) + K,(z,y,2)+... 
+ K,(z,y,2)+... 


entwickeln; hierbei ist K,(2,y,z) ein homogenes harmonisches Polynom 
m-ten Grades, das in Polarkoordinaten r,0,y (x=—r sin@ cos¢, 
y=rsin@ sing, z=rcos@) geschrieben die Gestalt 


r™ F,, (6,9) 
1’ m 
(1°) =m (dm Pm (cos 6) + > (Gms 008» + bm» sin » ¢) Ps, (cos 8) ) 
besitzt, WO Gm, Gm», Om, Konstanten sind und P, (¢) das m-te Legendresche 
Polynom, P,,(¢) die sogenannten zugeordneten Funktionen bezeichnen, d. h. 
(2) P;,(cos @) = sin” @ PX’ (cos@). 


Mathematische Annalen. 96. 
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In beiden Fillen kann die fragliche harmonische Funktion im Innern 
ihres Definitionsbereiches durch das sogenannte Poissonsche Integral dar- 
gestellt werden. Es ist fiir r< 1 

u(rcos gp, rsin ¢) 
: a = a i l-—r? ie 
im J u(qcosg, o sin @) yo) Tf Le dg, 
0 





U(r sin@ cosy, rsin®@ sing, r cos@) 


3") ~ ili m {fu o sin® cos%, oe sin# sing, o cos6)- 
( 0 


l1-—r? 


do, 





(1—2r oos y + r*)# 


wobei y die sphirische Distanz der Punkte mit den Polarkoordinaten 
(1,6, @) bzw. (1,0, @) bezeichnet und do=sin@ d@d@ das Flachen- 
element der Einheitskugel Z ist. Mit Beachtung der Entwicklungen 





1-r? Wo 9 3 ? 
(4) t(1,0) = Sree prt lt Ar cosy + ar cos2o-+..., 
R(r,y) = Aes 
(4’) "(12 cosy +r8yt 


= P, (cosy) + 3r P, (cosy) + 5r* P,(cosy) +... 


erhalt man also fiir das allgemeine Glied von (k) baw. (K): 


k,,(rcosp,rsing) = re = lim J u(qcosg, esing }cosm(G — p) dg 
emis 





(5) 
{eg=1, e,=e=...=2), 
K,,(r sin9 cos gp, rsin®@ sing, r cos@) 
(5') = rm emit lim JJ o(esinBeosg, osin@sin f, 9 cos8) P, | cos y)do 
o>! 


(cos y = cos@ cos@ + sin @ sin8 cos(¢ — —)). 


Die Analogie dieser beiden Entwicklungen springt sofort in die Augen. 
Sie weiter zu verfolgen, bildet das Ziel der vorliegenden Arbeit. Hinsicht- 
lich der Entwicklung (k).sind wegen ihrer Beziehung zur Theorie der 
analytischen Funktionen einer komplexen Veranderlichen zahlreiche Eigen- 
schaften bekannt. Besonders eingehend sind sie bei einer im Einheits- 
kreise reguliren positiven harmonischen Funktion u(z,y) untersucht 











—————— 
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worden’). Demgegeniiber scheinen ahnliche Fragen beziiglich der zu einer 
raumlichen harmonischen Funktion U(x, y,z) gehérenden Entwicklung (K ) 
bisher nur geringe Beachtung gefunden zu haben’). 

Wir wollen uns hier in erster Linie mit denjenigen Fragen beschif- 
tigen, welche sich auf den Zusammenhang zwischen dem Wertevorrat der 
gegebenen Funktion und den Eigenschaften der einzelnen Glieder ihrer 
Entwicklung (k) bzw. (K) beziehen. 

In dieser Richtung ist eine Bemerkung von G. Pick zu erwahnen®*), 
die einer bekannten Eigenschaft von ebenen harmoniscken Funktionen 
gegeniiberzustellen ist. Diese Eigenschaft spielt in der Carathéodoryschen 
Theorie der positiven harmonischen Funktionen zweier Verinderlichen‘) 
eine Rolle und kann folgendermaBen formuliert werden: 

I. Es set u(x,y) reguldr harmonisch und positiv fiir x*+-y*< 1; 
in threr Entwicklung (k) nach Kreisfunktionen sei ferner 


ky (x, y) =1. 
Dann ist fiir x*+ y*<1 
(6) \k, (2, y)| $2. 
Fiir die Funktion 


mi 1-r* 
1—2r cos(y—g)+r* 





u(z,y)=E(r,p — %) 


tritt hier bei r= 1, ¢ = y, (mod) das Gleichheitszeichen ein, so daB die 
Konstante 2 durch keine kleinere ersetzt werden kann. 


Nun kann die erwiahnte Picksche Bemerkung wie folgt ausgesprochen 
werden: 


*) Vgl. insbesondere C. Carathéodory, Uber den Variabilitatsbereich der Koeffi- 
zienten von Potenzreihen, die gegebene Werte nicht annehmen | Mathematische Annalen 
64 (1907), S. 95-115]; O. Toeplitz, Uber die Fouriersche Entwicklung positiver 
Funktionen [ Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo $2 (1911), 8S. 191—192]; 
C. Carathéodory, Uber den Variabilititsbereich der Fourierschen Konstanten von posi- 
tiven harmonischen Funktionen [{ Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 382 
(1911), S. 198—217]. 

*) Eine Ausnahme diirfte die Untersuchung der Entwicklung (K) auf der Kugel- 
oberfliche, d. h. die Theorie der Laplaceschen Reihe bilden, welche — entsprechend 
der Theorie der Fourierschen Reihe — bereits eine groBe Literatur besitzt. Vgl. die 
Zusammenstellung bei L, Fejér, Uber die Summabilitiét der Laplaceschen Reihe durch 
arithmetische Mittel [Mathematische Zeitechrift 24 (1925), S. 267— 284], FuBnote *) u. *). 

‘) G. Pick, Ein Abschitzungssatz fiir positive Newtonsche Potentiale {Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 23 (1915), S. 329—332); Uber posi- 
tive harmonische Funktionen {Mathematische Zeitschrift 1 (1918), S. 44-51]. 

‘) Vgl. die zweite, unter *) zitierte Abhandlung von C. Carathéodory. 

- 89* 











604 G. Szegi. 


Il. Es ses U(x, y, z) regular harmonisch und positiv fiir x*+- y*+2*< 1; 
in threr Entwicklung (K) nach Kugelfunktionen sei ferner 


K,(z,y,z)=1. 
Dann ist fiir x*+y*+2*<1 
(6’) | K, (z,y,z)| <3. 


Fiir die Funktion 
U(x,y,2)=R(r;7)= 


1—r* 





(1—2r cosy+r%)3- 


wo cosy = cos@ cos@, + sin@ sin®, cos(g — y,) ist, tritt hier bei r= 1, 
y =0 oder a das Gleichheitszeichen ein, so daB die Konstante 3 durch 
keine kleinere ersetzt werden kann. 


Diese Aufgaben bilden blo8 Spezialfalle von gewissen allgemeineren, 
bei denen eine vorgeschriebene lineare Kombination der m ersten Glieder 
der fraglichen Entwicklung fiir die Gesamtheit der in dem Einheitskreis 
bzw. in der Einheitskugel reguliren positiven harmonischen Funktionen, 
deren Entwicklung mit 1 beginnt®), abgeschitzt wird. In den §§ 1, 2 
der vorliegenden Arbeit wird diese Aufgabe allgemein behandelt. Die 
Giiltigkeit des Gleichheitszeichens erfordert eine etwas genauere Unter- 
suchung. Es tritt nur bei gewissen sehr speziellen Funktionen ein, die 
man aus den Funktionen (4) bzw. (4’) auf einfache Weise aufbauen kann. 


Der auf ebene harmonische Funktionen beziigliche Teil dieses Ergeb- 
nisses ist durch einen friiheren Satz von Herrn I. Schur bekannt*). Seine 
Methode beruht auf gewissen Siatzen der von ihm stammenden Theorie 
beschrankter Potenzreihen’), scheint also einer Ubertragung auf den Raum 
kaum fahig zu sein. AuBerdem wiren aber noch andere Wege zu diesem 
Satze denkbar. Man kénnte z. B. die Carathéodorysche Theorie heranziehen*) 
oder sich auf einen Satz von F. Riesz*) iiber die Darstellbarkeit einer 


5) Diese Bedingung kann auch so aufgefaBt werden, daB der Mittelwert unserer 
Funktion auf den Kreislinien bzw. Kugelflachen um den Nullpunkt gleich 1 ist, oder 
auch so, da8 die Funktion im Nullpunkt gleich 1 ist. 

®) I. Schur, Uber die Koeffizientensummen einer Potenzreihe mit positivem 
reellen Teil [Archiv der Mathematik und Physik (3) 27 (1918), 8S. 126—135], s. insb. 
Satz IIL 

%) I. Schur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschrinkt 
sind [Journal fiir Mathematik 147 (1917), S. 205—232; 148 (1918), 8S. 122—145]. 

®) Vgl. eine Andeutung bei I. Schur, a. a. O. %), 8. 134. 

*) F. Riesz, Sur certains systémes singuliers d’équations intégrales [Annales de 
PEcole Normale Supérieure (3) 28 (1911), S 88—62], vgl. S,58—61. — Ein anderer 
Beweis findet sich bei G. Herglotz, Ober Potenzreihen mit positivem reellen Teil im 
Einheitskreis [Leipziger Berichte 63 (1911), S. 501—511], § 3. 
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positiven harmonischen Funktion als Stieltjes-Integral stiitzen. Keines von 
diesen beiden Hilfsmitteln ist bisher auf den Raum iibertragen worden. 
Wir haben uns also genétigt gesehen, fiir den ebenen Fall in §1 einen 
neuen einfachen Beweis auszuarbeiten, den man in dem raumlichen Falle 
ohne gréBere Anderungen wiederholen kann (§ 2). 

In § 3 werden diese allgemeinen Resultate auf den oben formulierten 
Pickschen Satz II angewendet. 

Als ein weiterer Spezialfall wird in § 4 ein Satz des Herrn I. Schur*®) 
iiber die Abschnitte von positiven harmonischen Funktionen zweier Ver- 
anderlichen auf drei Verinderliche iibertragen. Man betrachte wieder die 
Entwicklung einer im Einheitskreise bzw. in der Einheitskugel reguliren 
und positiven harmonischen Funktion nach Kreis- bzw. Kugelfunktionen. 
Bekanntlich sind dann die Abschnitte dieser Entwicklungen nicht notwendig 
simtlich positiv. Sie kénnen sogar im Einheitskreise bzw. in der Einheits- 
kugel nach unten unbeschrankt sein™'), Wir wollen uns die fragliche Entwick- 
lung so normiert denken, daB das Anfangsglied k,(z,y) baw. K,(2,y,2) 
gleich 1 ist. Der m-te Abschnitt besitzt dann in dem Einheitskreise bzw. 
in der Einheitskugel ein wohlbestimmtes Minimum. Wir bezeichnen mit 
#,, die untere Grenze dieser Minima fiir die Gesamtheit aller harmonischen 
Funktionen der betrachteten Art; dann gilt nach I. Schur in dem ebenen 
Falle 
(7) lim [= — Min “* (a reell). 


m?>o 
Im raumlichen Falle ist nun, wie in § 4 gezeigt wird, 


(7') lim 5**; = Min 2 (x reell), 


wo J, (zx) die erste Besselsche Funktion bezeichnet. 


§ 5 beschaftigt sich mit dem ebenfalls hierher gehérigen raumlichen 
ar a zu einer interessanten Bemerkung der Herren W. Rogosinski 
und L, Fejér**), die folgendermaBen zu formulieren ist. Wahrend die 
Abschnitte einer in dem Einheitskreise regulaéren positiven harmonischen 


) Vgl. a. a. O. *), 8. 128. 

**) Dies ist z. B. der Fall bei den Funktionen (4) und (4’). Vgl. iibrigens 
auch § 4. 

**) W. Rogosinski, Uber Bildschranken bei Potenzreihen und ihren Abschnitten 
[Mathematische Zeitschrift 17 (1928), S. 260-276], vgl. § 8. — L. Fejér, Uber die 
Positivitiit von Summen, die nach trigonometrischen oder Legendreschen Funktionen 
fortechreiten (Erste Mitteilung) [Acta litterarum ac scientiarum regiae universitatis 
hungaricae Francisco-Josephinae, secto scientiarum mathematicarum 2 (1925), S.75—86], 
vgl. Theorem IV. — Fejér betrachtet hier auch harmonische Funktionen und nicht 
nur Potenzreihen wie Rogosinski. 
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Funktion, wie oben erwahnt, nicht notwendig in dem ganzen Einheitskreise 
positiv sind, gilt dies stets (fiir alle Abschnitte) in dem kleineren Kreise 


f1\* 
e*+y*<(5) . 
Hierbei kann die Zahl } durch keine gréBere ersetzi werden. Bei raum- 


lichen harmonischen Funktionen, die in der Einheitskugel regulir und 
positiv sind, gilt nun Analoges in der Kugel 


z*+ y?+22< (5) . 

Auch hier kann die Zahl } durch keine kleinere ersetzt werden. 

Wahren bisher nur unendliche harmonische Entwicklungen betrachtet 
worden sind, beschiftigt sich der zweite Teil der vorliegenden Arbeit mit 
abbrechenden harmonischen Entwicklungen, d. h. mit harmonischen Poly- 
nomen eines gegebenen Grades n. Fiir diese Unterklasse der harmonischen 
Entwicklungen lassen sich manche Abschitzungssitze verschirfen. So kann 
ein alterer Satz von Herrn L. Fejér iiber nichtnegative trigonometrische 
Polynome**) als eine Verschirfung des Satzes I aufgefaBt werden, wenn 


man sich auf die Gesamtheit der ebenen harmonischen Polynome »-ten 
Grades beschrinkt. An Stelle der Schranke 2 von Satz I tritt dann 
2008 | 5. In § 6 wird fiir diesen Satz ein neuer, auf der Benutzung von 
Einheitswurzeln beruhender Beweis mitgeteilt. § 7 bringt eine in ahnlichem 
Sinne aufzufassende Verschirfung des Pickschen Satzes II, die also das 
Analogon des in § 6 behandelten Fejérschen Satzes darstellt. An Stelle 
der Schranke 3 von Satz II tritt dann eine Zahl von der Form 3o,. 
wobei 9, < 1 anf einfache Weise mit Hilfe der Nullstellen der Legendre- 
schen und verwandten Polynome charakterisierbar ist. 

§ 8 iibertragt einen anderen Satz von L. Fejér iiber nichtnegative 
trigonometrische Polynome*‘), den man ebenfalls als eine Aussage iiber 
ebene harmonische Polynome auffassen kann, auf den riumlichen Fall. 
Man betrachte nimlich die Gesamtheit aller harmonischen Polynome 
n-ten Grades u(z,y) bzw. U(x,y,z), die im Einheitskreise bzw. in ‘der 


Einheitskugel nichtnegativ sind und im Anfangspunkt den Wert 1 haben"). 
Dann ist nach L. Fejér 


(8) u(z,y)Sn+1 fir x*+ 5°31. 





*) L. Fejér, Ober nichtnegative trigonometrische Polynome [Journal fiir Mathe- 
matik 146 (1915), S. 53—82], 8S. 79. Hier findet sich der Satz allerdings nur fir 
Kosinuspolynome. 

*) A. a. O. ), 8. 65—67. Vgl. auch L. Fejér, Sur les polynomes harmoniques; 
Sur les polynomes trigonométriques [Comptes Rendus 157 (1913), 8. 506—509, 
571—574]. 

*®) Vgl. die Bemerkung unter °). 
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Das in § 7 bewiesene analoge Resultat lautet: 
’ é n Ss 1-—(—1)° 
(8°) U(x,y,2)<(F+ 1) eee 
Der Beweis der Behauptungen von §§ 7, 8 kann auf gewisse, langst 
geléste Aufgaben iiber Polynome einer Veranderlichen zuriickgefiihrt werden, 
die auf diese Weise eine neue Deutung erfahren. 


fir 2*+y*?+2'< 1. 


Inhalt. 


I. Teil. Unendliche harmonische Entwicklungen. 
§ 1. Koeffizientenabschatzungen bei ebenen harmonischen Funktionen. 


§ 2. Koeffizientenabschitzungen bei raiumlichen harmonischen Funk- 
tionen. 

§ 8. Uber einen Satz von G. Pick. 

§ 4. Uber die Abschnitte der Entwicklung einer in der Einheitskugel 
positiven harmonischen Funktion. 


$5. Noch ein Satz iiber Abschnitte. 





II. Teil. Abbrechende harmonische Entwicklungen. 


§ 6. Verschirfung des Satzes I. 
§ 7. Verschirfung des Pickschen Satzes II. 
§ 8. Ubertragung eines Satzes von L. Fejér auf den Raum. 


I. Teil. Unendliche harmonische Entwicklungen. 


§ 1. 
Koeffizientenabschatzungen bei ebenen harmonischen Funktionen. 
1. Es sei u(x, y) eine im Einheitskreise z* + y* <1 regulire und 

positive harmonische Funktion, deren Entwicklung nach Kreisfunktionen 
(k) u(z,y)=—k,(z,y) +k, (2, y) +h (2, y) +... +h, (2, y)+... 
mit k,(z, y)=1 beginnt; d. h. 

22 
ns u(ocos§, osing)dp = 1 (e<1). 

0 


(9) u(0,0)= 


Es seien ferner 4,, 4,,...,4,, (m21) gegebene reelle Konstanten, die 
nicht saimtlich verschwinden. Wir fragen nach dem Minimum und Maxi- 
mum des harmonischen Polynoms 


(10) dg hig (2, y) + Ay hy (@,Y) +--+ Ay hig (2) Y) 
wahrend u(x,y) die Gesamtheit aller harmonischen Funktionen der er- 
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wahnten Art durchliuft und (zx, y) im Einheitskreise x* + y* <1 beliebig 
beweglich ist. 

Diese Aufgabe ist auf Grund der Integralformel (5) bekanntlich leicht 
zu lésen. Die Extrema eines festen Polynoms werden im Einheitskreise 
am Rande erreicht. Man kann sich also auf derartige Werte beschranken. 
Es gilt nun 


> Ak, (cos p, sing) 


v=0 


2x 
lL wo = o mAts 5 i \ 
= 5, lim u (ocos G, osin G)[4, + 24, cos(G—qy)+... 


e>1 
0 


+ 24,, cos m(G — p)\ dg. 
Setzt man also 
(12) t(o, p) =4,+24, ecosp+...+21, o™cosme@p 
und bezeichnen «4, M das Minimum bzw. Maximum des trigonometrischen 
Polynoms ¢(1,p), dann folgt aus (11) wegen (9) 


(18) u SD k, (cos p, sing) SM. 


v=0 
Wir behaupten, daB » und M das gesuchte Minimum bzw. Maximum 
sind. Es seien namlich y,, ,,..-, 9, die mod 22 inkongruenten Null- 
stellen des trigonometrischen Polynoms ¢(1,q)—; dann tritt in der 
unteren Abschitzung (13) gewiB das Zeichen = ein, wenn y = gy, und 


i 
(14) u(r cos, rainy) = Sat(r,~ — Yo — Pr) 


gesetzt wird, wobei die g, nichtnegative Konstanten mit der Summe 1 be- 
zeichnen und gy, beliebig ist. In der Tat ist wegen (4) 


1 ms 
ox t(o, 6 — 9 — Y, )t(1, 6 — %) dF = te, P,)> 
so daB8 nach (11) 


m i ! 
A, k, (008 Po, SiN Py) = lim 2 9n+ (0%) = 2 9b (1,9) =H. 
erlh= = 


»=0 


Ahnlich wird gezeigt, daB auch bei der oberen Abschétzung (13) das 
Gleichheitszeichen eintreten kann. 


2. Etwas tiefer liegt die Tatsache, daB der eben angegebene Fall der 
einzige ist, in dem in der unteren Abschitzung (13) das Gleichheitazeichen 
eintreter kann**), (Ahnlich bei der oberen Abschitzung.) 


46) Vgl. die Andeutungen bei G. Pick, a.a.O. *), 8.331 —3382. 
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Es sei namlich u(x, y) eine solche Funktion, daB fiir ein gewisses y, 


(15) Sd, k, (008 yo, sin gy) = ps 


vr=0 


ausfallt. Es mu8 dann 


2x 

° 1 ‘a — 

lim za | “(2089 osinG)t(1, § — go) dy 
0 


e>1 


22 
= lim x [ « (2.008 (G + 9), esin(G + 9) (1, 9)49 =H, 


e>1 
d. h. 
22 


(16) im ga | (e008 (% + %), @8in(% + %))[#(1, p) — H]dy = 0 
e-> 
0 


sein. 

Wir wollen zunichst der Einfachheit halber p, = 0 setzen. Es seien, 
wie oben, 9,,,---,9, die mod 22” inkongruenten Nullstellen von 
t(1,~)—m. Wir zeigen zuerst, daB, unter J ein beliebiges abgeschlosse- 
nes Intervall verstanden, das keine diesen Nullstellen mod 22 kongruen- 
ten Stellen enthilt, 

(17) lim } u(@cosG, osing) dg = 0 
>i 
gilt. : 
Der Integrand in (16) ist nichtnegativ, so daB aus (16) fiir p, = 0 
lim u(g cos %, osin y)[¢(1,~)—yw]dp=0 


el tT 
hervorgeht. Fiir geniigend kleine Werte von 1 — o ist aber auf J 
t(1,p)—>a, 
wo « eine feste (von J abhangige) positive Zahl bezeichnet. Hieraus folgt 
die Behauptung. 

3. Es seien nun J,, J,,..., J, beliebige abgeschlossene Intervalle, 
welche keine gemeinsamen oder mod 22 kongruenten Punkte haben und 
bzw. P,, Py, ---, P, enthalten. Wir zeigen, daB fiir h—1,2,...,1 
(18) lim J u(ocos 9, osing) dp = 22g, 

e>il, 
ist, wo die g, selbstverstandlich > sind und die Summe 1 haben. (Sie 
sind wegen (16) unabhangig von der speziellen Wahl der Intervalle J, .) 

Es sei ¢(q@) ein beliebiges trigonometrisches Polynom. Dann ist 


2x 
lim f u( 9 cos%, osinG) t(P) dp 
0 


e>1 
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vorhanden. Hieraus folgt mit Beachtung von (17) auch die Existenz von 
U . — —_— — 
(19) lim 3’ f u(ocos@, e sing) t(%) dg. 
emlhk=1l, 
Wir behaupten ferner die Existenz von 
i 
(20) lim DS t(o,)f u(ocos7, osing) dz. 
, e>1 h=1 I, 


Ks sei namlich «> 0 und [, ein , enthaltendes Teilintervall von J,, 
auf dem i 

|t(p) — #(m)| <e. 
Die Differenz der beiden Summen in (19) und (20) ist dann absolut 
genommen kleiner als 


i t 
ed J u(gcos, osing) dg +2 > f u(ocos@, osing)dp, 
=17, =17,-T, 


wobei G = Max|t(p)| ist. Das zweite Glied strebt fiir o--1 gegen 0, 
das erste ist 
2x 


< ef u(ocos®, osin p)dp = 22e. 
0 


Setzt man nun in (20) der Reihe nach 
t(p) = ef@-v9 (k=1,2, ...,2),2") 
so ergibt sich die Existenz von 
l 
lim Svet#- 4p f u(ocos®, osin p) dp (E=1,2,..., 8); 
e>lh=1 I, 
da die Determinante 


[ef®-Don) y pai.s,....0 


von Null verschieden ist, folgen hieraus die behaupteten Gleichungen (18). 

4. Wir schlieBen aus (17) und (18) auf eine aus der Theorie der 
singularen Integrale gelaufige Weise, daB unter f(g) eine beliebige, fir 
alle Werte von » stetige, nach 22 periodische Funktion verstanden, 


2x 1 
lim f u(gcos>, osing) f(p) ap = 2a Saf on) 


e>1o 


17) Die Benutzung von imaginaren GréBen ist offenbar unwesentlich; sie kann 
ohne weiteres vermieden werden, indem man etwa t(q)=cos(k—1) (~—’) setat, 
wo @’ so gewahit werden muB, daB die Zahlen cos(¢,—’) (h=1,2,..., 1) simt- 
lich voneinander verschieden ausfallen. 
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gilt. Insbesondere hat man fiir n=0,1,2,... 


2x 1 


lim f u(@ cos 9%, gsin p) cosn(~ — y)dq = 2a Sg, cosn(y, — ¢). 
o->1 0 h=1 


Dies hei®t aber, daB die Entwicklung der Funktion u(x, y) mit der von 
/ 
DHE, p— Y,) 
h=1 


iibereinstimmt, woraus (14) (mit ~, = 0) folgt. 


Im Falle eines beliebigen y, mu8 
l 
u(r cos (p + Ho), r8in(p ~- %o)) = Y Oy t(r, ¢ — %) 


sein, was die Behauptung war. 


§ 2. 
Koeffizientenabschaitzungen bei riéumlichen harmonischen Funktionen. 

1. Ein Teil der vorangehenden Betrachtungen kann fast ohne Anderung 
auf den raumlichen Fall iibertragen werden. 

Es sei U(x, y,z) eime in der Einheitskugel x* +- y* +z? <1 regu- 
lare und positive harmonische Funktion, deren Entwicklung nach Kugel- 
funktionen 
(K) U(2, y, z) 

= K,(z, y,2) + K,(z, y,2)+ K,(z,y,2)+...+ K,,(z,y,2)+.-.- 
mit K,(x, y,z)= 1 beginnt; d.h. 


(9") U(0,0,0) = 2, [ [ U(esin¥ cos, esinB sing, o c088)do— 1 
E 


(@<1), 
wo do das Flachenelement der Einheitskugel EH bezeichnet. Es seien 
ferner 4,,4,, ..., 4,, (m1) gegebene reelle Konstanten, die nicht samt- 


lich verschwinden. Wir fragen nach dem Minimum und Maximum des 
harmonischen Polynoms 


(10°) hy Ky (x,y, 2) +4, K, (a, y,2) +... +4, K,,(z, y, 2), 
wihrend U(x, y,z) die Gesamtheit der harmonischen Funktionen der er- 
wahnten Art durchlauft und (x, y, z) in der Einheitskugel x* + y* + 2* <1 
beliebig beweglich ist. 

Die Extrema eines festen Polynoms werden in der Einheitskugel am 
Rande erreicht. Man kann sich also auf derartige Werte beschrinken. 
Es gilt 
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(11’) 5 4, K,(sin 000s g, sin 0 sin ¢, cos @) 
v=90 


= 7 lim SfU(e sin 9 cos 7, osinO sing, gcos6) 5 (2r+1)4,P, (cosy) do, 
erik ve 

wobei y die sphirische Distanz der Punkte mit den Polarkoordinaten 

(1,9,@) bzw. (1,0, m) bedeutet: 


cos y = cos 6 cos@ + sin 6 sin 8 cos(g — ¢). 
Setzt man 
(12") T(o,)= 3 (2 + 1)dv0" P, (0089) 


und bezeichnen «4, M das Minimum bzw. Maximum von 7'(1,7), so folgt 
aus (11') wegen (9’) 


(18’) u< 34, K,(sin0cos ¢, sinOsin p, cos 9) < M. 
v=1 


Die Zahlen « und M liefern auch hier die Lésung der vorliegenden 
Aufgabe. Es seien namlich »,, ,,..-, %, die im Intervall 0 < 9 <2 be- 
findlichen Nullstellen von T7(1,)—. Ist (1, 6,, y) ein beliebiger Punkt 
der Einbeitskugel, so tritt in der unteren Abschitzung (13’) gewiB das 
Zeichen = ein, wenn 6 =0,, =, und 
(14’) U(r sin @ cos ¢, rsin @sin ¢, rcos 6) =S9,8(r, Yn) 
gesetzt wird. Hier sind die g, beliebige nichtnegative Konstanten mit der 
Summe 1; y, bezeichnet die sphirische Distanz des variablen Punktes 
(1,9, @) von einem beliebigen Punkte (1,6,,,) desjenigen Kreises C, 
auf der Einheitskugel, dessen Punkte von (1,6,, y,) die konstante sphi- 
rische Distanz 7, haben. Dies wird ahnlich wie in §1 durch Beachtung 
der Gleichung 


taf J & (0, 7,)P(1, 70) do = T(o,,) 


gezeigt, wobei 7, die spharische Distanz der Punkte (1,0, 9), (1, ,,9,) 
und ¥, die von (1,9, 9), (1, 0,, 9.) bedeutet. 

Die Kreise C, kénnen sich auch auf Punkte reduzieren, némlich dann 
und nur dann, wenn 7,=0 oder a ist; es handelt sich dann um den 
Punkt (1, 6,, 9%) selbst bzw. um seinen Gegenpol. 

2. In dem Falle, wo die Zahlen y, nicht samtlich gleich 0 oder a 
sind, gibt es auBer (14’) offenbar noch andere Funktionen U(z,y,z) der 
gleichen Eigenschaft. In der Tat, es sei f, eine beliebige, auf C, defi- 
nierte monotone Funktion. Dann tritt in der unteren Abschitzung (13’) 
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das Gleichheitszeichen, wie leicht ersichtlich, auch fiir die harmonische 
Funktion 


i i 
(a) Y [Rena dy [—— =" ap, 
wa an (1—2 4 cos y, +1r*) 





ein; hierbei seien die einzelnen Integrale im Stieltjesschen Sinne gemeint 
und es sei 

! 

Py f df,=1. 

h=1C, 
(Fiir den Fall »,=0 oder a sei unter C, der Punkt (1, 6,, p,) bzw. 
sein Gegenpol verstanden; das h-te Integral ist dann durch ein einziges 
Glied von der Form des h-ten Gliedes in (14’) zu ersetzen, an Stelle 
von f df, in der letzten Summe tritt dann einfach g,.) 

C, 


3. Wir kommen nun auf die Aufgabe zu zeigen, daB die eben er- 
wahnten Funktionen (14”) die einzigen sind, fiir welche in der unteren 
Abschitzung (13’) das Gleichheitszeichen gilt. (Ahnlich bei der oberen 
Abschatzung. ) 

Es sei hier z. B. fiir 6 = 9,, » = y, das Zeichen = erreicht. Dann gilt 
(16’) lim 7; [J U (esin 6 00s, esinBsing, ¢.0088)[ 7 (1,7) —n]do=0, 

e> 
wobei 7, die obige Bedeutung hat. 

Wir wollen zunichst annehmen, da8 7'(1,7)—y nur die beiden 
Nullstellen 0 und a hat. Dann gelten die Uberlegungen von § 1 fast ohne 
Anderung. 

Es sei J ein beliebiger (zusammenhingender und Jordanschen Inhalt 


besitzender) Bereich auf der Einheitskugel, der den Punkt (1,,0,, y) und 
seinen Gegenpol nicht enthalt. Man zeigt wie in § 1,2, daB 


(17°) lim f [ U(esin6 cos %, osinO sing, gcosb)do = 0. 
ermil 


Es seien ferner J, und J, zwei Kalotten um (1,6,,¢,) bew. um 
seinen Gegenpol. Es ist wegen (9’), (17’) 


lim (ff + JJ} U(esin6 cos G, @ sin B sin , .c0s8)do — 4x. 
eri I, 2 
Ferner existiert (vgl. § 1, 3) 
lim LJ T(esin8 cos Q; esin 6 sin 9, g cos@) cos 7, do 
el 
= lim (ff + JJ) U(esin6 cos %, esinO sin ®, gcos6) cos}, do 
e>1 If, I, 


= lim (ff _ SJ) U(esin8 cos 5, osin sin 9, 9 cos8) do; 
e> : 2 
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folglich existieren auch die Grenzwerte 


lim Sf U(osin6 cos #, 


emi 1, 


o sin 8 sin g, ocos#)do = 4ag,=0, 
(kh =1, 2). 


Hieraus folgt (vgl. § 1, 4) fiir eine beliebige, auf der Einheitskugel stetige 
Funktion F (0, 9) 
lim ff U(esin6 cos, 9 sin 8 sin F, o cos 0) F(0, p) do 


eri E 
=42[9, F (0,9) + 94 F (2 — 9, — %9)). 
Setzt man insbesondere 
F(6, 7) = P,, (cos 6 cos @ ++ sin 0 sin 8 cos (@ — y)) (wn=0,1,2,...), 
so ergibt sich 
U(r sin 8 cos p, rsinOsin p, rcos8) = g, R(r, yo) + 9.8 (r, 27 — 7), 


wobei y, die spharische Distanz der Punkte (1,6, p), (1, 4, 9) ist. 

Diese Betrachtung vereinfacht sich auf offensichtliche Weise, wenn 
T(1,) — ym im Intervall (0,2) nur einmal (fiir » = 0 oder » = z) ver- 
schwindet. 

4. Im allgemeinen Falle ist es zweckmaBig, zunichst eine Trans- 
formation der Einheitskugel derart vorzunehmen, da8 (1,0,,,) in den 
Nordpol iibergeht. Die Funktion U(2,y,z) verwandelt sich dann wieder 
in eine positive harmonische Funktion mit dem Wert 1 im Anfangspunkt, 
die die Gleichung (16’) erfiillt; hier ist jetzt einfach 7,6 zu setzen. 
Man zeigt dann, wie oben, die Gleichung (17’), wobei J keine Punkte 
(auch am Rande keine) mit der Poldistanz », (h = 1,2,...,2) enthilt. 

Es sei jetzt J, der streifenartige Bereich, begrenzt von den beiden 
Breitenkreisen,. deren Punkte die konstante Poldistanz , — 6 bzw. n, +6 
haben; hierbei sei 6 > 0 so klein, daB die Bereiche J, keine gemeinsamen 
Punkte aufweisen'*). Dann existiert 


i ‘“ 
(19’) lim SY ff U(e@ sin6cos 7, osinOsin%, o cos) P(cosy)do, 


e>th=1 I, .s 


wo P(&) ein beliebiges Polynom ist und 7 die sphirische Distanz von 
(1,6, @) von einem beliebigen Punkte (1,0, q) bezeichnet. Setzt man 
hier an Stelle von P(cosy) der Reihe nach 


P,(cos@), P, (cos), ..-., P,_, (cos 6) 


18) Fiir 7, =0 oder a fehlt die eine Halfte von J,; es ist dann eine Kalotte. 
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ein, so ergibt sich, wie in § 1,8, daB auch 
(18’) lim Sf U(osin8cos%, esinOsing, gcos8)do = 42g, = 42g)” 
emi 1, 
existiert; 
9,29, F 9, = 


Aus (19’) folgt ferner, indem man P(é)= P,(é) setzt und das Ad- 
ditionstheorem der Kugelfunktionen beachtet, die Existenz von 


I e * ai hii 
lim ff U(sin6cos%, sin sing, 0 cos9) Px (cos8)e** do, 
eri h=1 I, 
oder von 
I - - - 
lim Px (cos y,) ff U(o sin8 cos g, osinO sing, 90080) e”* do; 
e>1h=1 , 


hierbei ist » positiv ganz, n>yv. Wegen (2) treten hier tatsichlich nur 
diejenigen Glieder auf, welche den Nullstellen 7, + 0, 2 entsprechen. Wenn 
ihre Anzahl 1’ ist, so fiihrt das letzte Ergebnis fir n=», »+1,..., 
y +l’ —1 auf die Existenz von 


(21) lim ff U(osin6 cos 9, osin8 sin >, 9 cos8) e*”’* do = 42g,” 
eri, 


(ym 1,2,3,...). 
Es sei nun hf so beschaffen, da8 g. >0. Der Punkt 


1 fy 1 >) 
(22) a RG. SON (y= 1,8, +9 H) 
Ih In 


des 2 N-dimensionalen Raumes fallt wegen (18’) in die kleinste konvexe 
Hiille der Kurve 
f=cosyp, 1, =sinvy@ (w= 1,2,...,N), 
wobei g das Intervall [0, 22] durchlauft, und dies fiir alle N. Ahnliches 
gilt fiir den Punkt des (2 N + 1)-dimensionalen Raumes, den man erhiilt, 
wenn zu den Koordinaten (22) noch - R gi**” hinzutritt, N=1,2,3,.... 
Sh 


Nach einem allgemeinen Satz von F. Riesz**) gibt es also eine monotone 
Funktion f,(%), die man sich auf dem Kreise C,*°) gegeben denken kann, 
derart, daB 


Jerrah=o (y= 0, 1,2, 38,...) 
h 


) F. Riesz, a. a. O. °), S. 56. 
%) C, ist der Breitenkreis, dessen Punkte die konstante Poldistanz y, haben; 
er liegt offenbar in /,. 
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ist. D.h. unter 7 dasselbe wie in (19’) verstanden, 


JP (mapa — gti [J esin6 cos %, osinOsing%, gcos6) P, (cos}) do. 
Sissies schlieBen wir weiter 


ga tim {fv (esinOcos@, esindsin%, oe cos0) P, (cos?) do 


ei 


a [Pa(oos7)ahy, 
d.h. die Behauptung. 


§ 3. 
Uber einen Satz von G. Pick. 


1. Bevor wir auf den wichtigsten Spezialfall von § 2, namlich auf 
den in der Einleitung erwahnten Pickschen Satz und auf eine naheliegende 
Erweiterung desselben kommen, empfiehlt es sich das Analoge in der 
Ebene vorauszuschicken. 

Aus der Carathéodoryschen Theorie ist der folgende, I verallgemeinernde 
Satz bekannt. 


I’. Es sei u(x, y) regular harmonisch und positiv fiir x* + y* <1; 
in threr Entwicklung (k) nach Kreisfunktionen sei ferner 
ky (x, y)= 1. 
Dann ist fiir «*+y*<1 
(23) |k,,(z,y)| <2 (ms = 1, 2, 3, ...). 
Schreibt man diese Ungleichung in der Form 
—2sk,(z,y) <2, 


so kann sie (fiir x* + y* = 1) als ein Spezialfall von (13) aufgefaBt werden. 
Es ist hier 
t(o,p)=2o™cosmp, w=—2, M=2. 


Das Gleichheitszeichen tritt nur fiir die Funktionen 


m 
2ah 
> at(r, 9 — 9+ ==) 
A=1 
ein, wo 9, >0, Sg,=1 ist. 
h=1 


2. Das réumliche Analogon von I’, das den Pickschen Satz II als 
Spezialfall enthalt, lautet folgendermaBen : 
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Il’. Es sei U(x,y,2) regular harmonisch und positiv fiir 
2? +y*+2%*<1; in threr Entwicklung (K) nach Kugelfunktionen sei 


ferner 
K,(z,y,2)=1. 


Dann ist fir x*?+ y*+2*<1 
(23’) |K,,(z,y,2)|2m+1 (m = 1, 2, 3,...). 
Schreibt man diese Ungleichung in der Form 
—(2m+1) SK, (x,y,z) S2m +1, 

so kann sie (fiir 2*-+ y*+ 2*=1) als ein Spezialfall von (13’) aufgefaBt 
werden. Es ist hier 

T(o,) =(2m+1)o"P,,(cosy), M=2m-+1. 
Bei ungeradem ™ ist ferner «= —(2m-+1), bei geradem m ist 


w= —a,(2m-+1), wobei a, eine gewisse Zahl mit 0<a,<1 be- 
zeichnet. Im letzten Falle kann (23’) zu 
(23”) —«a,(2m+1)<K,(2,y,2)S2m4+1 (#*+y2+2*<1) 


verscharft werden**). Das Gleichheitszeichen tritt in (23’) bei geradem m 
und bei z = sin®, cosy, y = sin8, sing,, z = cos@, nur fiir 


U(rsin@ cosy, rsinOsing, rcosp)=g, R(r, y) + 9,8 (r, 2 —y) 


ein, wo g9,>0, 9,20, 9,+9,=1 und y ‘ie sphirische Distanz der 
Punkte mit den Polarkoordinaten (1,0, @) bzw. (1,9, ) ist. Bei un- 
geradem m tritt die Gleichheit nur fiir R(r, y) oder fiir R(r, 2 — y) ein. 


§ 4. 
Uber die Abschnitte der Entwickiung einer in der Einheitskugel 
positiven harmonischen Funktion. 


1. Die Existenz einer in der Einheitskugel regularen positiven har- 
monischen Funktion, deren Abschnitte in der Einheitskugel nach unten 
unbéschrankt sind, folgt unmittelbar aus der bekannten Tatsache, daB es 
auf der Einheitskugel stetige Funktionen gibt, deren Laplacesche Reihe 
in einem Punkte der Einheitskugel zwischen — co und oo oszilliert. Ein 
besonders einfaches Beispiel fiir dieses Phinomen stammt von F. Lukécs **). 


%) Man ze‘gt leicht, daB wenn m die geraden Zahlen durchlaufend iiber alle 
Grenzen wichst, 
lim &m = Min J, (x) (a reell) 
= —0,4028.... 


*) F. Lukdcs, Uber die Laplacesche Reihe [Mathematische Zeitschrift 14 (1922), 
8. 250—262], FuBnote **); vgl. auch L. Fejér, a.a.O. *), FuBnote *). Diese Beispiele 
(Fortsetzung der FuBnote 22 auf nichster Seite.) 
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Betrachten wir nun den m-ten Abschnitt der Entwicklungen samt- 
licher in der Einheitskugel reguliren positiven harmonischen Funktionen, 
die im Nullpunkte gleich 1 sind. Jeder solche Abschnitt besitzt ein 
wohlbestimmtes Minimum in der Einheitskugel und die untere Grenze 
(Minimum) y,, dieser Minima ist nach § 1 gleich 

Min 5) (2» +1) P,(é), 
¥=0 
wobei € das Intervall [—1, 1] durchlauft **). 
Es gilt nun, wie wir beweisen wollen, die folgende Grenzwerigleichung : 
—-_ . J, (x) 
(24) lim A, = Min 2° (x >0), 


wo J,(x) die Besselsche Funktion erster Ordnung bezeichnet. 
2. Es ist bekanntlich 
. 6 
Jim P,, (00s <) = J, (8), 
und zwar gleichm&Big in jedem endlichen Intervalle 0<9<90,. Wenn 
also « > 0 vorgeschrieben wird, dann kann ein »,(¢) so gefunden werden, 
da8 fiir » > »,(e) 





|P, (cos ©) — Jp(8)| <e 
gilt; 0<60<0,. Es sei nun m>~»,(e) und »,(e) << »<m; man hat 
6 v 6 
P, (cos °) — P, (cos * £), 


d. h. 7 ong 
|P, (cos ©) — J,(=6)| <e. 


Hieraus schlieBt man, daB der Grenzwert 


: 1 U0 6 : ] ate id 
(25) Jim gypsy (2 +1) Ps (0085) — him 5 S'S" Jo(5 0) 


1 
= {xd (6@x2)dz = 48) 
0 


existiert, und zwar gleichmaBig im Interval! 0 <6 < ,. 





miissen eigentlich noch etwas modifiziert werden, damit die Oszillation der Partial- 
summen zwischen — oo und +o erfolge. Man nehme etwa die Funktion 


f(0,¢)= S (- 1)" vt (P, (cos 0) — Py» +2 (cos 6)). 


v=] 
m 
*) Das Minimum «, von S’(2v+1)P,(&) im Intervall -1<&<1 wird 
v=0 
wabrscheinlich nur einmal erreicht, und zwar wohl an der g-Bten relativen Minimum- 


stelle. Im Besitze dieses Theorems und auf Grund der Ergebnisse von § 2 wire es 
nicht schwer, simtliche Funktionen zu bestimmen, bei denen y,, erreicht wird. 
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3. Anderseits gilt nach Stieltjes 





(26) |P.,(00s0)|<—-4A—  (m=1,2,3,...;0<0<zx), 
)m sin 6 ‘ 


wobei A eine absolute Konstante ist**). Man hat also bei festem 0, > 0 
r 4 <0< —- rjl1, 


iP tent)| < ne <—nee  ee 











wo B ebenfalls eine absolute Konstante ist. Folglich haben wir fiir die 
genannten Werte von 6 


[Seer +1) Pom] <1+ 2 SYR erty cit Sms : 


v=Q 6 1 


wo C eine absolute Konstante ist. Es ist somit 





Say +1) P, (c080)| <> 


—__ AB 
mM Osos % r=0 * 00 


d. h. beliebig klein, wenn 9, groB genug ist. 
Beachtet man schlieBlich, da8 


D (2 +1) P,(¢) = (m 41) 72 Foes) 
r=0 


im Intervall [—1,0] dem Betrage nach kleiner als 2(m-+-1) ist, so 
folgt, daB 





: E. 
lim sup — 
m x 


Sar +1)P , (cos 8) | 


osesx _ 


fiir 0,—+ co gegen 0 geht. Da 4%) fiir §>0 auch negative Werte an- 
nimmt, folgt hieraus die Behauptung*). 


%) Einen besonders einfachen Beweis fiir diesen Satz gab neuerdings L. Fejér, 
Abschitzungen fiir die Legendreschen und verwandte Polynome [Mathematische Zeit- 
schrift 24 (1925), S. 285-298]. 

%) Anstatt der Stielijesschen Ungleichung (26) kénnte auch die folgende be- 
nutzt werden: 


m 
yi—=| 2 (2¥+1) Po (E)|<}2(m+1) (-1S§S1; m=0,1,2,...), 


die man wegen (39), (41) aus einem allgemeinen Satze der Abhandlung: G. Szegé, 
Uber Orthogonalsysteme von Polynomen [Mathematische Zeitschrift 4 (1919), S. 139 
bis 151] schlieBen kann. 


40* 
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§ 5. 
Noch ein Satz iiber Abschnitte. 


Es sei U(x, y,2) eine in der Hinheitskugel x* +- y?+ 2z* <1 regu- 
lare harmonische Funktion; ferner sei daselbst 


m < U(x, y,2z)< M. 
Entwickelt man U(x, y,z) in eine Reithe (K) nach Kugelfunktionen, so 
liegen sdmtliche Abschnitte derselben zwischen m und M, wenn der Punkt 
(x, y, 2) innerhalb der Kugel 


figs <(}) 
gelegen ist. 

Es geniigt, folgenden Spezialfall zu beweisen: Wenn U(x, y,z) fiir 
a2*-+ y*-+ 2*<1 regular, harmonisch und positiv ist, dann sind auch die 
Abschnitte der Entwicklung (K) positiv, vorausgesetzt, daB (z, y, z) 
innerhalb der vorhin erwahnten Kugel bleibt. 

Nach den Ergebnissen von § 2 geniigt es also zu zeigen, da8 simt- 
liche Abschnitte der Entwicklung 


R (0,7) = 5 (29+ 1) 9” P, (cos) 


fiir 9 =} durchweg nichtnegativ ausfallen. Dies ist aber die unmittelbare 
Folge eines Fejérschen Satzes, nach dem die Summen 


IT,, (cos n) = P,(cos ») + P, (cosy) +-...+ P,,(cos 7) 
fiir 0 <<a nichtnegativ sind**), In der Tat gilt 


& (2¥ + 1) e” P, (cos n) 


= 3 ((2¥ +1)e" — (2% 4-8)Q”*4) IL, (cos m) + (2m + 1) 9" IT, (008 9). 


Die Faktoren neben J/,(cosy) sind fiir 9 =} simtlich > 0, weil ja 





2rv+1 1 
453 Q. 


Die Betrachtung des ersten Abschnittes der Funktion &(o, 7) lehrt, 
daB 4 durch keine kleinere Zahl ersetzt werden kann. 





*) L. Fejér, Uber die Laplacesche Rethe [Mathematische Annalen 67 (1909), 
S. 76-109], 8. 83-84. 
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II. Teil. Abbrechende harmonische Entwicklungen. 


§ 6. 
Verschirfung des Satzes I. 


In der Einleitung ist der folgende Fejérsche Satz erwahnt worden, 
den man als eine Verscharfung von Satz I auffassen kann. 


Es se 
py (8) =1+ A, cos + wu, sin® +-... + A, cosn8 + yw, sinn® 
ein nichinegatives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung. Dann ist 


(27) Pai + at < 2008 


Die Zahi 2cos = kann hier durch keine kleinere ersetzt werden. 


Herr Fejér gelangte auf diese Ungleichung durch die a. a. 0. **) be- 
nutzte (zuerst von F. Riesz bewiesene) Parameterdarstellung der nicht- 
negativen trigonometrischen Polynome. Wéahrend es ihm schon friiher *’) 
gelungen ist, die sonstigen, a. a. O.**) bewiesenen Abschitzungssitze auch 
elementar (d. h. ohne die erwaihnte Parameterstellung) zu begriinden, war 
ein derartiger Beweis fiir den oben formulierten Satz bisher nicht bekannt. 
Dies soll im folgenden nachgeholt werden. 

1. Fir n=1 ist die Behauptung klar. Fiir n>2 liegt es nahe, 
zunachst die folgende Aufgabe zu stellen: 


Es ist eine Lésung des Gleichungssystems 
a os 
eS ; . 2 cos — fir k=O, . 
(28) rye t+reee +... + pen = a fir k—=1, 
0 fir k= 2,8,...,n, 
zu ermitteln, fiir welche 
%20, |e,=1 (» 1, 2,..., %) 

gilt. 

Die Existenz eimer derartigen Lésung folgt unmittelbar aus der 
Carathéodoryschen Theorie, indem man zunichst durch eine dhnliche 
Rechnung wie bei L. Fejér, a. a. 0. **), 8. 77—79, zeigt, da8 das Maximum 
der Hermiteschen Form 


n-1 
a (x, Dr+1 + %, Sve) 
v=0 


%7) Vgl. die unter *‘) zitierten Comptes-Rendus - Noten. 
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unter der Nebenbedingung | x, |*+|2,|*-+...+|2,|*=1 gleich 2 cos —~ =F 
ist. Wir wollen hier die cialis | der Carathéodoryschen Theorie 
vermeiden und gleich etwas genauer zeigen, dab 

2r+1 


a 2v+1 ) (= 


(29) r= wa (008, — o8 FF a =e "8 (y= 1, 2,..., 2) 


eine Lésung von der gewiinschten Art ist. 

Dies kann ohne weiteres verifiziert werden. Man kann jedoch auf 
dem folgenden natiirlicheren Wege zu diesem Resultate kommen. 

Das Gleichungssystem (28) besagt, daB 





n 
« 1 t , 
(30) 5 Oy Pope = 008 = — z + ((2**)) 
v=1 
ist, wobei ((z**+1)) eine Potenzreihe bezeichnet, die keine niedrigeren 


Potenzen von z als die (n+ 1)-te enthalt™). Wir gehen nun aus von 
der Entwicklung 











1 1 — 2008 ——5 s+ 2" 
@(z) 1+2*+t? = 1 — 200s ——52-+-2* + ((2"*#)). 


Hierbei ist w(z) ein Polynom n-ten Grades und man hat 


@ (z) =1( — &,2), 





wenn 
qtzt.. 
e, =e *** (» = 1,2,...,”) 
gesetzt wird. Folglich gilt 
] — —— 
f(2) = 2) — cos 7 = cos —* 5 — 2+ ((2**4)). 


Die rationale Funktion f(z) hat w(z) zum Nenner und ein Polynom 
n-ten Grades zum Zahler; wir zeigen, daB sie die Form der linken Seite 
von (30) besitzt, wobei r, > 0. 


Es ist zunachst mit geeigneten komplexen Konstanten ¢,, ¢,, ¢,, -.., ¢ 


(z) =e + Sa 


*) Vgl. die erste unter ) angefiihrte Comptes-Rendus-Note von L. Fejér, wo 
ein auf ahnlichen Prinzipien beruhender Beweis fiir die Ungleichung (8) gegeben wird. 
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Hierbei ist f(00) = ¢g = — cos ——5 und f(0)=c, + 2 Py So, = cos —~,, 80 


sah 
daB c, = —; Se,. Es ist also 


" 1 -~ 1+e,z 
f(z)=5 D'o—.. 


l—ez 
v= - 





Die Konstanten c, =r, kénnen hieraus ohne Schwierigkeit bestimmt 
werden. Es ist 


























li 1 f li l—e,z « 
Tr, = im — &2 Z2)>->- 1m = —— . 
ai ( ) eet w (2) w’ (é,) 
Nun gilt 
o' (é) (n+2)ap** (w+ 2) 9," 
. a _ a? a a = 
1 2008 5 +s . Recs ate 
(m+ 2) 2" 
: 2r+1 oe 
2\ +a — cos —* 5) 
so daB 
(cos 22+? uf a ) 
ee ata” “ata 2 (007-5 — ons 82415) 
eat n+2 ~ +2 n+2 n+2 
(y= 1, 2, *» n), 


woraus r, > 0 hervorgeht, 


2. Wir kommen jetzt auf den Beweis des eingangs ausgesprochenen 
Satzes. Es ist 


= Sr 9 (0+ UES a) = 2008 —*, — (4, 0080 + pi, sin 8) 
v=1 


ein trigonometrisches Polynom erster Ordnung, das fiir alle Werte von 0 
nichtnegativ ist. Folglich gilt 


Vay + +m < 2.cos — rs 


d. h. die Behauptung. Das Gleichheitszeichen kann hier nur dann eintreten, 
wenn fiir irgendeinen Wert 6 = 0, 


y (0) = 
wird. Dann hat man aber 
9 (0, +=} 2) =0 (y= 1,2,...,m), 


d. h. 
p (0) = c| aw (es0-00)|?, 
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wo c eine passend zu wahlende Konstante ist. Sie wird durch die Be- 


di 8 22 
£ flare) *d0=1 
0 


bestimmt. Nun ist bekanntlich 


2 gin (y+1)—~ 












































1 n+2_, 
= _ Ss", 
1—2c0s—~.~z+2" »=0 sin—— 
n+2 n+2 
also 
® sin (vy +1)—— 
1+2"** jl m+2 . 
@(z) = - 7 eT z 
1—8es st ts v=0 ein 3 
Es ist somit 
ax « fean(o+1)-2<\. 
, P n+2 
2. fiecen irae 3 reais i 
nf ¥=0 net 
22 
i ly ome 
ee  abeasd: ers ae n+2 
ne — , a 2x’ 
v=0 — <9 eee 
weil ja 
n+1 9 
m4 
>) cos» 5 = 9 
mel n+2 
ist. Wir haben folglich 
22 
1 — cos : 
be a+2 2 sin® x 
—-—ate,~C«C Oe 
und 
2 . ° 
31) 6)——2,| S’sin(y + 1) —*2°| 
(38) 9 (9) = 553 2s (+1) | = e000) 
1~sescten feta, |* 
iti ce n+2 a sl 
n+2 i z=et(O—@o)° 
= 


Das sind die einzigen trigonometrischen Polynome der zugelassenen Art, 
fiir die in (27) das Gleichheitszeichen eintreten kann. 


3. Mit Hilfe der vorhin abgeleiteten Ungleichung (27) kann auch die 
folgende allgemeinere Aufgabe gelést werden: 


Welches ist das Maximum von V2 +p), wenn 
p(0)=1-+ 4, cos0+ mw, sind + ...+ 4, cosn6 + yu, sinn® 
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die Gesamtheit aller nichtnegativen trigonometrischen Polynome der festen 
Ordnung n mit dem Absolutglied 1 durchlduft? (q=1,2,...,n.) 


Fiir g = 1 wird diese Frage durch (27) beantwortet. Der allgemeine 
Fall kann leicht auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt werden. Es ist naémlich 


1 1 de (0 +=») = =1+4, cosqg6+ u,sing8+ d,, cos2g0+ u, ,sin2g0+... 


ein widinanepl trigonometrisches Polynom von der Ordnung [*] in 
q9. Wendet man darauf (27) an, so ergibt sich sofort 


Wt As (q 
[| +2 

q 
Man sieht, daB hier das Zeichen = tatsichlich eintreten kann. Be- 


zeichnet namlich y, (6 —@,) das trigonometrische Polynom n-ter Ordnung 
(31) (0, beliebig), so ist dies sicher der Fall, wenn (6) = 7s (q0—8,) 





(27’) Va? + wu? < 2cos =1,2,...,)*). 


q 
oder allgemeiner (0) = ay(a° — 6,)z(8), wo (6) ein beliebiges nicht- 


negatives trigonometrisches Polynom von der Ordnung n — q|* ]<a- 1 


mit dem Absolutglied 1 bezeichnet, gesetzt wird. Geta, wenn in 
(27’) das Gleichheitszeichen gilt, dann mu8B wegen 2 


12) 


sein. Das trigonometrische Polynom auf der rechten Seite besitzt dann 
wegen (31) lauter reelle Nullstellen, fiir welche simtliche Glieder der auf 
der linken Seite angeschriebenen — ~~ u. a. “¥ ¢ (8) verschwin- 
den mu8. Es ist somit®®) »(@)= — 0,)~(0), wo z(0) die obige 
Eigenschaft hat. "ls es 


(q6 — 4) 


£°) Diese Ungleichung ist in dem Spezislfall [=| =1 (dh. fir * <g<n) 


a. a, 0.2%) zu finden. Die allgemeine Giiltigkeit von (27’) ist mir vor einer Reihe 
von Jahren durch eine miindliche Mitteilung der Herren J. Egervéry und O. Szdsz 
bekannt geworden. Sie gelangten darauf durch die a. a. 0.) bewiesene Para- 
meterdarstellung der nichtnegativen trigonometrischen Polynome. Wie ich nun neuer- 
dings von Herrn 0. Szdsz erfahre, hat er bereits vor lingerer Zeit, durch eine Be- 
merkung von F. Lukécs angeregt, einen Beweis von (27’) gefunden, der im Prinzip 
mit dem im Text angegebenen iibereinstimmt. 


%®°) Wenn das stets nichtnegative trigonometrische Polynom » (6) fiir 6 = 0, ver- 
schwindet, so ist 


(6) =(1 — cos (@—6,)) p* (8), 
(Fortsetzung der FuBnote 80 auf nichster Seite.) 
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Das sind die einzigen trigonometrischen Polynome der zugelassenen 
Art, fiir die in (27) das Gleichheitszeichen eintreten kann. 


§ 7. 
Verscharfung des Pickschen Satzes II. 


1. He sei U(x, y,2z) ein harmonisches Polynom n-ten Grades; d. h. 
die Entwicklung (K) von U(x,y,z) nach Kugelfunktionen mége beim 
n-ten Gliede abbrechen: 


U(2, y, z) = Ky(z, y, z) + K,(z,y,2z)+...+K, (2, y,2). 
Es set 
U(z,y,z)=0 fir 2z*+y*+27°< 1, 
ferner 


K, (x,y,z) =U(0,0,0)= 2, [[ (sind cos g, sin 9 sin %, cos@)do = 1. 
F 


Dann gilt fir x? + y*+2*<1 
(32) | K, (2, y,2)| S3e,; 


hierbei bezeichnet 0, die grdfte Nullstelle des Legendreschen Polynoms 
P,,.,(€), wenn n=2q gerade ist und die grote Nullstelle von P,, ,(&) 
+ P,.,(&), wenn n=2q+1 ungerade ist. 

Es ist unmittelbar klar, daB diese Behauptung eine Verschirfung des 
Pickschen Satzes II bedeutet. 


Es geniigt (32) fiir einen Punkt (1,0,, m,) der Einheitskugel zu be- 
weisen. Betrachten wir eine Drehung der Einheitskugel, welche diesen 
Punkt in den Nordpol iiberfiihrt. Das in der Einheitskugei nichtnegative 
harmonische Polynom U(z,y,z) geht dadurch in eir: edexsolches iiber 
und die Bedingung U(0,0,0)=—1 bleibt auch bestehen. Hieraus folgt, 
da8 man sich auf den Spezialfall 0, == 0 (Nordpol) beschrinken kann. Es 
handelt sich dann um die Abschitzung von K,(0, 0, 1). 

Wegen (1’) wird durch 


8x 
(33) 7; | U(sin6 cos 5, sin sin G, cos0)d@ —S'a, P,(cos0) = P(cos@) 
0 


v=0 


wo »*(@) wieder ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom ist. Es geniigt, dies 
etwa fiir 6,=0 zu zeigen. Man hat dann 


v (8) =~ (6)— 9 (0)— yp’ (0) sind; 


der letzte Ausdruck setzt sich aus Gliedern von der Form cos k@ —1 und sink@—ksin@ 
zusammen, k ganz, die simtlich durch 1 — cos @ teilbar sind. 
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ein im Intervall — 1 << <1 nichtnegatives Polynom n-ten Grades P(é) 
definiert, das die Bedingung 


1 
(34) 5 fPeae=i 
erfiillt. Es ist ferner wegen (2) 
K,(0,0,1)=a,=5 frceae. 
-1 


Bezeichnet also 9, das Maximum von 


(35) » [Peed 


fiir die Gesamtheit aller, im Intervalle — 1 << <1 nichtnegativen Poly- 
nome n-ten Grades, die die Bedingung (34) erfiillen, so ist (32) fiir 
z* + y*+ z* <1 sicher erfiillt. Durch Betrachtung des harmonischen Poly- 
noms 


Sa,r’P, (cos 6) , 


v=0 


das fir r <1, OS O0< 2, mugleich mit 
P(é)= 3a, P,(é) (—1<é<1) 


nichtnegativ ist, ergibt sich, daB in (32) 9, durch keine kleinere Zahl er- 
setzt werden kann. Damit ist unsere Aufgabe auf die Bestimmung von 9, 
zuriickgefiihrt. , 

2. Die GréBe 9, hat bereits Tchebychef berechnet**). Seine etwas 
komplizierte SchluBweise mége hier durch die folgende ersetzt werden, 
welche auf einer von F. Lukdécs stammenden Darstellung der im Intervalle 
—1<&S1 nichtnegativen Polynome n-ten Grades P(f) beruht**). 
Diese lautet: 


(36) P(&) =(A(é))* + (1 — &)(B, (€))* + (1 + €)(B,(6))* 
+(1 — &*)(0(€))’. 


Hierbei sind A(é),...,C(¢) Polynome, deren Grade so beschaffen sind, 
daB kein Glied in P() von héherem als n-ten Grade ist. Der Grad von 


*) Cuvres de P. LL. Tchebychef 2 [St.-Pétersbourg 1907], Sur le rapport de 
deux intégrales étendues aux mémes valeurs de la variable. S. 374—402, insb. S. 399. 
**) Vgl. G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis 2 
[ Berlin, Julius Springer 1925], vgl. Abschnitt VI, Aufgabe 47, 8. 82, 276. 
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A(é) ist also (Fl. der von B, (é) und B,(&) gleich = ‘| und der von 
C(&) gleich (s] —1. (Umgekehrt stellt ein derartiger Ausdruck offen- 
bar ein im Intervall — 1< <1 nichtnegatives Polynom n-ten Grades 
dar.) Es geniigt also, die Quotienten 
1 1 1 
Siaw@ypeae = f(BerPasnrds — f (ece*—s*) eae 
-1 


=j -1 

(37) : , 7 , 7 
Sawmya S(Berastnd f(c@yPa—# yds 
pant | =—1 -1 





fiir die Gesamtheit aller Polynome A(f), B(), C(¢) bzw. vom Grade 
|” n—1 n ~ 
[=]. —E |, [3] — 1 abzuschiatzen. 

fail ist bekannt, daB das Maximum von 


1 

Stott e +... +tmd™)* p(E)E dé 
(38) => , 

S (ott et...+ tnd) p(é) dé 

a | 





wobei p(é) eine gegebene nichtnegative (nicht iiberall in [— 1,1] ver- 
schwindende) stetige Funktion bezeichnet, gleich der gré8ten Nullstelle 
desjenigen Polynoms Qm»+:(&) vom Grade m + 1 ist, das die Orthogonalitats- 
bedingungen 








1 
(39) Sv) Quri(E)EGE=O (v= 0,1, 2,...,.m) 
erfiillt**). Fiir p(é)= 1 ist bekanntlich 
(40) Quir (F ) = konst. P_..(#); 
fiir p(é)= 1+ ist 
| F Pa+s Po 
(41) Q,,.,(¢) = konst. Ss +2(5). 
fiir p(é) = 1 — &* ist 
(42) Qn+1 (€) = konst. Fastin 5 Pu+a(§) 
—? 


Die Nullstellen dieser Polynome sind samtlich reell und liegen im Inter- 
vall -1<é<1. 


Das gesuchte Maximum 9g, ist somit gleich der gréBten unter den 


gréBten yp 1 eu Nullstellen der Polynome 


a: i te i 


oe ‘Dieses Polynom ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. 
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Fiir n = 2q handelt es sich um die Polynome 
P, +1 (€); P,(€) + Py +1 (€), P,(€) — Poe (€), 
wahrend fiir n= 2q-+ 1 um die folgenden: 
P, +1(€); Py aa (€) + Pose (€), P,(€) — Py42(8)- 
Es sei nun é, die gréBte Nullstelle von P,,(é); man hat bekanntlich 
0<¢,<h< 55 CES ts SB 
Aus elementaren Eigenschaften dieser Polynome folgt weiter fiir §,<§<1 
P,,-1(€) > P,, (€) > 0, 


ferner 

P(E) > Pasa (€)s 
weil ja P,,.,(&) zwischen &, und &,, negativ ist. Es ist also fiir 
bar <8<l 


P,(8)-+Pyss(€)>0, P,(2)—Pias(8)>0, 
P, (8) — P,49(€) >0. 
Bei geradem n, n = 2q, ist folglich 
On = Fg4a: 
Bei ungeradem n, n= 2q+1, ist & , mit der gréBten Nullstelle 
von P,.,(&) + P,4.(&) zu vergleichen. Es ist fir §&,.,9<§<1 
P, 41 (8) — Pras (€)>0, 


so daB P,,,(€)—P,,.() nicht in Frage koramt. Dagegen hat das 
Polynom P, , , (§) + P,49(§) sicher eine Nullstelle im Intervall G41 < F<, 
weil es doch fiir § = & ,, negativ, fiir = 1 positiv ist. Fir n=2¢+1 
ist somit g, gleich der gréBten Nullstelle von P,,,(¢)+ P,,,(&). 4) 
3. Die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in ($2) kann leicht diskutiert 
werden. Zunichst erreicht der Ausdruck (35) sein Maximum og, fiir ein 
einziges Polynom P() = P(é) der zugelassenen Art. Es ist 
a) bei geradem n, n = 2q, 
- ) ee 
P(&) = konst. (fe) ; 
b) bei ungeradem n, n= 2q+ 1, 
3 
P (é) = konst. (1+ €) (= 123) , 
wobei die konstanten Faktoren gem&8 (34) zu bestimmen sind. 





*) Vgl. Tchebychef, a. a. 0. *), § 10. 
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Es sei nun U(z, y, z) ein harmonisches Polynom der oben betrachteten 
Art, fiir das K,(0,0,1)—, ist. Wegen (33) mu8 dann 


| U(sin@ cos @, sin @ sin %, cos@)d% = P (cos) 
0 


sein. Nach dem Obigen besitzt P() im Intervall —1<é< 1 genau 
qI= (S| Nullstellen cos 6, (0 <O0,<2; h=1,2,..., [z]), deren jede 
zweifach ist. Wegen U(z, y,z)>0 fiir x*+ y*?+2*=1 muB U(z, y, z) 
auf den entsprechenden Breitenkreisen 0 = 0, identisch in g verschwinden; 
es mu8 ferner, wie man leicht sieht, fiir 9 = 60, identisch in p 
<,U(sin 8 cos g, sin # sin, cos #) = 0 

sein, Mit der Bezeichnung (1') kann man also behaupten, daB die 
Ausdriicke 

Sam, Pz (cos), S'be,Pz(cos0)  (»=1,2,...,n) 


fiir 6 = 6, samt ihrer ersten Ableitung verschwinden (a om Be Dice [$}). 
Die Polynome 

Deu, Pe (Ey 3 bmr Px (8) 
miissen somit die zweifachen Nullstellen & = cos@, (i “eee ($1) 
besitzen. Da ihr Grad gleich n —¥y ist, so verschwinden sie identisch, 
wenn y= 2,3,...,m oder wenn »=1 und nm gerade ist; d.h. es gilt 


bei geradem n 
U(sin 8 cos, sin@sin gp, cos#) = P(cos@). 


Ist » = 1 und nm ungerade, so liefert diese SchluBweise, daB 


D> Mat P,(é () = konst. PO) 


+€ 
m=1 
und ahnliches beim zweiten Polynom. Es miiBte dann 


sin @ 


U (sin @ cos p, sin®@ sin g, cos @) = P (cos) (1+ tr 


9 (2 cos p + bsin gy) ) 


sein, a und b Konstanten. Ein derartiger Ausdruck nimmt aber notwendig 
auch negative Werte an (es sei denn, da8 a = b = 0 ist), da doch a 

1+ cos 6 
fiir 6= 2 unendlich wird. 


Die Kugelfunktionen P (cosy), wobei y die spharische Distanz des 
variablen Punktes (1,0, @) von einem beliebigen festen Punkte (1, 9,, 7) 
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ist, sind also die Randwerte der einzigen zulissigen harmonischen Poly- 
nome, fiir welche in passenden Punkten der Einheitskugel K, (2, y,z)=0, 
oder K, (x, y,z) = — K,(— 2, —y, —z)= — @,, gelten, d. h. in (32) das 
Gleichheitszeichen eintreten kann. (Es tritt nur in dem Punkte (1, 0,, 9,) 
und in seinem Gegenpol ein.) 


§ 8. 
Ubertragung eines Satzes von L. Fejér auf den Raum. 
Es sei U(x, y,2) ein harmonisches Polynom n-ten Grades, das in 


der Einheitskugel nichtnegativ ist und im Mittelpunkte derselben den Wert 1 
annimmt, U(0,0,0)=1. Dann ist fiir x*+y*+2*<1 


(43) U(z,y,2)<(*41) — EY. 


Die Konstante auj der rechten Seite dieser Ungleichung ist durch 
keine kleinere zu ersetzen. 


Man ersieht, wie in § 7, daB es geniigt, diese Ungleichung nur fiir 
den Nordpol 2 =0, y=0, z=1 zu beweisen. Es ist aber P,(1)=—0 
fiir » >0, so daB wegen (1’) 


U(0, 0,1) = Sa, P,(1) = P(1) 


gilt, wenn P(é) das in §7 eingefiihrte Polynom bedeutet. Hieraus folgt, 
wie dort, daB die kleinste Zahl M,, welche in (48) auf der rechten Seite 
stehen kann, die Lésung der folgenden Maximumaufgabe ist: . 


Welches ist das Maximum M, von P(1) fiir die Gesamtheit aller im 
Intervalle —1<& <1 nichtnegativen Polynome n-ten Grades, welche der 
Bedingung , 


1 
1 { p(g)ag=1 
-1 
geniigen ? 
Diese Aufgabe ist von F. Lukdcs gelést worden®) mit dem Ergebnis 


a,<\" 1=¢-1)" 
M, = (F = 1) iar he ae 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


85) F. Lukées, Verschirfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung fiir 
rationale Polynome [Mathematische Zeitschrift 2 (1918), S. 295—305). 
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Lukécs hat auch gezeigt, da8 unter den erwaihnten Polyvnomen P(é) 
ein einziges P(£) existiert, fiir welches P(1)— M, gilt. Es ist 


a) bei geradem n, n = 2q, 





5 1 ' , \a__ (Py ()— Pos (8)\* 
P(E) = pal Pal E) + Pass (6) = (2S Fe) 
q 
1 ; r 
=(4, 2 (27 +1)P.(6)) 
b) bei ungeradem n, n= 2q¢+1, 
2 
P(E) = gene Hy (t+ #) (Perl) 
= 2atIat2) ¢y Felf)— Py+2(€) 
(2g+3)* +t —# ) 
2 


3. 
= Garner! + #) (29+ VP, (E) + (2g — 8) Py_a(E) + «--) 


Die Kugelflachenfunktionen P(cosy), wobei y die spharjsche Distanz 
des variablen Punktes (1,6, q) von einem beliebigen festen Punkte (1, 9,, y) 
ist, sind die Randwerte der einzigen zulissigen harmonischen Polynome, 
fiir welche in (43) das Gleichheitszeichen eintreten kann. (Es tritt nur 
in dem Punkte (1, 6,, y,) ein, wenn n> 1 ist.) 


Berlin, Marz 1926. 


(Eingegangen am 23. 3. 1926.) 




















Sur lintégration des ¢quations aux dérivées partielles 
du type elliptique. II. Note. 


Von 


8. Bernstein in Charkow (Ukraine). 


1. Je crois, qu’aprés les quelques explications que j’ai données dans 
une Note’) récente au sujet des inégalités fondamentales (23) de mon 
Mémoire*) »Sur la généralisation du probléme de Dirichlet«, je n’ai plus 
besoin de revenir sur la démonstration de la proposition suivante que 
j’appellerai, pour abréger, théoréme A: 

Si z est une solution finie et continue ainsi que ses dérivées des 
deux premiers ordres de Téquation linéaire 
a*2 
Ozdy 





2 SI 
a 

a) Aga t 2B t+ OR t+ ep +ebs + Fe M 

(AC— B*>x>0, AF<0) 
qui s’annule sur la circonférence C de rayon R; si les coefficients du 
premier membre sont des fonctions analytiques de x, y a Vintérieur de C; 
si de plus les modules des dérivées des 7 premiers ordres de A, B,C et 
les modules des dérivées des 2 premiers ordres de D, E, F sont bornés 
supérieurement sur la circonférence C et a son intérieur par un nombre 
donné P: on a les inégalités**) 


(01) (01) 
ee ee 


(01) Pe bade . 
(=). <ataqe” [Ea] cH. .. 


oe 7 e. oF 2 oe ‘ 
ox Rr, Rt, ey Rr, BR, 


(23) ou (2) 


ou 4 est entiérement déterminé par P et x; (les modules trigonométriques 
normalisés qui figurent dans ces inégalités se rapportent aux nouvelles 
variables z,,y, qui transforment l’équation (1) 4 la forme réduite en 
1) Math. Ann. 95 (pp. 585—594). 
*) Thid. 69 *pp. 82—136). 
*) loc. cit. p, 109. 
Mathematische Annalen. 96. 41 
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faisant correspondre au cercle C un cercle C’ de rayon 1 avec corre- 
spondance des centres, ces nouvelles variables ainsi que Ri ea rj dépen- 
dent donc uniquement de A, B, C). 

2. C’est de ce théoréme A que découle le lemme du § 14 du Mémoire 
cité qui domine toute la théorie des équations du type elliptique. La 
démonstration un peu trop concise de cette proposition que j’appellerai 
théoréme B n’étant pas bien comprise par certains de mes lecteurs, je 
tiens 4 la reproduire avec plus de développements. Voici textuellement 
son énoncé*);: 


Théoréme B. «Si z, est une solution de léquation analytique du type 
elliptique 
(3) F(r,8,t,p,9,2,%.y,@) =0 (F, FP; <0) 


correspondant dG «=«a, qui sannule’) sur la circonférence C et admet 
des dérivées bornées des neuf premiers ordres sur cette circonférence aussi 
bien qu’a son intérieur, il existe un nombre « tel que, pour toutes les 
valeurs du paramétre « (réelles ou complexes) satisfaisant a Tinégalité 
'a—a,|<e, Péguation admet une solution jouissant des mémes pro- 
priétés que la solution z, et se confondant avec cette derniére sur le con- 
tour C». 

Avant de passer & la démonstration, je voudrais préciser quelques 
points de cet énoncé et expliquer la portée du théoréme. Je suppose, 
bien entendu, en disant que l’équation est du type elliptique (pour les 
solutions considérées z) qu’il existe pour toutes les valeurs effectivement 
prises par z un nombre x > 0 tel que 4 Fe R-—(F)'>*«. Le nombre 
e qui est une borne supérieure du rayon de convergence du développe- 
ment de z suivant les puissances de (a —«,) est entiérement déterminé 
par la borne supérieure P des dérivées considérées des neuf premiers 
ordres (du moment que x est fixé). Enfin, quand je dis que la 
solution z (pour |@ —«,|<«) jouit des mémes propriétés que z,, cela 
signifie que z admet également des dérivées bornées des neuf premiers 
ordres; mais naturellement la borne supérieure des modules de ces déri- 
vées pourra, en général, étre différente de P. C’est pour cette derniére 
raison que du théoréme B a lui seul on ne saurait aucunement conclure 


*) On trouvera une généralisation de ce théoréme pour le cas, ot la condition 
F; F:<0 n’est pas remplie, dans mon Mémoire »Sur les équations du calcul des 
variations«, Ann. de |'Ec. Normale 1912, page 481. 

*) Il n’y aurait rien & changer, si la solution se réduisait & une fonction ¢ (0) 
analytique de l’angle @ sur C; le cas général se ramenant d’ailleurs facilement a 
celui de y(@)=0, o’est uniquement pour simplifier lécriture que cette hypothése 
avait été introduite dans |’énoncé. 











eee 
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(ce qui d’ailleurs, en général, serait inexact) que, en l’appliquant de 
proche en proche, on aura une solution de l’équation (3) quel que soit «. 
Cette conclusion ne sera légitime que pour toutes les classes d équations, 
ou en partant de 'hupothése que la solution admet des dérivées finies des 
neuf premiers ordres, le nombre P peut étre fixé a priori indépendam- 
ment de a, car dans ce cas la valeur « sera déterminée une fois pour 
toutes, et on arrivera a nimporte quelle valeur donnée de « en appliquant 
le théoréeme B un nombre limité de fois. Voici pourquoi je maintiens 
intégralement mon affirmation qui termine le § 14: «Le lemme (théoréme B) 
ainsi démontré nous montre que la question de la possibilité du probléme 
de Dirichlet se raméne & la question de la possibilité de fixer a priori 
des limites supérieures des modules de la solution et de ses dérivées des neuf 
premiers ordres, si on admet seulement l’existence de cette solution et de 
ses dérivées de tous les ordres. Ce résultat assez compliqué devient extréme- 
ment simple grace 4 l’application de la méthode des fonctions auxiliaires». 

3. Passons donc 4 la démonstration. Pour simplifier |’écriture je 
poserai «,=— 0; de plus, pour plus de netteté, je supposerai la fonction F 
entiére par rapport & toutes les variables dont elle dépend. Remarquons 
d’abord que la série 


(4) % + a2,+.. .+° n! zy 


qui vérifiera formellement l’équation (3), la vérifiera effectivement pour 
toutes les valeurs de « pour lesquelles cette série converge uniformément, 
ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres par rapport & x et y. Il 
s’agit donc en premier lieu de former la série (4) et d’assigner une borne 
supérieure & son rayon de convergence, ainsi qu’A celui de ses dérivées 
des deux premiers ordres. A cet effet, nous prenons pour z, = (=) 
la solution, qui s’annule sur C, de |’équation linéaire 

(5) Fy 24 F254 Ta+ Fs -+ F, oH 4. Fit, = — Pleo = A, 


ax® *dxey Poox " ay 


qu’on obtient en différentiant (3) par rapport & @ et en remplacant « 


par 0 et z,p,q,7, 8, Par 2, Po. Qos To» 89s tg, Tespectivement. En diffé- 
rentiant encore une fois, nous avons 


(6) F534 ro + Fo =f + Fogo ot +H, 5+ F.%, = A,, 


Po Bx 


ou 


a2 \2 2 2 2 s \ 
w {6 2 ” fa* z, 0 2, 0%\([0x% 
A, = — [Fy (<4) + 2 Free (53) (zz) +2 Fr (522) (53)+-.. 


” a* 2 wl 


+ Fizz? +2 F053 + -- -+ Fs}, 
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et z, = (5) est la solution de (6) qui s’annule sur C. En diffé- 


rentiant successivement nous déterminons de proche en proche z, comme 
la solution qui s’annule sur C de |’équation linéaire 





2 
(1) Beet Reeth e+ ee + Ret RA, 


"eax ' “*azay Po Op 
dont le premier membre reste invariable et le second dépend des fonctions 
Zo» 2, +++) Z,—, et de leurs dérivées des deux premiers ordres par rapport 
& x et y déja déterminées. 

Dans ces conditions les équations (5),(6),(7) satisfont aux con- 
ditions®) du théoréme A, avec les mémes valeurs de P et x et les mémes 
variables de transformation z,, y,, de sorte qu’on pourra fixer une valeur 
de 4 indépendante de n, telle que 


0,1) (0,1) az)» (,1) az,)0) (0,1) 
(anes: <AAadaca:?  [aelates <A Adaa:? CGplate: <AUAada te 





Riri Rin 
(0,1 (0,1) az, 1% (0, 1) 
8 lpetlate < BA 
(8) rae" 7 od Cs ae Oxdy! Riri s aL AN) ef? 
le (0, 1) 
ae R ALA oi? 


les modules trigonométriques normalisés ayant toujours les mémes signi- 
fications. 

Nous allons fixer & présent une valeur de «, telle que, pour «| <«,, 
non seulement la serie (4) converge uniformément avec ses dérivées des 
deux premiers ordres, mais qu’il en soit de méme des séries 


(0,1) 


eledgi be tS [a] 


az an a a Zn an 
«(5% ee ri +... +efts in + 
qu’il suffit de considérer pour « > 0. 


A cet effet, remarquons que, si dans les expressions A, qui figurent 
dans les seconds membres des équations (5), (6), (7) on remplace chacune 


” 


(9) 


5) L’existence des solutions des équations linéaires a été démontrée préalable- 
ment dans le § 13 du Mémoire cité; il fallait, en effet, pour éviter l’'apparence d’un 
cercle vicieux, démontrer d’abord le théoréme B pour I’équation linéaire et constater 
que pour les équations linéaires les conditions de ce théoréme se trouvent toujours 
remplies, le nombre e pouvant étre fixé indépendamment de « (pp. 112—114), de sorte 
que la solution de |’équation linéaire correspondante existe effectivement. Il est 
essentiel surtout que si, pour une valeur de a, l’éxistence est établie, les inégalités 
(8) (théoréme A) les accompagnent. 





a 


EE 
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des dérivées partielles de F par son module trigonométrique normalisé 


2 
et les fonctions de méme indice Fat’ Srey’ yt? Ox? dy? % par un méme 
nombre b, ‘pour i <n) qui est supérieur aux modules trigonométriques 
(on) 
normalisés de celles-ci, on obtiendra un nombre B, > [A, Ji . De plus, 


ce nombre B, s’obtiendra de la fagon suivante: soit 
(10) b(a) ab, +...+b,4... 
une série (formelle) majorante des séries (9). 
Considérons la série de Taylor suivant les puissances de 0, 0, t, £, 9, ¢, @ 
(11) (0, 0,1, &, 9, ¢, a) 
== F(ryo+ 0,8 +0, to +t, Dot, dot, % +6, 2 Ye) 
— F (15, 8» te» Po» Io» %» 29,0) —loF,, +oF,, +t t+ Fy +0F,+¢F.] 


=o FP’ a 7A" F (ro 8» tor Po» Yo» Zo, 2, y, 0) o%8a%8 et EM 9 “5 5% @™ 
Bs n=2 Or O8"* at™* Ap™ dq™* A2™*Oa™  H,! Hq! Hy! Hg! My! Hq! He! 





, 


qui aura, en général, des rayons de convergence bornés inférieurement par 
rapport 4 toutes les variables; mais, comme je l’ai dit au début de la 
démonstration, je fais ici, pour ne pas entrer dans des détails d’ordre secon- 
daire, l"hypothése simplificatrice (nullement essentielle) que ce développement 
est convergent dans tout le plan de 9, 0,7, &,,¢, a; si, & présent, nous 
posons op=o=1=f=n={=b et remplacons en méme temps tous les 
coefficients de la série ® (qui sont des fonctions de z et y) par leurs 
modules trigonométriques normalisés respectifs, nous obtenons une série 
formelle suivant les puissances de b et « (& coefficients constants) 

(12) (ba) =a Fenolaiy: + 3 cmb" 0% 

alors = sera le coefficient de a* dans le développement formel suivant les 


puissances de «, auquel se réduit la série (12), lorsqu’on y substitue (10) 
& la place de 5: en d’autres termes, B, est la dérivée compléte d’ordre n 
par rapport & «, pour a =0, de m(b,a), si b est donné en fonction de « 
par la série (10). 

Remarquons ensuite que la fonction F(r,..., z, x, y, «) étant supposée 
entiére par rapport & toutes ses variables, la fonction ( b, «) sera également 
convergente pour toutes les valeurs de b et a. En effet, l"hypothése que z, ad- 
met des dérivées bornées des 9 premiers ordres (les 3 premiers ordres seraient 
suffisants) entraine son analyticité, et, d’aprés les considérations générales de la 
page 108 de mon Mémoire cité, on peut assigner une borne supérieure 


Q & tous les modules trigonométriques normalisés [20]. + [p)" “y 


Riri’ 
[t]®:”.. [2], [y]®.. Par conséquent, en tenant compte de la pro- 
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priété évidente des modules trigonométriques normalisés, que [/, + /, : 
Sih, aoa + [fe] >: i et [f, fale <(A)y. (Ae nous aurons 


eo” F(Q, y, @, Q, dY, Q, gy, Q, 0) 


ar™ as at ap™aq™az"da"’ 





WA 





(13) Od” F (1%, 8, tos Po» Gor Zo» 2: ¥- 0) eu) 

|dr™ as" at ap™dq™dz"*da™ Riri 
oi Fi r, 8,t,p,qQ,2,2,y,@) est la série majorante (partout convergente) du 
développement de F(r,s,t,p,q,2,2%,y,@) suivant les puisances de r, s, 
t,p.q,2,%,y,«. Done la série (11) reste partout convergente, quand on y 
remplace tous les coefficients par leurs modules trigonométriques normalisés, 
et par conséquent la série (12) représente également une fonction entiére 
par rapport & 5 et «. 

Cela étant, pour obtenir la série (10) qui est majorante des séries (9), 
il suffira de prendre la solution b de l’équation 


(14) b=iAp(b,«) 


qui s’annule avec «, pour le développement de laquelle suivant les puis- 
sances de « on peut trouver une borne inférieure ¢, du rayon convergence 
par la méthode classique de Cauchy. En effet, de (12) nous tirons 


b, Ps 2 [re (0,1) 


Riri. A [Ay Jp; ri? 
done, en vertu de (8) pourn=1, b, est bien supérieur aux coefficients 
de « dans les séries (9). Or, en admettant que pour toutes les valeurs 
de 7-_m on sait que 


ae wane (0,1) 

~ U , 

b, > Ea pre b> [a], 
. Riri Riri 

on aura, d’aprés ce qui précéde, 


Speight , a” ( b, bys n-1 :) 
b, = 4-5 9 (b,@) 19 42 \h.@ ry +--- + aanie ,a = 


ee? 


171 


=1B, >i[A,)®, ; 


par conséquent, en vertu de (8), on aura aussi 


2 ~ (0,1) 
é ‘. 


(15) , >| 





(0,1) 
6a? Riri 1b, > [an]e i e 

Donec de la convergence de la série (10) il résulte que toutes les 
séries (9) sont également convergentes, d’ou, enfin, résulte a fortiori la con- 
vergence absolue et uniforme de la série (4) ainsi que celle de ses dérivées 
des deux premiers ordres pour | «! < ¢,; ainsi Pexistence de la solution z pour 
les valeurs considérées de « est établie. 














| 
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4. Je passe & présent & la démonstration du fait que la solution z 
(pour |}a|<«) admet des dérivées finies et continues des 9 premiers ordres, 
en suivant la méthode indiquée aux pages 117—118 que je développe, 
conformément au procédé de démonstration du théoréme 11 employé 4 la 
page 113 pour le cas particulier de |’équation linéaire. A cet effet, en 
différentiant terme & terme par rapport 4 l’angle poleire @ la série (4), je pose 

a n 
(16) saa! = te tae, +... +8 2) toe 
en remarquant que, si les dérivées secondes par rapport & x et y de cette 
série sont uniformément convergentes, z’ satisfera 4 |’équation linéaire 


a* 2’ ree’ 10°82" ’ 
(17) F5n + Kiszayt har A 


obtenue en différentiant “e - — & 6 (en tenant oo des identités: 


a? ,? 
og 


0 oa ‘ ’ , 
6 \") = age — 28,56(8) = +r— t, <(t) = wr 28), ol F,, Ff, 


tai~ oy* 


F,, A’ sont des fonctions entiéres par rapport a r,8,t, p,9,2,2,y, 
Par conséquent, en faisant dans (17)¢—0,r=r,,...,2= 2%), on obtient 
l’équation & laquelle satisfait 2; 

3 Zs 10° 26 Fr? oo , 
(18) Frege + Fu szay + rr A, 
et en différentiant successivement par rapport a « |’équation (17) on a succes- 
sivement les équations pour déterminer z,’,...z,’ qui sont nulles sur C 











F223 4. FF, ra + rot =- [A (m,) et AE, OR 
+ hin St) - haa 
pe on oh ia 
(19) F.gar P+ Fast Fs ia [nde “ar 
CSE Ae een! ALS | 
+25 (4s) = 4s, 


ou les symboles tels que <(F,,) représentent la dérivée compléte par 
a 


rapport & « d’ordre i de F,> ou, aprés différentiation, on fait « = 0, r = r5y,..., 
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Puisque les équations linéaires (18) et (19) ont leurs premiers mem- 
bres identiques et satisfaisant aux conditions du théoréme A, que |’existence 
de leurs solutions est assurée, quand les modules trigonométriques normalisés 
des seconds membres sont finis, et que, d’autre part, leur réduction a la 
forme canonique se fait par l’introduction des mémes variables x, et y, 
que celle des équations (5), (6), (7), on a, en conservant les mémes modules 
trigonométriques normalisés que précédemment (8), les inégalités 


| | 
at ef 0 on a? gt yOu ; _ 
n n 5 ’ ’ 
(20) sat. <4, [AnJei ri’ at). ri * ay An | ri’ 
a* 22 }%) (0,1) 
n 
| oy*® . = Lani 


ou A, est déterminé par le méme nombre P (qui limite supérieurement les 
dérivées des 9 premiers ordres de z,) que A dans les inégalités (8). 
Or, pour «> 0, on a, d’aprés ce qui précéde, 


at .(F’) (0,1) af ({r ae +p [s, ey ‘ b Q Q a) 
dat" Riri <a 0 catia” Th Mit Ae a ati ) 
oi 5 est la série majorante (10) suivant les puissances de « qui est la 
solution de l’équation (14) considérée plus haut; donc, le rayon de con- 
vergence ¢, de cette série étant fixé, on pourra fixer un nombre g, tel que 


at 1. 71) ad 
lai *) |  <Alg 


~ Ry Ti 
et de méme 


(21) Fao 


1) 
<tlg', [Am to ))" < tlg’, 
Riri Riri 


a‘ , (0,1) : : 
gat (40) | <alg’, 
Riri 


quel que soit i> 0. Prenons ensuite, en supposant g>3, un nombre N 
assez grand pour que 
az a (0,1) a* 2» (0,1) 
[zl <N, [32] » ee aa <VN, 322 | ae Bh, 


2 ’ 
Riri Riri oy Rint ox Riri 


(22) 








pe (0,1) a*e (0,1) 
0 0 
<a, <N, 6i4,9<N,29<N. 
L cai. rs 5 éy® . e i9 -9 


Je dis que, dans ces conditions, on aura, quel que soit n, 


(0,1) (0,1) 
[2f re. - <a! n**?, [22] <ni a. KA <n! yer 








(23) Biri ad Riri oy Riri 
a* 2m) at 2 0 © a* 2m (0,1) 
n+1 bad n+1 nti. 
[se]: _<aiN [Fe] A _<niN (3 |. <n!tN 
af. - Riri Riri 
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En effet, supposons que les inégalités (23) soient vraies pour toutes 
les valeurs inférieures & n,. Alors, puurn = n,, on aura, & cause de (19), 
(21), (22), 


+ 7(0,1) yn, 
[Anlete < < 3[n!gN™ + n!g?N™'+...+n!9"N]+n!9™ 
<n,!6g N”; 
donc, en vertu de (20) et (22), on a également 
(0,1) 
es ] <6, nog N™ < mo! N™* 
Riri 
et des inégalités pareilles pour les autres dérivées. Les anges (23) sont 
done exactes quel que soit n, et par conséquent, pour |a| < y la série 


(16) satisfait & l’équation (17) et admet non seulement des dérivées finies 
et continues des deux premiers ordres, mais ces derniéres admettent égale- 
ment des modules trigonométriques normalisés finis. 

Cela étant, en différentiant encore I’équation (17) par rapport 4 6, 
on formera une équation linéaire analogue 


r azz” P a2’ , a2%2” = 
(24) F, Ta + F, SO+F, Gyr =A ‘ 
& laquelle satisfera 

Az ” 
(25) 2" = gm tes," +... +omt..., 


tant que cette derniére série convergera uniformément avec ses dérivées 
des deux premiers ordres, Le premier membre de |’équation (24) est le 
méme que celui de l’équation (17), seulement A” (qui est une fonction 
entiére de r, 8, t, p, g, 2, &, y,@) est de plus un polynome par rapport 
a 2’ et ses dérivées des deux premiers ordres par rapport & zet y. Donec, 
en différentiant successivement un nombre quelconque n de fois |’équa- 
tion (24) par rapport 4 «, bey en faisant « = 0, on obtient des 4quations 
linéaires pour déterminer z,’ de la forme 


a*2 24" e%z ” 


(26) F;, s+ Mictt Fy, sy = Ae 


qui ne se distinguent des équations (19) que par leurs seconds membres, 
de sorte que le théoréme A est applicable avec les mémes inégalités (20) 
(avec la méme signification des modules trigonométriques normalisés et 
la méme valeur de 4,). Ainsi on peut déterminer, comme plus haut, un 


nombre WN,, tel que, pour |a| < 7 la série (25) satisfasse & |’équation 


(24) et posséde avec cas dérivées des deux premiers ordres par rapport 
& x et y des modules trigonométriques normalisés finis. 
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Le méme procédé de différentiation par rapport & @ pourra étré ap- 
pliqué autant de fois qu’on voudra, le théoréme A étant toujours applicable 
avec les mémes inégalités (20), puisque les premiers membres des équa- 
tions linéaires correspondantes restent toujours les mémes. La différentiation 
étant poussée jusqu’au septiéme ordre, on choisira la plus petite des 8 
limites supérieures pour || ainsi obtenues, et cette valeur fixe ¢ jouira 
de la propriété que la solution z de |’équation (3) aura pour toute valeur 
de |«| <e des dérivées finies et continues des 9 premiers ordres. 


En effet, en introduisant les coordonnées polaires 9 et @ nous avons 
déja démontré par ce qui précéde que toutes les dérivées de z d’ordre 
non supérieur 4 9, of la différentiation par rapport & 9 n’est pas effectuée 
plus de 2 fois, sont finies et continues. Ainsi, en particulier, il en est 
6*z 8*2 e%z 


et Or, si nous différentions par rapport 4 9 


ainsi de =; . TY] eer bs 





l’équation (3), en considérant i comme fonction implicite de 0, toutes 
les autres fonctions entrant dans cette équation ayant des dérivées finies et 
continues par rapport & 9, nous obtenons en chaque point 4 |’intérieur 
d’une couronne circulaire S formée par la circonférence C et une autre 
circonférence C’ concentrique de rayon fixe aussi petit qu’on veut (et sur 
ces circonférences également) des valeurs finies et continues parfaitement 


déterminées bornées supérieurement. Naturellement le méme procédé 


de différentiation par rapport 9 pourra étre appliqué pour déterminer ane 
en partant de l’équation (17) et ainsi de suite; donc, en opérant de cette 
facon, on parvient 4 limiter supérieurement toutes les dérivées des 9 
premiers ordres (quel que soit le nombre i <9 de différentiations par 
rapport & @) pour les valeurs indiquées de |«|<e, & l’extérieur du petit 
cercle ©’; mais nous pouvons supposer ce cerle C’ assez petit pour que du 


seul fait que [2] = ([2]p,, @ puisse conclure l’existence des dérivées 
de tous les ordres et l’analyticité de z 4 son intérieur. Ainsi toutes les 
dérivées des 9 premiers ordres existent et sont limitées supérieurement 
& lintérieur du cercle entier C ainsi que sur son contour. 

Le théoréme B est done entiérement démontré. 


5. Je voudrais indiquer encore quelques conséquences du mode de 
raisonnement que nous avons suivi dans cette démonstration (chap. IV, 
pp. 132—135 du Mémoire cité). Je souligne d’abord encore une fois que, 
le premier membre de |’équation 


ad . (x) 2 (*) 2 ,(*) 
oz o-z o"z x) 
, + Fi ay? = A‘ , 


(24 is) F 








éx* * Ondy 
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obtenue en différentiant l’équation (3) x fois par rapport 4 0, satisfaisant 
quel que soit x aux conditions du théoréme A, lorsqu’on sait que z admet 
des dérivées bornées des 9 premiers ordres, sa solution (dont |’existence 
est assurée et qui satisfait aux inégalités fondamentales (2)) qui se confond 


fa 


avec z™) = ro sur le contour C représente effectivement a pour toutes 


les valeurs de z, y 4/’intérieur de C. On sait, en effet, que cy satisfait 
2 


a*z 


66” 
admet des dérivées des deux premiers ordres finies et continues & [intérieur 
de C; or, Péguation linéaire (1) ne peut avoir deux solutions différentes 
ayant des dérivées des deux premiers ordres fintes et continues a Vintérieur 
de C qui prenneni les mémes valeurs sur C (sans faire aucune supposition 
sur Texistence des dérivées sur le contour). Je reproduirai ici la démon- 
stration trés simple de ce fait (dont l’idée est due 4 M. Paraf*) qui semble 
avoir échappé a l’attention de plusieurs géométres. II suffit, évidemment, 
de montrer Be la solution u de |’équation 





a l’équation (24>) et, puisque z est analytique, on sait aussi que 


a“ +2De “+28c* >t Fu=0 


(40-— BY> K>0, FA<0) 
admettant 4 Pintérieur de C des dérivées finies et continues des deux premiers 
ordres est identiquement nulle, si elle est nulle sur C. En effet, en supposant 
d’abord FA < 0 (soit A > 0, pour fixer les idées), on voit que uw ne peut 
avoir 4 l’intérieur de C de maximum positif ds minimum négatif), car en 


ou Ou a* u (2*)'>0 avec 


io“ te? * # tet apt dxdy/ 


isiz + 


un tel point on aurait 





u 7 <0, ce qui est incompatible avec (27). Dans le cas général posons 
= b[1—e-##+Ry}, 

ou R, > R et a est un nombre positif assez grand. On aura b= (0 sur C 

et de plus 6 satisfait & l’équation 


[1— ensure] [A + 2B 2° 405 iy) 


— 2 [(1 —e4 @+R)) D _ Aae-s+my] 20 th 


+ 2((1 a= e~e(e+R,)) H+ Bae- sn) *+(F(1 — e-s@+R,)) 
+ 2 Dae-*@+B) — g* Ae-s2+B)] b= 0 


*) Annales de Toulouse 1892. Voir aussi ma lettre & M. Radé publiée dans 
Math. Zeitschr. 1926. 
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cette équation est de la méme forme que (27) et il suffit de prendre 
a> $2 pour que le coefficient de 5 soit certainement négati/ pour toute 
valeur de z, y & l’intérieur de C. Donc 6b est identiquement nul, et u 
de méme. 

Ainsi, si la solution z, pour « = 0 qu’on a pris pour point de départ 
admet des dérivées bornées des 9 premiers ordres, on est certain d’abord que 
ses dérivées de tous les ordres existent sur le bord également (nous allons plus 
loin préciser ce résultat) et, de plus, pour toutes les autres valeurs de « 
il n’est nullement nécessaire, pour legitimer l’application de la méthode 
des fonctions auxiliaires qui suppose |’existence des dérivées, d’appliquer 
des considérations nouvelles pour prouver cette existence, — celle-ci résulte 
du théoréme B et du procédé de détermination des dérivées successives 
par le procédé indiqué plus haut moyennant l’équation (24%). C’est pour 
cela que, grace & la méthode des fonctions auxiliaires qui borne supérieu- 
rement (uniformément’), quel que soit «, les dérivées successives, si on 
connait une limite supérieure des modules des dérivées dea 2 premiers 
ordres seulement, on a le théoréme général suivant"). 


Théoréme C. L’équation (3) admet toujours une solution analytique 
pour «=1, se réduisant a une fonction analytique donnée p (6) sur C, 
st elle admet, pour «=0, une solution bornée avec ses dérivées des 
9 premiers ordres prenant les mémes valeurs p (0) sur C, et si, de plus, 
tl est possible de limiter supérieurement les modules des dérivées des 
2 premiers ordres des solutions (supposées dérivables autant de fois qu'on 
veut) de (3), quel que soit « (O<a<1), se réduisant a — (0) sur C. 
(Si ’équation est linéaire en r,s,¢ ‘a limitation des dérivées premiéres suffit .. 

6. Enfin, en restant dans ie méme ordre d’idées (et sans utiliser la 
méthode des fonctions auxiliaires) je développerai les calculs qui précédent 
pour établir la généralisation suivante d’un théoréme connu de Schwarz: 


Théoréme D. Si z est une solution admettant des dérivées bornées 
des 9 premiers ordres a Vintérieur du cercle C de Véquation analytique du 
type elliptique 
(28) F(r,8,t,p,q,2,2,y)=0 
quit s'annule sur la circonférence C, elle peut étre prolongée analytiquement 
a Pextérieur de C. En tenant compte de la méthode des fonctions auxi- 
liaires on peut généraliser cet énoncé, (voir la page 183 du Memoire cité) 


*) Au contraire, le procédé que nous avons employé pour démontrer le théo- 
réme B, donne des limites supérieures qui augmentent, lorsque | «| s’approche de «. 

*) Pages 131—135 loc. cit. On trouvera des applications de ce théoréme dans 
mes Mémoires, ,,Sur les surfaces définies au moyen de leur courbure.“ Ann. Sc. de 
PEcole Norm. 1910. ,,Sur les l’équations du calcul des variations.‘ Ibid. 1912. 
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en remplagant les dérivées des 9 premiers ordes par celles des 2 ordres 
seulement’). 


Il suffira évidemment de prouver que ae sur la circonférence C, 
est une fonction analytique de l’angle 6. Or ceci sera établi, si nous par- 
venons 4 construire une série majorante 


M0" ~ M0” 
(29) b(0) = S’ ~- = DS’ — - 


1 0 








convergente pour des valeurs assez petites de 6, telle que (pour toute 
valeur de x > 0) 


2 (x) (0,1) 


ae” me 
oe late 


Dady etc., 


Rit’ 
od 2() — £7 satisfait & l’équation linéaire obtenue en différentiant (28) 
x fois par rapport 4 @ que nous pouvons mettre sous la forme 


















































oe”) 1 a°2'*) 12° or s a2'") a2'*? 
(s pl wae 
(31) F, ax* + F, ixay Oxzdby + FSR + F, az @ oy 
ry Le 
ou 
d* F at mn) on =} 
A, = F Fz 
a ee ae = ici 
a" F -|r2 1 "8 , whe 
- ob OS] 
d6” @” ery t * 00” 
(*) a* 2 (x) x a» (*)\ 
+|F F(2 ee ee )+...+5(22-% )|. 
26” az *\a0" andy : 206” dy /. 
On vérifie d’abord par un calcul facile l’identité 
a2 8 (x) @ (x=1) = 9? fa%e(*-2) sg (x= 2) 
(32) es .. <2 ee ae Nn. 2 (oe _ &e 
a6” ax é@xdy 2! 2 ax ay? 
x (x —1)(*—2) 98 a* g(*~9) 
3! dxdy 
” x (%—1)(%—2)(%—8) — 2° # (25 = _ 2) 
41 2 @a* ay® 


*) De plus, & cause de l’existence d’inégalités analogues aux inégalités fonda- 
mentales (2) dans le cas d’un anneau limité par deux circonférences concentriques 
(voir ma Note précédente, p. 593), les dérivées de z pourraient n’étre bornées que 
dans le voisinage de C. Le cercle C peut étre évidemment remplacé ici par une 
courbe analytique fermée quelconque; mais |’étude du cas, od z ne serait analytique 
que sur un are de courbs analytique seulement, présente des difficultés spéciales 
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et des identités analogues pour les autres dérivées; donc, les inégalités 
(30) étant supposées remplies jusqu’a |’ordre x inclusivement, on a 








x (0,1) x (0,1) 
(30%) KF =| < N., E |" <M, ete., 
00 R' r. 66 ] R! r, 
ot N, est défini par la série 
2a = N, 6” 
e | M, + b(6)]) == ee . 
a*r (0,1) i ( “a? 
Car EFI. < M, + «(2 M,—1) += 3° M,-» 
si SORE) 8* Man +. es 


& cause de (32); et en méme temps 





.2 (0,1) 

a*tiy O z'*t1) “ Vy L 

PY Gaal — i. =e M41 = mals 
: ax R'r 

1 ' 


ot L, est défini par le développement (sans terme libre) 


(33) (e?® — 1)(M, +b) = >’ 06". 


x! 
1 





De plus, en supposant que M, ( qui est une limite supérieure de 
‘ 
fa%. |'™ 0,1) 0,1) 
%i 4 : > , ’ 
5 air [z) est aussi supérieur a [ze [y),"' , hous aurons 
u R, r, ad 3 13 
aussi pour toute valeur de x 


a* x |‘ a*y |" 
(34) M, > [=] ail M,>|2¥ 
00 Ryr, 

puisque toutes ces dérivées sont égales 48 +7 et +y. 
Par conséquent, er. admettant que les inégalités (30), donc les inéga- 
lités (30*) également, sont remplies pour toutes les valeurs i < x, nous 


pouvons les utiliser pour limiter supérieurement [Ae car A, est un 


a‘r at: 
set’ bee 
dérivées partielles de F prises pour les valeurs de r,8,..., z, x, y. Done, 
en tenant compte des inégalités pareilles aux inégalités (13) (nous sup- 
posons toujours que F est entiére) et en supposant que ir. 


* eee 
Rr 
73 


polynome par rapport a (¢ <x\, ayant pour coefficients les 
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[Fe sont inférieurs 4 un nombre positif H, on aura (grace & (30>), 
(33) et (34)) 
B, > (AJ, 


B 1 
oi —~ est le coefficient de 9” dans le développement suivant les puissances 
de 6 de 


(35) (0b, 0)=F (e?®(M, +b), e®°(M,-+- 5),..., Mye®, M,e®) 
— (My, My, «++, My) — 61. (Mp, ..., My) +... +H] 
+5 H(et® — 1) (M, +5), 


lorsqu’on remplace 6 par la oleie (29), dont les coefficients d’indices 
inférieurs & x interviennent seulement, car ,(0,0)=¢(0,0)=0. 
(D’ailleurs ~(b, 0) est une fonction entiére par rapport & b et 6). 


Done, grace aux inégalités (2) qui sont applicables avec le méme 
facteur 4, quel que soit x, nous pouvvons affirmer que la solution 5b de 
)’équation 

b=i1g(b, 6) 
donne précisément une série (29) qui converge pour des valeurs assez 
petites de 6, d’aprés le théoréme des fonctions implicites, satisfaisant aux 
inégalités (30) pour toute valeur de x. Le théoréme est done dé- 
montré?°), 





1”) En modifiant un peu les caleuls (en faisant passer F,z'") dans le second 
membre de (81)) on peut facilement se débaryasser de hypothése F;<0 qui est 
utilisée implicitement dans la démonstration quand nous appliquons & (31) le 
théoréme A. 


(Eingegangen am 11. 5. 1926.) 











Zur Integration der Wellengleichung auf Riemannschen 
Flichen. 


Von 


A. Rubinowicz in Lemberg. 


I. Problemsteilung. 


Im folgenden behandeln wir ein Problem, das wir kurz in der nach- 
stehenden Weise formulieren kénnen: 

F,, sei eine n-blattrige Riemannsche Flache mit beliebig vorgegebenen 
Verzweigungspunkten. Zur Zeit t =, sei auf F, ein beliebiger Anfangs- 
zustand, d.h. die Werte von u = f(z, y) und += g(x,y) vorgegeben. 

2 2 2 
Es wird fiir ¢ > %, nach einer Lésung der Wellengleichung ee = * a. 
gefragt, die dem angegebenen Anfangszustande entspricht und auf der 
Flache F, iiberall regular ist. 

Oder prazis gesprochen: Es ist eine Funktion u(z,y,¢) der Ver- 
anderlichen z, y,# zu finden, die den folgenden Bedingungen geniigt: 

1. u(z, y,t) ist fiir alle Punkte der Riemannschen Fliche F, mit 
eventueller Ausnahme der Verzweigungspunkte eindeutig definiert. 


2. u(x, y,t) erfiillt fir ¢—+%, die Anfangsbedingungen: 
u=f(zx,y) und “= 9( (x, y).") 

3. u(x, y,t) ist samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 
nach ihren Verinderlichen fiir alle Werte von 2, y,¢ endlich und stetig, 
mit Ausnahme der Verzweigungspunkte und der singularen Stellen, die 
durch die Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = t, verursacht werden’). 





1) Um die Beweise nicht zu komplizieren, nehmen wir im folgenden stets an, 
daB die Anfangswerte zur Zeit ¢t = t, gates Ableitungen, der ersten drei Ordnungen 
nach x und y besitzen. 

*) Vgl. A. E.H. Love: The propagation of wave motion in an isotropic elastic 
solid medium, Proc. Math. Soc. London (2) 1 (1904), S. 291. 
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In den Verzweigungspunkten sollen u und pa endlich bleiben. Ist 0 


der Abstand von einem Verzweigungspunkte, so darf dagegen die 
Ableitung ie hier zwar unendlich werden, aber doch nur so, daB 
lim 9S = 0 wird. 

e=0 @ 


4. u(x, y,t) geniigt, bis auf die unter 3. genannten Ausnahmestellen, 

der Wellengleichung: 
au au, du 
Oes — FP _ ay? ae =. 

Die eben formulierte Aufgebe ist als ein Cauchysches Randwertproblem 
in einem Riemannschen Raume R, der Minkowskischen Welt 2, y, ¢ auf- 
zufassen, wobei R, durch eine Bewegung der Riemannschen Filache F,, 
lings der senkrecht auf ihr stehenden Zeitachse ¢ entsteht. Den Ver- 
zweigungspunkten der Riemannschen Flache F,, entsprechen dann in unserem 
Riemannschen Raume R, zueinander und zur Zeitachse parallele Ver- 
zweigungsgerade. Wir haben es hier also mit einem speziellen Riemannschen 
Raume #, zu tun, da seine Verzweigungskurven Gerade sind. Beliebigen 
Verzweigungskurven in R, entsprechen Riemannsche Flachen F,, auf denen 
die Verzweigungspunkte ihre Lage mit der Zeit andern. 


Im folgenden zeigen wir nun zunichst mit Hilfe von Eindeutigkeits- 
sitzen, daB es zur Lésung des oben angegebenen allgemeinen Problems 
hinreicht, ein spezielles, in dem oben angefiihrten enthaltenes Problem zu 
lésen, wo die Riemannsche Flaiche F, einen einzigen im Endlichen ge- 
legenen Verzweigungspunkt besitzt. Die Lésung des allgemeinen Problems 
148t sich naimlich durch ,Zusammenstiickelung“ aus den Lésungen des 
speziellen Problems herstellen. Die Methode, mit der wir dabei die Lésung 
u(x, y,t) in diesem letzteren einfacheren Falle gewinnen, verwendet im 
wesentlichen die unter Benutzung des Charakteristikenbegriffes zuerst von 
Volterra*) und dann von Hadamard‘) modifizierte Verallgemeinerung der 
Riemannschen Integrationsmethode. Die Funktion u(z, y,t) werden wir 
demnach in unserem Spezialfalle mit Hilfe einer ,,Fundamentallésung“ 


(analog der Lésung : im Falle der elliptischen Differentialgleichung 4u = 0) 


und einer ,,Fundamentalformel“ (analog dem Greenschen Satze) unter Ver- 
wendung einer von d’Adhémar®) und Hadamard‘) zuerst eingefiihrten 
Operation herstellen, die als die Bildung des endlichen Teiles eines un- 
5) Vito Volterra, Acta mathematica 18 (1894), 8. 161. 
*) J. Hadamard, Acta mathematica 31 (1908), S. 333. 


5) R. d’Adhémar, Journ. de Mathématiques (5) 10 (1904), S. 181 und (6) 2 
(1906), 8S. 357, 


Mathematische Annalen. 96. 42 
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endlichen Integrales (partie finie d’une intégrale infinie) bezeichnet wird. 
Dabei wird eine iibersichtliche Einfachheit der Fundamentalformel, sowie 
eine gewisse Eleganz der Rechnung durch die Beniitzung des von d’Adhémar’) 
eingefiihrten Begriffes der Konormalen erreicht. 


Indem wir den Weg, der zur Herstellung der Fundamentallésung in 
dem obigen Spezialfalle dient, ein wenig verallgemeinern, werden wir gleich- 
zeitig ein anderes Problem lésen, das wir folgendermaBen formulieren: 


In der x, y-Ebene seien durch die Relation z + ty = r-e'” die Polar- 
koordinaten r, p eingefiihrt. Wir bezeichnen ferner mit K, ein Winkel- 
gebiet, dessen Punkte durch die Ungleichungen 0 < »y <x, 0 Sr gegeben 
sind. Es ist dann eine Funktion u(z,y,t) zu bestimmen, die folgenden 
Bedingungen geniigt: 

1’. u(x, y,t) ist auf K, mit eventueller Ausnahme des _ ,,Scheitels~ 
r= 0 fiir alle Zeiten t > 1, eindeutig gegeben. 


2’. u(x, y,t) erfiillt fir t+, die Anfangsbedingungen: 
u=fix,y) und ot == (2, y) 


und auf den Halbgeraden gy =() und g =z zu allen Zeiten die Rand- 
bedingungen: 
ou 
a) 5, = 0 oder B) u=0 
(nm ist dabei die innere Normale an die Halbgeraden gy = 0 baw. p = z). 


3’. u(x, y, t) ist samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen, 
abgesehen von singularen Stellen, die durch die Anfangsbedingungen ver- 
ursacht werden, und abgesehen von dem Punkte r= 0, fiir alle Punkte 


von K, endlich und stetig. In dem Punkte r = () fordern wir die Endlich- 
keit der Funktion u selbst, sowie die der Ableitung es und verlangen ferner, 
daB °“ dort héchstens so unendlich wird, da8 lim » = 0) ist. 
4’. u(x, y,t) geniigt bis auf die unter 3’. angefiihrten singuliren 
Stellen der Wellengleichung: 
Ow =— atu otw | atu ~~, 


ox” ay” at* 


Die jetzt formulierte Aufgabe stellt im x, y, t-Raume ein ,,gemischtes 
Randwertproblem“ (probléme mixte) dar. Sie wird namlich teilweise durch 
»Cauchysche Randbedingungen“ (die Anfangsbedingungen fiir t = ¢%,) und 
teilweise durch ,,Dirichletsche Randbedingungen“ (die Bedingungen «) 
oder £) fiir g=0 und y=) bestimmt. Wir bemerken noch, da8 sich 





Re enue en cr em me 
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durch ,,Zusammenstiickelung“ aus den obigen Funktionen das gemischte 
Problem fiir den Fall lésen lat, wo die Berandung in der x, y-Ebene 
aus einem geschlossenen oder ungeschlossenen Streckenzuge besteht‘). 

SchlieBlich bedarf es wohl kaum eines besonderen Hinweises auf die 
Tatsache, daB man in dem obigen Probleme die Cauchyschen Bedingungen 
statt auf der Ebene ¢ =¢, auch auf einer nicht ebenen Flache § vorgeben 
kann, die, sonst beliebig, nur der Einschriankung unterworfen ist, daB ihre 
Normalen mit der ¢-Achse immer einen Winkel kleiner als 2/4 bilden. 

Physikalisch von Interesse sind die Lésungen des durch 1. bis 4. be- 
stimmten Problems in dem Falle, wo wir es mit einer zweiblattrigen 
Riemannschen Flache zu tun haben, deren Verzweigungspunkte alle in einer 
Geraden liegen. Mit Hilfe des Thomson-Sommerfeldschen Spiegelungsver- 
fahrens 148t sich namlich aus solchen Lésungen der Wellengleichung das 
zweidimensionale Beugungsproblem fiir einen ebenen, vollkommen reflek- 
tierenden Schirm erledigen, in dem die beugenden Offnungen von Geraden 
begrenzt werden, die zueinander parallel sind. Als wichtigste Beispiele 
nennen wir den Spalt und das ebene Gitter. 

Die erwahnten, durch ,,Zusammenstiickelung“ aus den Lésungen des 
durch 1’. bis 4’. bestimmten Problems hergestellten Funktionen stellen Lé- 
sungen noch allgemeinerer zweidimensionaler Beugungsprobleme dar, wo die 
Beugung an einer oder mehreren Zylinderflachen stattfindet, deren Erzeugende 
zueinander parallel sind und deren senkrechte Querschnitte aus geschlossenen 
oder ungeschlossenen Streckenziigen bestehen. 


II. Eindeutigkeitsbeweis. 


Zunachst wollen wir zeigen, daB die Lésung des Problems, das wir 
im Abschnitte I an erster Stelle formuliert haben, durch die dort an- 
gegebenen Bedingungen |. bis 4. eindeutig bestimmt ist. 

Um das Eindeutigkeitstheorem bequem aussprechen zu kénnen, definieren 
wir einen Kegelraum X in der nachstehenden Weise: z,, y,,¢, sei ein 
Punkt in einem bestimmten Blatte des Riemannschen Raumes R,. Er 
soll itiber der Flache ¢ = ¢, liegen, es sei also t, >%,. Mit 2,, y,, t, als 
Spitze errichten wir einen Halbkegel [,, dessen Punkte durch die Glei- 
chung (x — 2,)*+(y— y,)* —(t—#,)*=0 gegeben sein mégen, also 
einen gewohnlichen Kegel mit einem Offnungswinkel von 90°, dessen Achse 
parallel zur ¢-Achse verlaiuft. Der Kegel I, wird nun im allgemeinen 
irgendwelche Verzweigungsgerade des Raumes R, schneiden. Denken wir 
uns dann die durch die betreffende Verzweigungsgerade gehende Erzeugende 
des Kegels aufgezeichnet, so mége die Kegeloberfliche lings jenes Teiles 


*) A. Rubinowicz, Monatshefte fiir Math. u. Phys. 30 (1920), S. 65. 
42" 
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dieser Erzeugenden aufgeschnitten werden, der auf der Verzweigungsgeraden 
beginnt und nicht durch die Kegelspitze geht. Diese Kegelfliche I, soll 
nun in der Weise erginzt werden, daS wir den eben erwahnten Teil der 
Erzeugenden des Kegels, lings dessen wir I), aufgeschnitten haben, um 
die Verzweigungsgerade rotieren lassen. Wir beginnen dabei mit der Ro- 
tation dieser Geraden bei dem einen Ufer des aufgeschnittenen Kegels I, 
und rotieren unsere Gerade entsprechend der Vielfachheit des betreffenden 
Verzweigungspunktes so lange, bis wir in dem Riemannschen Raume R, 
zum anderen Ufer von I, gelangen. Der so erhaltene Halbkegel mége 
mit I bezeichnet werden. Trifft nun I auf eine weitere Verzweigungs- 
gerade, so mége der Kegel, der um diese neue Verzweigungsgerade 
aus I in der gleichen Weise entsteht wie I aus I,, mit I; bezeichnet 
werden, Ij sei dann ein aus Ij entstehender Kegel usf. Analog wird 
bei allen anderen Verzeigungsgeraden, die I, schneiden, vorgegangen. Die 
Gesamtheit aller dieser Kegel i; POE mége dann im folgenden kurz 
mit I* bezeichnet werden. Die aus dem Kegel I, und der Gesamtheit 
aller Kegelflachen I bestehende Flache bildet, wie man aus dem folgenden 
erkennt, den zur Wellengleichung und zum Raume R, gehérigen charak- 
teristischen Kegel. Als den Kegelraum KX wollen wir nun alle Punkte 
x, y,t bezeichnen, die innerhalb von I’, oder eines Halbkegels I” gelegen 
sind und deren ¢-Koordinaten der Ungleichung t, >t >t, geniigen. f, sei 
dann jener Teil der Riemannschen Flache F,, den die dem Zeitmomente 
t=, entsprechenden Punkte von K bilden. f, ist also sozusagen die Grund- 
fliche von K. 


Eindeutigkeitstheorem: Durch die Anjangsbedingungen auf f, ist 
eine den im Abschnitte | unter 1. bis 4. formulierten Bedingungen ge- 
niigende Funktion u(x, y,t) in dem Raume K eindeutig bestimmt. 


Den Beweis fiihren wir nach den bekannten Greenschen Methoden’‘). 


Zunachst definieren wir einen Raum R: Aus dem ,,Kegel“ K bilden 
wir einen ,,Kegelstumpf*, indem wir K “urch die Flaiche t = t, (t, >t, > t,) 
schneiden und auBerdem die Verzweigungsgeraden von K durch Zylinder- 
flichen vom Radius » aus dem Raume RF ausschlieBen. Dabei sollen 
mit f, die Schnittflaichen von K und t= 1#, und mit Z, die (der Vielfach- 
heit der Verzweigungsgeraden entsprechend vielfach gewundenen) Zylinder- 
flichen um die Verzweigungsgeraden bezeichnet werden. Die Begrenzung ( R } 
von R besteht also aus den Flachen f2, f,;, I, und der entsprechenden 
Anzahl von Flachen I* und Z,. 


Auf den Raum R und seine Begrenzung (R) wenden wir nun zu- 


) Vgl. A. Rubinowicz, |. c. 





—— 
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nachst eine schon von Volterra ) benutzte Integralrelation an (Fundamental- 
formel): 


(1) JJ JtoCu—utie) de dy at = {J {u5; ar. 


u und v sind dabei zwei in R zweimal ableitbare Funktionen, 
I 2 


und endlich - die Ableitung nach der inneren Konormalen®), d. h. (im 
Falle der Differentialgleichung (1) u = 0): 


. z c ¢ - 
(3) dy = 5g + ay — SR? 


wenn 2,, 2,, %, die Richtungskosinus der im.eren Normalen an die 
Flache (R) sind. 


Setzen wir nun voraus, da8 u der Differentialgleichung 1) u = 0 ge- 


- ou . . 
niigt und v= = ist, so wird: 


r= [f{us (a) — iras}ar=o. 
(R) 


Wir bezeichnen die auf die verschiedenen Teile der Begrenzung (R) be- 
ziiglichen Integrale J mit Io, In, T,, usf. Um sie zu berechnen, nennen 
wir s die Entfernung von der Kegelspitze x,, y,, t, lings der Erzeu- 
genden auf J, und o die Entfernung von der Spitze eines Kegels 
I* langs einer Erzeugenden auf diesem Kegel. Ferner fiihren wir in 
jeder Flache t= konst. Polarkoordinaten r,q (bzw. 0, y) ein, deren 
Ursprung in dem Durchschnittspunkte der Kegelachse I°, (baw. I") mit 
der Flache ¢ = konst. liegt. Fiir die auf I, bzw. I," liegenden Punkte 
ist dann r = 5 und 9= a . Die Ableitungen (3) nach der Konormalen 
sind dann auf den einzelnen Begrenzungsflichen von (R) gegeben: 





") Vito Volterra, 1. c. 

") Im allgemeinen Falle wird die Konormale in einem bestimmten Punkte P 
einer Flache S durch die Richtung definiert, die zur Tangentialebene an S in P in 
bezug auf den charakteristisohen Kegel, dessen Spitze durch P geht, konjugiert ist. 
Die Konormale fallt also in die Richtung der Tangentialebene, falls in dem betreffen- 
den Punkte /’ der charakteristische Kegel die Fliche S beriihrt. In dem Spezialfalle 
der Wellengleichung wird die Richtung der Konormalen einfach durch Spiegelung 
der Normalenrichtung an der z, y-Ebene erhalten. 
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auf der Flaiche f° durch: —- “. 

ine | Soeur) al 

eer an 
rt tiled ogy ghee mn 
» ® ‘— qstae na 

Es wird somit: 
tem State (By her 
fn 





i t}z\ar at 
‘ w(_ aw , aw), ow 1 (am _ ou) 
"= J) deat * ant) + V8 \ae nha 


r 


Auf den gleichen Raum R wenden wir nun eine zweite aus dem 
GauBschen Satze 


(5) — fffdivadr=Sfa,ar 
h ir) 
folgende Integralrelation an. Wir setzen 


a = curl [f, u-grad |} 
so daB diva = 0 und daher 


I* = f fourl, [f, u-gradu]df=0 


(R) 


wird. Samtliche Vektoroperationen sind dabei in dem z, y, t-Raume aus- 
zufiihren. £ bedeutet den Einheitsvektor in der Richtung der ¢-Achse 
und m die nach innen gerichtete Normale. Nun ist: 


curl [f, «- grad w| = — grad u — u-grad “+ t{udu + (grad u}*} 
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und da die Normalenrichtungen bestimmt sind: 


” 


die Richtung von oe, 
den Einheitsvektor: 


— + cos pi — Lsingj — + 
3 ? | 


y2 


: + cos i ; sin yj — -—& 
y2 2 } 


yz 


so sind die Beitriage, die die einzelnen Teile von (R) zu J” liefern, ge- 





)+( 


auf der Flache f,° durch: + f, 
sal " ” t ee i t, 
” ” ” Z n 
- | ” 
it ge i 
geben durch: 
2 2 
+ f.(@ au \ ou 
a {fletie+)cs 
* ou e*u ou 
i= —ff fue +5yr) + (35 
te 
* Ou Ou u 
‘1s, = JJ{- at de“ agaeh eh 
 - igre u du 1 
rs \y2 et ar | plarat 2 
-, fff léwéu , u @ a*u 2 2 
is ; Fe at ao | peooet 2 
ty 


ou 
oy 


Oz 


Var, 


+ =e) 4 (2 


en) 


Ou’ 


(eG +E) +) + &) er 
«(8 4 


+ (5) Wer 


Nach dem Obigen ist nun J+ J*=0 und daraus folgt unmittelbar unser 
Eindeutigkeitstheorem. Um diese Summe zu bilden, bemerken wir, daB 
mit Riicksicht auf (Ju = 0: 


Int Io oe 
h+he {IMs 


Ferner ist: 


Mit Riicksicht auf 7 u 





int 


+ bhvtas 
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und schlieBlich analog: 
du au? 
tat Wie — SJpake ) + (5-3) Jor 


Lassen wir nun das g des Z, gegen Null gehen, so wird mit Riicksicht 


darauf, daS lim‘ endlich ist, limg*“—0 wird und df =odydt ist: 
e=0 e=0 2 


lim (Jz, + Iz,) = 0. 
e=0 


Somit entsteht im Grenzfalle 9 = 0 aus J+ ]*=0 die Relation: 
JIA(GE)+ (ep) + Ge) fer JI (GE) + (5) + (Ga) Jor 
fe fn 

Vateg =) + Ges 

~ SS frat ah 2) ‘+ (2-28) }ar— 0, 


wobei die Summe iiber alle in Betracht kommenden Kegel I zu er- 
strecken ist®*). Mit Hilfe dieser Beziehung kénnen wir jetzt sofort unser 
Eindeutigkeitstheorem beweisen. 

Nehmen wir nimlich an, es gibe zwei Funktionen u, und u,, die 
beide in R die im Eindeutigkeitstheorem angefiihrten Eigenschaften be- 
sitzen, so miiBte ihre Differenz U =u, —wu, mit Riicksicht darauf, daB 


beide Funktionen auf f, die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, der 
Gleichung 


- eU (eu Sixt 1 (2Uy* , (aU _ avy") 
INGE - ) + (2) + ‘yar— (3: ( (s) oe a) jer 


recs ; o(t at) }ef=0 


geniigen. Da alle Integrale das gleiche Vorzeichen besitzen, so muB aber 


1 a0 aU 0U 
auf f, e-a"aO 





**) Anm. b. d. Korrektur. Einfacher ergibt sich die letzte Beziehung aus dem 
GauBechen Satze und der in Hinblick auf Ou = 0 identisch erfiillten Relation: 


2 2 2 2 
Sl $5 88) +35 (559) +e 4 (CR) +8) +] 
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au _ aU 


auf rT, sa. 


0, 


und » I == 0 
sein. Es ist also auf den genannten Flachen u, — u,=—konst.. Da aber 
u, und u, auf f, die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, so mu8 auf 
der Schnittlinie von f, mit I, und mit den r U, = U, sein. Wegen der 
Stetigkeit dieser beiden Funktionen mu8 aber dann auch auf allen anderen 
hier in Betracht kommenden Flachen u, =u, sein. Daraus folgt zunichst, 
daB u insbesondere auch auf der Flache f; eindeutig bestimmt ist. 


Da aber die Lage der Flache f;, d. h. des Schnittes von t = t, mit K, 
nur der Bedingung t, >t, >t, unterworfen ist, so wird die Funktion 
u(x, y,t) durch die auf f, vorgegebenen Anfangswerte im ganzen Raume K 
eindeutig festgelegt. Damit ist also unser Eindeutigkeitstheorem voll- 
stindig bewiesen. 

Mit Hilfe unseres Eindeutigkeitstheorems |a8t sich nun das im Ab- 
schnitt I durch die Bedingungen 1. bis 4. bestimmte Problem auf ein viel 
einfacheres reduzieren. Wir behaupten namlich: wir kénnen das in Rede 
stehende Problem fiir den Fall einer beliebig vorgegebenen Riemannschen 
Fliche F,, bewaltigen, wenn wir es fiir Riemannsche Flichen ®,, die 
nur einen einzigen Verzweigungspunkt im Endlichen besitzen, lésen kénnen. 

Denken wir uns namlich in dem zu der Flache F,, gehérigen Riemann- 
schen Raume einen Kegelraum K gegeben, der so gelegen ist, da er keine 
oder héchstens eine einzige Verzweigungslinie dieses Riemannschen Raumes 
enthalt. f° sei wieder die durch K aus F,, herausgeschnittene Riemann- 
sche Fliche. Nach unserem Eindeutigkeitstheorem werden durch die auf 
fx gelegenen Anfangswerte die Werte der Funktion u innerhalb K ein- 
deutig festgelegt und zwar unabhingig davon, welche Anfangswerte auf 
F, auBerhalb f,’ vorgeschrieben sind und unabhingig davon, wie die 
Riemannsche Fliache weiter auBerhalb f,” verlauft. Wir erhalten also 
offenbar innerhalb K die gleiche Funktion u, ob wir f, nun weiter zu 
einer nur einen einzigen Verzweigungspunkt im Endlichen besitzenden 
Riemannschen Flache ®, oder zu einer beliebigen Riemannschen Flache F,, 
erginzen. Nach unserer Voraussetzung, daB wir unser Problem fiir die 
Riemannsche Flache ®, lésen kénnen, ist es uns also méglich, auch auf 
der Fliche F, fiir jeden solchen Raum K die Funktion u anzugeben. 
Daraus folgt aber, daB wir im Falle der Riemannschen Flache F, die 
Funktion u(z,y,t) fiir alle Punkte des zu F, gehérigen Riemannschen 
Raumes angeben kénnen, die innerhalb irgendeines Raumes K gelegen sind, 
der héchstens eine Verzweigungsgerade des zu F, gehérigen Riemannschen 
Raumes enthalt. Bezeichnen wir mit / die Entfernung der beiden Ver- 
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zweigungspunkte auf F, die den kleinsten Abstand voneinander besitzen, 
so sieht man leicht ein, daB u nach dem Obigen cicher fiir alle Raum- 


punkte angegeben werden kann, deren ¢-Koordinaten der Ungleichung 
l 


zy>7t—-heO geniigen. 

Ist nun ¢ ein die obige Ungleichung befriedigender ¢-Wert, so 
kénnen wir uw und a fiir t’ auf der ganzen Flaiche F, berechnen. Be- 
niitzen wir diese Werte als Anfangswerte, so kénnen wir die Funktion u 
fiir alle t-Werte berechnen, die die Ungleichung 1 >t —t,> 4 erfiillen, 
ein Verfahren, das wir offenbar beliebig oft fortsetzen kénnen. Wir er- 
halten so durch ein Verfahren, das wir als die Zusammenstiickelung der zu 
F., gehérigen Liésung u(z,y,¢) aus den zu ®, gehérigen Lésungen be- 
zeichnen kénnen, die Funktion u(z, y,¢#) in dem ganzen der Riemann- 
schen Fliche F, entsprechenden Raume AR, fiir alle Zeiten, die der Un- 
gleichung ¢ > ¢, geniigen. 


Ill. Anwendung des Spiegelungsverfahrens auf das gemischte Problem. 


Wir wollen nun zeigen, wie wir durch Anwendung des Spiegelungs- 
verfahrens unser gemischtes Problem 1’. bis 4’. auf ein einfacheres zuriick- 
fihren kénnen. Um dies zu erreichen, stellen wir die Losung u(z, y, t) 
= u(r,q,t) unseres gemischten Problems, je nachdem sie die Rand- 
bedingungen «) oder f) erfiillen soll, als Summe bzw. als Differenz zweier 
Funktionen u, und u, dar, die auf einer, einen einzigen Verzweigungspunkt 
im Endlichen enthaltenden unendlichvielblattrigen Riemannschen Flache ®,, 
definiert sind. Die Punkte auf ®, legen wir durch Polarkoordinaten r, p 
fest, deren Ursprung in dem Verzweigungspunkt von ®, liegt. Die Funk- 
tionen u, und u, bestimmen wir durch die Anfangsbedingungen: 


au, 
st = (Fs Y)> 


ages f(r, ?), 
, 0 . 
u, = f,(r, ?), oe = 9.("; ?)> 
die wir in der nachstehenden Weise wiahlen: Ist zur Zeit ¢ = 1, 
a ; 
u=f(r.g), **=g(r,0), 


so setzen wir zunichst im Bereiche xy > y > 0: 


im Falle der Randbedingung «): f= /f,+ fh, 
” ” os) ” ss B): f= fh a h- 


Weiter bestimmen wir in beiden Fallen die Funktionen f, und f, auf der 
ganzen Fliche ®, in der Weise, daB sie bei einer Spiegelung an der 
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Geraden » = 0 wechselweise ineinander iibergehen (es ist also /,(r, g) 
= f,(r, — ~) und f,(r, ») =f,(r, — w)) und in bezug auf die Verinder- 
liche » periodisch mit der Periode 27 sind. In der gleichen Weise defi- 
nieren wir auf ®, unter Zugrundelegung der Funktion g(r, qm) die An- 
fangswerte g, und g,. 

Wir kénnen nun, wie dies sofort gezeigt werden soll, éine allen Be- 
dingungen 1’. bis 4’. unseres gemischten Problems entsprechende Funktion « 
herstellen, wenn es uns gelingt, zwei den nachstehenden Bedingungen 1”. 
bis 4”. geniigende Funktionen u, und u, anzugeben: 


1”. u, und u, sind in dem durch die Ungleichungen 
0sr, -—-cw<gp<+oa, St 


bestimmten Bereiche des zur Flache ®, gehérigen Riemannschen Raumes FR, 
eindeutig definiert. 


” 


2. u, und wu, erfiillen fiir t= 1%, die Anfangsbedingungen: 
ou, 


u=f, Fy week; 
é 
M=h, Fi=%- 


- 


3”. u, und u, sind samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ord- 
nungen, abgesehen von der Verzweigungsgeraden und abgesehen von den 
singularen Stellen, die durch die Anfangsbedingungen zur Zeit t = ¢, ver- 
ursacht werden, iiberall in dem in 1”. genannten Raume R,, endlich und 
stetig. In der Verzweigungsgeraden sind u, und u, sowie ihre Ableitungen 


du, OU, , d , ou 0 Uy ; 

3 und =? endlich, ihre Ableitungen =* und =* werden hier aber 
r) : 

héchstens in einer solchen Weise unendlich, da8 lim r =~ = 0 (v=1,2) ist. 


r=0 
4”. u, und wu, entsprechen im allgemeinen, d.h. mit Ausnahme der 
unter 3”. genannten singuliren Stellen, der Differentialgleichung: 


. a*u a* a a*u 
Os=-—--— — =0. 
dz oy ot 


Wir behaupten nun: Die beiden Funktionen 
u’=u,+u, und wu” =u, —u, 


stellen fiir den Fall der Randbedingungen a) bzw. £8) die Lésung unseres 
gemischten Randwertproblems dar. In der Tat ist ja sofort zu sehen, daf 
u’ und u” samtlichen fiir u vorgeschriebenen Bedingungen 1’. bis 4’. 
geniigen. Nur das Erfiilltsein der Randbedingungen an den Ebenen y = 0 
und m = x erfordert eine kleine Betrachtung. 
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Mit Hilfe unseres Eindeutigkeitstheorems erkennt man zunachst leicht, 
daB auch die Funktionen u, und uw, die nachstehenden, ihren Anfangs- 
bedingungen auferlegten Eigenschaften besitzen: Sie gehen bei einer Spiege- 
lung an » =0 wechselweise ineinander iiber und sind in bezug auf die 
Verinderliche g periodisch mit der Periode 2 7. 

Daher ist 

u,(r,0,t)= sh 0, t), 


io a(t 0, t)=— 2 ——t,(r, 0, ¢), 


was aber nichts anderes bedeutet, als in die Funktionen u’ und u” die 
Randbedingungen 2’. an der Ebene = 0 erfiillen. 
Um noch zu zeigen, daB sie auch den Randbedingungen an der Ebene 


y =x geniigen, bemerken wir, daB8 nach den jetzt angefiihrten Eigen- 
schaften von u, und w,: 


u,(r, x,t )=u,(r, — a t) = u,(r, x,t), 


ig (r,z,t)= — go %(", —z,t)= — 5 ty (1, 25 #) 
ist. 

Nun sieht man ohne weiteres, daB unser durch 1”. bis 4”. defi- 
niertes Problem, das durch 1. bis 4. bestimmte als Spezialfall in sich 
schlieBt, falls die Riemannsche Flache F, nur einen einzigen im Endlichen 
gelegenen Verzweigungspunkt hat. Setzen wir naimlich in unserem jetzigen 
Problem y= ma (m= 1, 2,3,...), so ist die in diesem Falle auf 2, 
definierte Funktion schon auf einer m-blattrigen Riemannschen Flache ®,, 
eindeutig darstellbar. Nach den Uberlegungen im Abschnitt II geniigt es 
also, das jetzige Problem zu lésen. 

Dies kann jedoch erst im Abschnitt VI geschehen, da wir in dem nun 
folgenden Abschnitt IV an ein zur Bewaltigung unserer Aufgabe erforder- 
liches Hadamardsches Operationssymbol erinnern und im Abschnitt V zu- 
nichst die Fundamentallésung fiir unser Problem herstellen miissen. 


IV. Ein von Hadamard eingefiihrtes Operationssymbol "). 
Wir betrachten das Integral 


I(x) = “itt, pete? de 2, 
(b— 2x)? ad 


wo p eine ganze Zahl bedeutet und « zwischen 0 und 1 gelegen ist, ohne 
jedoch diesen beiden Grenzen jemals gleich zu werden. Von der Funktion 
A(x) setzen wir voraus, daB sie mindestens (p—1)-mal ableitbar ist 


”) J. Hadamard, 1. c. 
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und daB ihre (p — 1)-te Ableitung A”~” (2) die Bedingung von Lipschitz 
( A”’-?(b) — A®~ (x) | < K-|b— 2}) erfiillt. 

Ist p > 0, so ist im allgemeinen der lim I(x) nicht vorhanden. Es 
1a8t sich aber leicht zeigen, daB in diesem Falle zu I(x) eine Funktion 
der Form 

B(z) 
th we z)P-ita 





addiert werden kann, so daB der Grenzwert 


(7) lim | 1(2) + ate} 


b— 2)?—'+¢ 








existiert. Setzen wir voraus, daB B(x) ebenfalls » — 1 Ableitungen be- 
sitzt und daB seine (p — 1)-te Ableitung die Bedingung von Lipschitz er- 
fiillt, so ist der Grenzwert (7) von der sonstigen Wahl der Funktion B(x) 
unabhingig, wird von Hadamard mit 





b 


A(s)_ 
lz — ype te 


(8) 








bezeichnet und hei®t der endliche Teil des unendlichen Integrals: 


if... 
(b aa 2)?t* 

Es ist nicht schwer, fiir den Wert der durch den Hadamardschen 
Operator angedeuteten Operation (8) einen Ausdruck in den gebriuchlichen 
Operationssymbolen zu geben. So ist z. B. in dem fiir uns in dem folgen- 
den allein in Betracht kommenden Falle p = 1: 





pire 





ree Mas () 4 __A(b) _ 
[4h a(b-—a)*” 


Es ist nun fiir das weitere sehr wichtig zu bemerken, daS der Aus- 
druck (8) im Falle, wo 6 und A(x) von einem Parameter ¢ abhiingen: 
b=b(t), A(x)=—A(z,t) 


in der Weise nach ¢ abgeleitet werden kann, da8 man einfach unter dem 
Integralzeichen den Integranden nach ¢ differenziert. Es ist also: 








a 








oA 
A(z, = at db A 
dx= [ - ee «¢) —_—_—————_ d ‘ 
i COtth rete + os P+ = (b—x)?t1+4 v 
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Die Definition des Hacamardschen Operationssymbols la8t sich auch 
leicht auf den Fall mehrfache: Integrale erweitern: Es sei T eine n-dimensio- 
nale Mannigfaltigkeit, deren ‘‘unkte durch die rechtwinkligen, kartesischen 
Koordinaten z,, 2,,..-,%,, vezeichnet werden mégen und die abgesehen 
von anderen auch durch die Flache 


F’! Sa, Bas «+s, &) = 0 


begrenzt wird. Unter dem endlichen Teile 


° (Per eget 
ff ° f A . ae ) dz, dz, eee dz,, 
T 


des iiber das Gebiet 7 erstreckten Integrals 
A (24, dq, «++ ty) 
ff . f af eo dz, dz, ere dz, 
T 


wird dann folgendes verstanden: Sind 4,, 4,, ..., 4,_,, I” krummlinige Ko- 
ordinaten und 





(9) 








dz,dz,...dz, = K-di,di,...di,_,dl’, 


"s~3 


so ist der Ausdruck ({) gleich 
(f faiaa... age la ar. 
B > - yore 
n-1 


Es 148t sich somit, wie dies ja aus(7) unmittelbar folgt, der Ausdruck (9) 
als der Grenzwert der Differenz eines n-fachen und eines (nm — 1)-fachen 
Integrals auffassen. 


V. Die zu unserem Randwertproblem gehérige Fundamentallésung. 


Hadamard") gewinnt die Lésung des Cauchyschen Problems mit Hilfe 
der Fundamentallésung der partiellen Differentialgleichung, die zur gegebenen 
adjungiert ist. Unsere Differentialgleichung (Wellengleichung) (1 u = 0 ist 
nun mit der zu ihr adjungierten Differentialgleichung identisch. Um hier 
das Cauchysche Problem zu lésen, wird man also die zur urspriinglich 
gegebenen Wellengleichung [ ] u = 0 gehérige Fundamentallésung zu bilden 
haben. Diese wird nun, falls #,7,# die Spitze und z, y, t einen Punkt im 
Innern des charakteristischen Kegels 


y= (x — z)* —(y— )* +-(t— ft)? = 0 


") J. Hadamard, L. c. 
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bezeichnet (tiir solche Punkte z,y,¢ ist [,> 0), dargestellt durch die 
Funktion: 

& a 1 

ir, V-(2-#)*-(y-3)*+(t-2)" 

Um die Funktion w(r,g,t; *,@,t; x), die die obige Fundamental- 
lésung in unserem Randwertproblem ersetzt, bequem definieren zu kénnen, 
wollen wir zunachst die zu ihr gehérigen charakteristischen Kegel angeben. 
Dabei legen wir die Punkte in dem der Riemannschen Fliache ®, ent- 
sprechenden Riemannschen Raume R, durch die Zylinderkoordinaten r, ¢, t 
fest, wie wir es im Abschnitt III getan haben. Um die Lésung unseres 
Problems gleich in einer entsprechenden Form zu erhalten, wollen wir da- 
bei w so definieren, daB schon die im Bereiche 0<r, OS p< 2y auf 
der Fliche ®, liegenden Anfangswerte der Funktionen u, und u, (die im 
folgenden beide einfach mit u bezeichnet werden sollen) zur Herstellung 
der Lésung geniigen. Dies bedingt, wie man aus dem folgenden sieht, 
da8 w in bezug auf die Verianderliche m periodisch mit der Periode 27 
ist und daher der charakteristische Kegel I, in R, in unendlich vielen 
Exemplaren auftritt. 

Um nun die charakteristischen Kegel anzugeben, fassen wir in R, 
einen Punkt ins Auge, der die Koordinaten %, 7, ¢ besitzen mége. Die 
entsprechenden Zylinderkoordinaten seien *,%,.¢. Errichten wir nun in 
R, mit diesem Punkt als Spitze einen zur Differentialgleichung (ju = 0 
gehérigen charakteristischen Kegel IX, = 0, so lautet seine Gleichung: 








(10) Tyee —(2—8)*-(y— 9)? + (4-0)? 
== —r* — 7° 4+ 2rF-cos(G — p) +(t— ff)? =0 
(—aw7<qo9—Q< +2). 
Dabei ist der den Variabilitatsbereich der Veranderlichen y beschrankende 
Zusatz ganz besonders zu beachten. Durch die Gleichung I, = 0 allein 
wiirde naimlich eine unendliche Anzahl solcher Kegel (10) dargestellt werden, 


deren Spitzen in R, in den Punkten 7, ¢ + 2», ¢ gelegen sind. Der Zu- 
satz besagt aber, daB die beiden Geraden: 


9=F+2,T,=0 ud p=H—ax, T,=0 
eine Begrenzung der Kegelflache I, = 0 bilden, mithin I, durch die Ver- 


zweigungsgerade r = (0 sozusagen aufgeschnitten wird, wie wir es uns schon 
beim Beweise des Eindeutigkeitssatzes vorgestellt haben. 


Errichten wir nun in R, weitere ebensolche charakteristische Kegel 
auch in den Punkten: 


F,p+2vz,t, (y=0,+1,4+2, +3,...) 
von denen jeder durch eine um die Verzweigungsgerade, um den ent- 
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sprechenden Winkel — 2» z ausgefiihrte Drehung in den Punkt #, 9, ¢ iiber- 
gefiihrt wird, so lassen sich alle diese Kegel durch die Gieichnng: 


(11) IT,=—r*?—F* + 2rF-cos(G— gv + 277) +(t— 7)? =—0, 
—x<@9—QMt2rxy< +2 (y=0, +1, +2,...) 


darstellen. Ferner werden bei der Funktion w die beiden unendlichviel- 
blattrigen Kegelflachen: 


r= —(r+F)'+(t—#)*=0, (—co<p< +o) 
r** = —(r—F)*+(t-—7f)*’=0, (—-xw<p~<+00), 


von denen wir J”* schon von friiher her 
i kennen, eine ausgezeichnete Rolle spie- 
len. Sie entstehen durch eine in R, 
S um die Verzweigungsgerade als Achse 
N stattfindende Rotation der in Fig. 1 
ausgezogenen Geraden. Jeder Kegel /* 
und I** besteht aus je zwei ein- 
fachen Halbkegeln, deren Spitzen in 
zwei verschiedenen Punkten der Ver- 
zweigungsgeraden gelegen sind. Man 
kann sich auch I™* bzw. I** durch 
ein Auseinander- bzw. Ineinanderschie- 
ben von zwei Halbkegeln entstanden 
denkea, die zusammen einen unend- 
lichvielblattrigen Doppelkegel bilden. 
Die Spitzen der beiden Halbkegel I* 
fallen aber mit den Spitzen der bei- 
| __ rofohse___ sy den Halbkegel [** zusammen. Wir 
Fig. 1. bemerken noch, da8 in den beiden 

Geraden : 


(12) I,=0, p=G@t+2rxt2 (y=0,+1, +2,...), 


t-Achse ~_ 








die einen Kegel I’, begrenzen, der Kegel I’, die beiden Kegel "* und I*™ 
beriihrt und da ferner die beiden auf der Verzweigungsgeraden gelegenen 
Punkte: 

r=0,t=ttF 


zugleich allen Kegeln I, sowie den beiden Kegeln [°* und I** gemein- 
sam sind. 


Wir definieren nun die die Fundamentallésung es ersetzende Funktion 


w(r,p,t; ¥,m,t; %) in der nachstehenden Weise: 
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1*. Die Funktion w ist in allen Punkten des Raumes RA, eindeutig 
definiert, die einer der beiden Bedingungen: 


a) Iy>0 und —xSGf-—Y+2rxyS +a oder b) I* D0 
geniigen, d. h. in allen Punkten von R,, die innerhalb eines Kegels I’, oder 
innerhalb des Kegels I gelegen sind. Dieser Raum soll R* heifen. 

2*. In R* ist w iiberall endlich. Jn den Kegelflichen y= 0 wird w 


wie A. 3 unendlich. Ferner ist w, abgesehen von den charakteristischen 


¥ 


Kegeln I, und I, iiberall stetig und besitzt auBerhalb der genannten 
Stellen und der Verzweigungsgeraden r= 0 stetige partielle Ableitungen 
beliebiger Ordnung nach r,q,t. In der Verzweigungsgeraden sind w und 


°¥ endlich und °” wird hier héchstens so unendlich, da8 lim ro” = 0 
ét ér r=0 (OF 
wird. 

3*. Abgesehen von diesen singularen Stellen geniigt ferner die Funk- 
tion w in allen Punkten von R* der Differentialgleichung: 


a'w __ dw , dw 


4*. w ist schlieBlich in bezug auf die Verinderliche @ periodisch mit 
der Periode 27. 

Zur Herstellung der Funktion w kénnte man sich nun vollstandig 
analoger Betrachtungen bedienen, wie sie etwa Sommerfeld**) in der Theorie 
der Beugung beniitzt. Auf einem solchen Wege gelangt man zum folgen- 
den Resultat: Wir behaupten: w ist der Realteil der durch das nach- 
stehende Integral dargestellten Funktion: 








(13) Wir, o, t; ¥, G, €; x) 
et da 4 ex" 
2x J—r*—F*+2rF cos(y—a)+(t—t)* ‘=e ste. 


(0, +03) ez =—es 


Der Integrationsweg (U,+ U,) ist dabei in der komplexen a-Ebene 
iiber die Schleifen (U,) und (U,) zu erstrecken, wobei (U,) z. B. von 
yp +2a+a,+1oo bis p—2-+a,+ #00 und (U,) von yp —-2—w,—tco 
bis y + 2 — w,—too lauft. In den obigen Integrationsgrenzen ist dabei 
fiir die reellen Konstanten w, eine der Ungleichung 0<@, <2 ent- 
sprechende Wahl zu treffen. (Vgl. Fig. 2, in der alle w, = @ einander gleich 


42) A. Sommerfeld, Math. Ann. 47 (1896), 8.317. Eine Ubersicht iiber die 
Sommerfeldsche Theorie der Beugung gibt P.S. Epstein in der Enzykl. d. math. 
Wiss. Bd. V,, S. 488. (Anmerkung bei der Korrektur.) Vgl. auch Sommerfelds 
Beitrag zur neuen Riemann-Weber-Ausgabe, 2, Kap. XIII (im Erscheinen). 
Mathematische Annalen. 96. 48 
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angenommen sind und die dem Falle entspricht, da8 I*>0 ist, der 
Punkt r, y,¢ also innerhalb des Kegels I liegt.) 
Von den Integrationswegen (U,) und 














ird weiter vorausgesetzt, da8 sie 
= j | (U,) wird wei Sg ' 
yixefy | ad i} iiber die im Endlichen gelegenen singu- 
\ cc-foene Vj laren Stellen des Integranden der Funk- 
wi | tion W nicht hiniibergezogen werden 
MAS) | diirfen. Dabei sollen die von der Funk- 
Tez i 
tion —_—————_ herriihrend uf d 
| (ur) ion —— - erriihrenden, auf der 
| e* —e# 
; reellen Achse der a-Ebene befindlichen 
49-0, tg+zx-0, einfachen Pole 
(14) G+2Qrz 
Fig. 2. (y= 0, +1, +2,...) 


alle stets auBerhalb des von (U,) bzw. von (U,) umschlossenen Gebietes 
liegen. Von den unendlich vielen, durch die Quadratwurzel des Inte- 
granden bedingten Verzweigungspunkten: 


a=ptfP,+2un (#=0,+1,+2,...) 





(15) r*+7*—(t-?#)* r* 

1 = arccos ———5-— = areeos (— #— —1) 
sollen sich aber die beiden 
(16) y+, und y — Bb, 


stets innerhalb (U,) bzw. (U,) befinden, wahrend alle iibrigen Verzwei- 
gungspunkte der Wurze! insbesondere auch 


p—2x+f, und p+2a-Af, 
stets auBerhalb der Schleifen (U,) und (U,) liegen sollen. 

Das Vorzeichen der in (13) in dem Integranden auftretenden Quadrat- 
wurzel ist so festzulegen, daB die Wurzel auf der reellen Achse der 
a-Ebene, falls hier kein Verzweigungspunkt des Integranden liegt (vgl. 
unten), einen positiven Wert hat. Die zu den Verzweigungspunkten (16) 
gehérigen Yorzwsigungsschnitte sollen in der a-Ebene innerhalb (U,) bzw. 
innerhalb (U,) *» ins Unendliche verlaufen, da8 sie von diesen Integzations- 
wegen nicht yeschnitten werden. 

Wir wollen noch ausdriicklich darauf hinweisen, daB die Integrations- 
wege (U,) und (U,) und die Verzweigungspunkte » + §,+ 22 sich 
mit p sugleich andern, jedoch derart, da, falls der Ausdruck “+7—(¢—#)" 


2rr 
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seinen Wert beibehalt, ihre gegenseitige Konfiguration die gleiche bleibt. 
Die in den Punkten (14) befindlichen Pole haben dagegen eine von 
unabhingige Lage. Im folgenden ist auch immer zu beachten, daS der 
Punkt « = oo fiir unseren Integranden eine wesentlich singulare Stelle ist. 

SchlieBlich sieht man noch sofort, daB das Integral (13) im all- 
gemeinen konvergieren wird, d. h. mit eventueller Ausnahme der Fille, 
wo die Verzweigungspunkte des Integranden ins Unendliche riicken oder 
wo der Integrationsweg gezwungen wird, durch einen singuléren Punkt 
des Integranden hindurchzugehen. Der Integrand von (13) verhalt sich 
namlich, falls die Verzweigungspunkte im Endlichen liegen, im Unendlichen 
auf den Geraden R(«)=— gy +2+,, wenn wir die Integrationsverander- 
liche a durch die Gleichung «= p+2+o,-+¢éa einfihren, fiir groBe 


1 a= 1 
negative a wie e®” und fiir groBe positive a wie eit) 
Bevor wir zur Diskussion der Funktion w = #t(W) iibergehen, wollen 


wir sie noch in reeller Form angeben, da sich aus dieser Darstellung einige 


ihrer Eigenschaften miihelos folgern lassen. Bei dieser Umformung miissen 
wir iiber die Lage der Verzweigungspunkte 


(17) Pth,, pt(22—8B,) 


naher orientiert sein. Liegt zunichst der Punkt r, ~,# innerhalb des 
Kegels I*, so ist I> 0 und infolgedessen 


cos fy = — J -1<-1. 
Setzen wir 
B, = ta, +2, 
so wird 
: y= 
(18) costa, = 5 +1, 


a, also reell sein. Die Punkte (17) liegen daher unter dieser Voraus- 
setzung in der a-Ebene in 


pt(iat) und pF (ia,—2), 

also auf den Geraden (ac) +2 symmetrisch zur reellen Achse der 
a-Ebene. Diesem Falle entspricht die Fig. 2. Nahert sich nun der Punkt 
r,y,t der Verzweigungsgeraden r = 0, so wird, wie aus (18) zu ersehen 
ist, a, gegen + co wandern. Niahert sich aber r, py, ¢ dem Kegel r*=0, 
nimmt also [*>0 ab, so wird a, kleiner, und wenn der Punkt r, 9, ¢ 
in die Kegelfliche * = 0 zu liegen kommt, verschwindet a, und die beiden 
auf jeder Geraden R(a)—p +a bzw. R(a)—g—az befindlichen Ver- 
zweigungspunkte fallen miteinander zusammen. Fir [*=—0 muB also 
der Integrationsweg (U,) durch den Punkt « = y+ 2 und der Weg (U,) 

48* 
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durch den Punkt « = g —a gehen. Ist endlich der Punkt r, y,¢ auBer- 
halb des Kegels I*, aber innerhalb I'** gelegen (I'*< 0, I°**> 0), 


so ist 


—Il<— 5 -— 1c f= — 


r* 
r 


** 
rr Stee’ 


arr 


8, hat jetzt also einen reellen Wert und die uns interessierenden, auf der 
Strecke (~@ — 2, »-+ 2) befindlichen Verzweigungspunkte liegen nun auf 
der reellen Ache der a-Ebene und zwar in den Punkten 


yp +B, 


und py —f,. 


Wir kénnen uns daher vorstellen, daB sich die beiden Verzweigungspunkte 
y+(x+ia,) mit abnehmendem I™* auf den ausgezogenen Wegen (1) 


= 


a ee ae 


t 


() 





= Prx 





4 











— r> 


13) 





-- +e > 


Fig. 38. 











Fig. 4. 


und (2) der Fig. 3 im Sinne der Pfeile 
bewegen. Die beiden Verzweigungs- 
punkte » +(a—#a,) werden dann auf 
den gestrichelten Wegen (3) und (4) in 
die Punkte »+(22—,) iibergehen 
miissen. Es soll aber betont werden, 
da8, wenn im folgenden gema&B der oben 
erwahnten Méglichkeit stets angenom- 
men wird, die Verzweigungspunkte 
y +, verschében sich in der in Fig. 3 
angedeuteten Weise, dies eine wesentliche 
und notwendige Erginzung der friher 
angegebenen Definition der Funktion W 
ist. Beriicksichtigen wir namlich unsere 
Voraussetzung, daB® (U,) und (U,) iiber 
singulire Punkte nicht hiniibergezogen 
werden diirfen, so werden wir jetzt folge- 
richtig mit abnehmendem I™ die ge- 
nannten Integrationswege so, wie dies 
Fig. 4 anzeigt, deformieren. 

Wir wollen nun die gesuchte Dar- 
stellung der Funktion w= R(W) z- 
nichst in dem Falle angeben, wo die 
Verzweigungspunkte » +, des Inte- 
granden von W in den Geraden 
R(a) =p ta gelegen sind. Zu diesem 
Zwecke miissen wir nur die Integrations- 
wege {U,) und (U,) in die beiden Gera- 
den R(«)=—qg+ta und das zwischen 
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ihnen befindliche Stiick der reellen Achse der a-Ebene deformieren. Die 
Verzweigungspunkte und Pole des Integranden in (13) sind dabei mit 
kleinen Halbkreisen . umgeben (vgl. 
Fig. 5). (u,) 
Zunachst erkennt man, daB die A 
auf der reellen Achse verlaufenden Teile 
der deformierten Integrationswege (U, ) 
und (U,) sich bis auf die Schleifen 
um ie hier etwa vorhandenen Pole 
@ + 2rz(v»=—0, +1, + 2,...) des In- 
tegranden der Funktion (13) gegenein- 
ander wegheben. Eine Schleife um 
@ + 2vy gibt aber nach dem Cauchy- 


Y 


\p-avia, \ orae tay 


~ 











Gra 


Grx-ta, 





schen Residuensatze die Funktion -.. 
\T> (u,) 


Das Residuum a ist daher stets vor- 


handen, sobald der entsprechende Pol 
@-+2»y7 auf der Strecke p—2, y+ liegt, d.h. sobald p—az<@ 
+2vz%y<gp-+a ist. Der Beitrag der zwischen g — 2 und 9+ <2 ver- 
laufenden Integrationswege zur Funktion W laBt sich daher immer durch eine 
unendliche reelle Summe 








Fig. 5. 


+@ 1 
S= DF (9) 


darstellen, wo #,(g) ein Diskontinuitatsfaktor ist, der nur fiir die zwischen 
@+2vz7+a und §+2rz7—~a gelegenen m-Werte den Wert 1, auBer- 
halb dieses Intervalles aber den Wert 0 hat. Das obige Resultat bleibt 
unverandert bestehen, selbst wenn der in Fig. 5 nicht beriicksichtigte Fall 
eintritt, daB die Verzweigungspunkte » +, auf der reellen Achse der 
a-Ebene liegen. Es diirfte wohl kaum notwendig sein, zu erwihnen, daB 
wegen des. Diskontinuitatsfaktors #,(q) fiir jede Wahl der r, y, t- Werte 
nur eine endliche Anzahl der unter dem Summenzeichen stehenden Glieder 
zu nehmen ist. 

Jetzt eriibrigt es n:: noch, den Anteil zu berechnen, den der in den 
Geraden R(«#)—gm+e« sowie der in den kleinen Halbkreisen um die 
vier Punkte g +2+éa, verlaufende Teil des deformierten Integrations- 
weges zur Funktion w= (W) liefert. In die Integrale, die auf den 
Geraden fi(a«)=p-+ a baw. R(«)—= gm — a selbst verlaufen, fiihren wir 
durch die Gleichung: 


e=gp+a+ita bow. ac=p—a+ia 
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eine neve Integrationsvariable ¢ ein und erhalten so als Beitrag zum 
Integral (13) den Ausdruck: ~ 








s-9-s-te 
l—e 


4) ( 1 ¥ 1 fa 1 de. 
22) (r*+2r%—24rF cosia)* [ | @-9+n-te -@ 
2 

Das Integral ist hier, wenn @ de/n Radius der kleinen Halbkreise um die 
vier Punkte p+ a+ia, bedeute,, von — co bis — a,— 0, von —a,+ 0 
bis a,— @ und schlieBlich von a,: ae o bis + co zuerstrecken. Die Wurzel 
(I* + 2rF — 2rF cosa)” ist dabei nach der oben gemachten Festsetzung 
zwischen —a,+ 0 und a,—o ‘reell und zwar positiv, auf den anderen 
Teilen des in Rede stehenden Insegrationsweges (wegen des Umlaufes um 
die Verzweigungspunkte auf den xJeinen Halbkreisen) aber rein imaginar. 
Auf dem zwischen den Grenzén —a,-+@ und a,—g verlaufenden 
Stiicke des Integrationsweges erblten wir nun fiir unser Integral, wenn 
wir es in ein Integral zwischen jden Grenzen 0 und a, — @ verwandeln, 
mit Riicksicht auf die Relation: s 








wipe ~dtge* lee 
1—e8@th "1 efa-h er a) a Ta ‘wane 
den rein reellen Ausdruck: 
@,-e 
} ) eae ere 
(r*+ r?—2r¥oosia)’* 


sin = (GF —~ +2) sin = (9 — 9 — 2) 
z _ Z da. 


a ~ 2% a _ ~ 
cos — = +2)—coni-—G cos — - —2)—copt—a 
“hid +7) 7° 7% y — x) - 


SASS SEVER HVS EPS Sees 





Die iibrigen lings der Geraden>(«)=—q-+a2 verlaufenden Teile des 
Integrationsweges werden, wie ma? jetzt sofort erkennt, einen rein imagi- 
niren Beitrag zu W liefern, in den’ Ausdruck fiir w= (W) also gar nicht 
eingehen. Da die iiber die klein»n Halbkreise erstreckten Integrale mit 
abnehmendem 9 gegen 0 konverg=ren, so wird der Realtei] des Beitrages, 
den die lings der Geraden §(«) =+ » + = sowie die lings der vier kleinen 
Halbkreise verlaufenden Teile des- deformierten Integrationsweges zu der 
Funktion W liefern, durch das In¢egral dargestellt: 


1 : 1 
(19) Im; | ~ 


2r%—2rF cosia) 





sin — ($—9 —2) 





f 
= = = da. 
vA cos — (9 —p—x)—cosi—a 

/ 7 F-9-*) = 








-“- 
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Fiir die Funktion w erhalten wir so die gesuchte reelle Darstellung 
in der Form: 


. +” 
(20) w(r, pt; rb 2) = 8+ I= 3 0(9) 


@, 
1 1 
+3; | eracpres¥enta? 
0 








_ da. 


-| sin (F—9 +2) sin = (F—9—-2) 
z -% SB se -_. 
ao ert a)— tee on @—9~ 5) tse 


Wir haben diesen Ausdruck fiir w unter der Annahme abgeleitet, da& 
die Verzweigungspunkte » + f, auf den Geraden R(«) = y + a gelegen 
sind. In dem Falle, wo diese beiden Verzweigungspunkte auf der reellen 
Achse der «-Ebene liegen, ist das Integral J gleich Null zu setzen und w 
wird einfach durch die Summe S dargestellt. 

Eine andere Darstellung fiir J, die wir an einer spateren Stelle ver- 
wenden, ergibt sich aus (19), wenn wir die Integrationsverinderliche a 


* 
mittels der Relation cosia=yz*+1, y= cosia,—1= pa durch die 
neue Integrationsvariable z ersetzen. Es wird dann: 





, f r sin = (7-0 +2) sin = (§ —9 —2) 


ri zy2rr 
0 


21) Ee ’ 
Vimeo +s os = (F-p+a)—-X cos = (¥—g—a)—X 


wo X= cos i = arcesh (y2* +1) ist. 


Nunmehr wollen wir zur Diskussion der Eigenschaften der Funktion 
w = (W) iibergehen und wollen vor allem zeigen, daB sie die unter 1°. 
bis 4*. genannten Eigenschaften besitzt. Zunichst stellen wir fiir den 
Fall, daB *¥+ 0 ist, die Lage der singuléren Punkte der Funktion w in 
ihrem Definitionsbereiche R* in R, zusammen: 

I. r=0: die Punkte in der Verzweigungsgeraden. Denn setzen wir 
voraus, daB nicht gleichzeitig I’* verschwindet, wir uns also nicht der 
Spitze des Kegels I’* nahern, so wird fiir r= 0 nach (18) a, = +00. 

II. r*=0: die Punkte auf dem Mantel des charakteristischen 
Kegels I’*. Wird namlich angenommen, da8 nicht gleichzeitig r gegen 
Null geht, wir uns also wieder nicht der Spitze von I* nahern, so wird 
fir ['*=0 nach (18) a,=0 und der Integrationsweg muB, wie wir 
gesehen haben, durch einen singuliéren Punkt hindurchgehen. 

Il. F,=0, —zxgG—y+2rxK+2: die Punkte auf den Kegel- 
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manteln der charakteristischen Kegel I',. Dieser Fall entspricht dem 
Zusammentreffen eines Verzweigungspunktes y + f, mit einem Pole des 
Integranden von W, wobei der zwischen den beiden singuléren Punkten 
eingepflockte Integrationsweg (vgl. Fig. 4) gezwungen wird, durch den 
singularen Punkt hindurchzugehen, der durch das Zusammentreffen der 
beiden genannten Punkte entsteht. Die Ungleichung la8t sich nimlich auch 
in der Form gp —2< G+ 2v¥y7 +2 schreiben und besagt dann, dab 
der Pol @ + 2» auf der Strecke » — 2, » +2 gelegen ist. Aus I, = 0 


2 r?+72—(t—#)* 
folgt aber nach (11) cos(@ — p-+- 2¥z) = +——— , welchem Aus- 


drucke nach (15) cos#, gleich ist. Es muB also G —qw+2ry— +, 
+2un (u=0, +1,...) sein, so dab G+ 2ry— ptf, + 2yuz ist, 
was a er nichts anderes als das Zusammenfallen eines Poles mit einem 
Verzweigungspunkte bedeutet. 


Weitere besonders zu betrachtende singulare Stellen sind Schnitte 
der drei jetzt angefiihrten Mannigfultigkeiten von singuléren Punkten in R,. 


Alle im Definitionsbereiche von w gelegenen Punkte, die keinem der 
drei unter I, II und III angefiiirten Fille entsprechen, wollen wir als 
regulare Raumpunkte bezeichnen 


Zunichst zeigen wir, daB w allen ihr durch 1*. bis 4*. in den regu- 
laren Raumpunkten auferlegten Bedingungen geniigt. 


DaB die Bedingung 1*. erfiillt wird, ist nach den vorhergehenden 
Uberlegungen selbstverstandlich. 


Was nun 2”. betrifft, so haben wir ebenfalls oben schon gezeigt, 
da8 w in den reguléren Raumpunkten endlich ist. Da8 w hier auch 
partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung nach r, ~, ¢ besitzt, erkennt 
man aus (13) ohne weiteres. Fiir regulare Raumpunkte sind ja die singu- 
laren Fille I bis III ausgeschlossen und die Konvergenz der betreffenden 
aus (13) durch Differentiation entstehenden Integrale ist durch ein hin- 
reichend starkes Verschwinden ihrer Integranden im Unendlichen gesichert. 
Bei der Bildung der Ableitungen der Funktion W nach @ wire dabei aller- 
dings zu beriicksichtigen, daB die Wege (U,) und (U,) von der Variablen » 
abhingen und mithin Glieder auftreten miiBten, welche der Veranderlich- 
keit der Enden dieser Integrationswege Rechnung tragen. In Wirklichkeit 
treten aber diese Glieder nicht auf, da der Integrand in (13) verschwindet, 
wenn wi: in der «-Ebene auf (U,) und (U,) ins Unendliche gehen. 


Mit Riicksicht auf diesen Umstand kénnen wir auch sicher sein, dab 
in allen reguliren Raumpunkten, wo nach dem Obigen die in der Wellen- 
gleichung vorkommenden Ableitungen von W nach r, , t vorhanden sind, 
W und damit auch w sicherlich der Wellengleichung geniigt; denn die 
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Verainderlichen r,q,t treten in dem Integranden in (13) nur in dem 


Ausdrucke ' 


(—r* —#*+ 2rF cos (y — «)+(t—t)*)* 





auf, der, als Funktion von r,q,? betrachtet, offenbar eine Lésung der 
Wellengleichung ist. Damit ist aber gezeigt, daB w der Bedingung 3”. 
entspricht. 

Das Erfiilltsein der Bedingung 4”. folgt unmittelbar aus der Dar- 
stellung (13) der Funktion w. 

Nunmehr miissen wir noch das Verhalten der Funktion w in den 
singularen Raumpunkten I bis III untersuchen, wobei wir zunichst vor- 
aussetzen, daB die betreffenden Raumpunkte immer nur einer dieser drei 
Bedingungen geniigen. 

I. r=0. In diesem Falle kénnen die Eigenschaften der Funktion w 
einfach aus einer Darstellung fiir W erschlossen werden, die in der folgenden 
Weise gewonnen werden kann: Wir defor- 
mieren den Integrationsweg (U,) bzw. 
(U,) so, daB er zu beiden Seiten der 
Geraden R(a) = y + 2 bzw. der Geraden 
R(a) = mp — aw verlauft (vgl. Fig. 6). Wir rhy-2H iprh, 
setzen dabei in den jetzigen Erérterungen 

wie dies auch in der Figur zum Aus- 
drucke kommt — voraus, daB J* >0 Pe 
ist, weil nur in diesem Falle fiir kleine 
r-Werte der Punkt r, m,¢ in dem Defini- 


(U;) 











tionsbereiche der Funktion w liegt. Da die 7? FEF 
Wurzel in (13) bei einem Umlaufe um 

die Verzweigungspunkte g +, nur ihr (U2) 

Vorzeichen Adndert, so sind die beiden 

lings einer Geraden Ri(«@)=— gta ver- Fig. 6. 


laufenden Integrale einander gleich. Fiih- 
ren wir nun durch die Relation: 
a=p+(x+40) 
eine neue Integrationsverinderliche ¢ fiir die beiden auf R(a)—=gp+a 
verlaufenden Integrale ein, so ergibt sich: 
1 J ac 


rai z(2rF) (cos if — cos ia, )'!* 
a, 


: 1 1 
> a a 
zx 
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Ersetzen wir nun hier mittels z-costa,—=cosi¢ die Integrations- 
variable ¢ durch z, so erhalten wir: 











Pa Jcosia, f dz 
(22) W= z(2r%) (z—1)'/* (2° cos’ ia, —1)2 
1 
: 1 1 
< —— _ . 
t-(F-w-*) ‘2G -~ +) 
l—e # ‘Z 1l—e # -Z 
P — 7 arcesh (z cos i a) : . in 
wobei Z=e * oO" = (2-costa, + V2" c0s* sa, — 1) *. 


Jetat ist der lim W leicht zu berechnen. Es ist lim costa, = + co 
r=0 





und daher lim Z = "0. Da schlieBlich lim 2r7-cosia, = — ¥* + (¢ — #)’ 
r=0 r=0 
wird, so erhalten wir: 
, 1 = dz a 1 
23 lim W = ae = — — 
(28) r=0 rm e(e—-1)*% & V_#*4(t-7)? 
1 


Mit Hilfe von (22) laBt sich ferner noch unschwer zeigen, da8 
lim oW endlich und lim r2W _0 ist. Damit ist nachgewiesen, daf W und 
somit auch w in r= das durch 2”. geforderte ‘erhalten besitzen. 

II. r*=0. Da der von der Summe § in (20) herriihrende Beitrag 
zu der Funktion w, falls er nur nicht verschwindet, sich auf dem Kegel I™* 
vollkommen regular verhalt, so miissen wir lediglich noch das Verhalten 
von J auf I’* untersuchen. Zuniichst sehen wir, daB, wenn der Punkt 
r,,t in den Kegel J riickt, wenn also der Ausdruck I* gegen Null 
geht, das Integral J gegen einen im allgemeinen endlichen und von Null 
verschiedenen Grenzwert konvergiert. Es ist ja nach (21): 

sin ~ (9-9 +2) sin= (G—y—z) 
(24) lim J—= lim = 7 z ~-— . 
me ee SET) = O—-94s)-1 Mea 





Da die Funktion w auBerhalb des Kegels schon durch die Summe S§ allein 
gegeben wird oder iiberhaupt verschwindet, so erleidet w in allen Punkten 
von I* einen Stetigkeitssprung. 

In dem folgenden Abschnitte VI werden wir mit Grenzwerten einiger 
partieller Ableitungen erster und zweiter Ordnung von J auf dem Kegel I™* 
operieren. Es ist daher wichtig festzustellen, daB diese Grenzwerte endlich 
sind. Unmittelbar einleuchtend ist diese Tatsache fiir die Ableitungen 
nach gw. Sie gilt aber auch fiir die Abieitungen nach r und ¢. a Funktion 


von y aufgefaBt (vgl.(21)) haben namlich die Ableitungen ¢ > = und =f in 
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dem Punkte y= 0 (der den Raumpunkten [* = 0 entapricht) endliche 
Grenzwerte, wie leicht mit Hilfe der Darstellung (21) zu begriinden ist. 
Andererseits sind aber auch die Grenzwerte der partiellen Ableitungen 
von y nach r,¢ auf dem Kegel I°* endlich. SchlieBlich sind auch die 
partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen der Funktion J nach 
7, ,t, sowie die gemischten Ableitungen nach r,y,t,7,@,% auf ["* 
endlich, da die Ableitungen von y nach den genannten Veranderlichen 
fiir I’ —0 endlich sind. 

Dazu bemerken wir noch: Berechnet man die entsprechenden Ab- 
leitungen mit Hilfe von (21), so kann man nachweisen, daS auf dem 
gegen abnehmende ¢-Werte gedffneten Kegel I"* die nachstehenden Re- 


lationen gelten: 
tim (7-+-2¢.(27 — 2F)) ~o, 


or at 
(25) 2; _ éI\ 
lim (14-27-( + 5) =o, 


lil. ry, =0, —2<G—q@+2rx<-+2a. Dieser Fall ist sofort er- 
ledigt. Aus der Darstellung (20) fiir die Funktion w folgt unmittelbar, 


" 1 . ‘ 
daB w auf den Kegeln I, wie iF unendlich wird. 


Bei der Behandlung der obigen drei singuliren Fille haben wir bis- 
her vorausgesetzt, daB die betreffenden Raumpunkte immer nur einer der 
drei Bedingungen I, II oder III geniigen. Entpricht aber ein Raumpunkt 
gleichzeitig zwei oder drei solchen Bedingungen, so werden die Verhiltnisse 
in unseren Ausdriicken fiir w und J komplizierter und erfordern eine neue 
Untersuchung. Wir behandeln zunichst das Verhalter von w und J in 
den Raumpunkten, die gegeben sind, durch: 





. 


I und I: r*=0, TP, =0, —zxgG—yp+2xS+a. 


Diese Raumpunkte liegen auf den Geraden (12), die die Kegel I, be- 
grenzen. Sie liegen in den entsprechenden Halbebenen: 


(26 ) 9P=F+2rxyt2 


und in ihnen beriihren die Kegel I, den Kegel r. Gebt nun ein Punkt P 
im Raume R, gegen eine dieser Geraden, so riicken in der komplexen 
«-Ebene gleichzeitig ein Pol «= + 2»y und die beiden auf der ent- 
sprechenden Geraden (a) = gp +2 liegenden Verzweigungspunkte gegen 
einen der Punkte « = y+ und in diesen Punkt wird im Grenzfalle einer 
von den Integrationswegen (U,) oder (U,) hineingedringt. 

Betrachten wir nun das Integral J. Zunichst bemerken wir: Da die 
Funktion w:=S+J, wie sofort aus ihrer komplexen Darstellung (13) 
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folgt, in den Halbebenen (26) (mit Ausnalume unserer Geraden) stetig ist, 
1 





die durch S$ dargestellte Funktion hier aber Spriinge + iT besitzt, so 
muB8 auch J hier Spriinge + 7 erleiden, cie das unstetige Verhalten von S 


gerade kompensieren. 

In dem folgenden Abschnitte wird uns nun das Verhalten von J in 
dem Falle interessieren, wo sich ein Punkt P langs einer Geraden auf 
einer Riemannschen Flache t = konst. dem Schnittpunkt P, unserer Ge- 
raden (12) mit ¢ = konst. nahert. Die Polarkoordinaten von P bzw. P, 
sind dann r,pm bzw. R,G@+2rxy+2, wo R=t—t—*F. Bezeichnen 
wir nun mit y den Winkel, den die beiden Verbindungsgeraden PP, 


und P,-Verzweigungspunkt miteinander einschlieBen, so ist offenbar 
r sine 


Roreose? W9 ©=(F +2242) --— ist. Niahert sich P dem 
Punkte P,, so verschwindet mit ¢ gleichzeitig auch I’*, und da fir kleine « 
und kleine I’ (d. h. fiir r-Werte, die sicl: von R wenig unterscheiden) 


tangy = 2R(R-+ *) ist, so fordert die Bedingung der geradlinigen 


tang y= 


Annaherung von P an P,, daB bei diesem Ubergang y einem Grenz- 


= konst. 


werte zustrebe, d. h. daB « und I* unter Voraussetzung = 


gegen Nell gehen. Betrachten wir nun ¢peziell den Punkt P;, mit 
den Koordinaten R.@-+-2¥z7-+-2, so miissen wir «= G+ 2rxy+a-— 
setzen. In dem Ausdruck (21) fiir J ist ‘ann der erste Term in der 
eckigen Klammer fiir kleine ¢ und I’* = 2rry-Werte, da X = cosi = 2V2y 
wird, gleich — =e > , so da8 wir fiir /, soweit es von diesem ersten 
~ 14+ 8* 

é 
Term abhingt (der zweite verhilt sich fir «= 0 and * = 0 vollkommen 
regular) erhalten: 


~ 








1 

(27) — ais ————— tees > és 6 
were) Yl—z*yyz*+2 1,27 

0 2 
Dieser Ausdruck wird jedoch im Grenzfalle «0 und y = 0, fiir = einen 
endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert vorausgesetzt, gleich 
ij 4 1 
— (signum ¢) To (signum e) ws 
Da nun fir kleine « I’, = I* (1 o r?¥—) wird, so erhalten wir unter 


é 


der obigen Voraussetzung fiir : schlieBlich fiir (27): 


— (signum j—). 
. 2yry 
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Das gleiche Verhalten von (27) ergibt sich aber auch, wenn der Grenz- 
iibergang so vollzogen wird, da8 man zunichst [* —0 setzt, d.h. auf 
der Peripherie des Kreises [*—0, t = konst. gegen Pj" geht, was iibri- 
gens auch aus (24) folgt. Setzt man schlieBlich von vornherein e = 0, 
nihert sich also P dem Punkte P,” auf der Verbindungsgeraden: Ver- 
zweigungsgerade- Py, so verschwindet (27). Da nun in Py der Beitrag 
von S§ fiir e>0 gleich wird + 7 
sehen wir endlich, daB sich die ganze Funktion w in P,” wie +- 





, fiir e<0 aber verschwindet, so 


1 
2yT, 








verhalt. 

Die beiden weiteren Kombinationen je zweier Fille, namlich des 
Falles I und II und des Falles I und III, oder die Kombination aller 
drei Fille I, II und III fiihren zur Untersuchung des Verhaltens von w 
in dem Punkte P, mit den Koordinaten r= 0, t=¢—*F. Dieser Punkt 
liegt auf der Verzweigungsgeraden dort, wo sich die Spitze des gegen ab- 
nehmende t-Werte geéffneten Halbkegels * und zugleich der Schnittpunkt 
aller Halbkegel I, mit der Verzweigungsgeraden befindet. Nihert sich nun 
ein Punkt P dem Punkte P, lings einer Geraden, die mit der Verzwei- 
gungsgeraden (und zwar mit der negativen ¢-Achse) den Winkel a bildet, 
so besteht zwischen r und ¢ die Relation: r= tga-(#—t—*F). Da I 
auBerhalb des Kegels I°* verschwindet, so interessieren uns dabei nur die 


a-Werte, die zwischen 0 und =. liegen. Fiir den Fall, daB tga +0 ist, 
wir also nicht lings der Verzweigungsgeraden gehen, ist nun: 


, a Oe 1 

fin 7 = tim gg — 1+ &,: 
Setzen wir dann noch weiter voraus, da8 wir uns P, nicht lings einer in 
dem Kegel I’* liegenden Geraden nahern (denn dann wire ja tga = 1), 


so ist limy endlich und von Null verschieden und wir entnehmen dann 
r=0 


unmittelbar aus (21), daB fir r—0 dann J wie W unendlich wird. 
r 


Nahern wir uns dem Punkte P, lings einer Erzeugenden des Kegels I", 
so geht J, wie aus (24) zu ersehen ist, ebenso stark ins Unendliche. Im 
Falle schlieBlich, daB wir zur Spitze von J lings der Verzweigungs- 
geraden gehen, folgt aus (23), daB die gesamte Funktion w = S + J eben- 


falls wie 7 unendlich wird. 
r 


Wir wollen noch auf eine wichtige Eigenschaft der Funktion w auf- 
merksam machen. Es ist: 


w(r, 7, t;7,G, t;y =—wlf, @, t;r, y,t; x), 
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wie man dies leicht mit Hilfe der Darstellung (20) fiir die Funktion w 
bestiatigt. Diese Tatsache gestattet sofort festzustellen, daB die Funda- 
mentallésung w(r, p,t;7,,#; 7%) auch als Funktion von 7, G,¢ be- 
trachtet, die unter 1*. bis 4*. fiir r, p,¢ formulierten Eigenschaften be- 
sitzt. Insbesondere geniigt w als Funktion von 7,$,¢ der Wellengleichung. 

SchlieBlich mége hier noch darauf hingewiesen werden, dab w eine 
gerade Funktion von p — @ ist. 


VI. Lésung der gestellten Aufgabe. 


Nach den Uberlegungen im Abschnitte IJI geniigt es, zur Lésung der 
beiden durch die Bedingungen 1. bis 4. und 1’. bis 4’. festgelegten Rand- 
wertaufgaben das durch die Bedingungen 1’’. bis 4’’. bestimmte Problem 
zu lésen. Diese Aufgabe nehmen wir nun in Angriff. Da es uns in der 
Folge auf eine Unterscheidung der beiden in diesem Probleme auftretenden 
Funktionen u, und u, nicht ankommt (sie unterscheiden sich nur durch 
die Funktionen, die die Anfangswerte bestimmen), bezeichnen wir der 
einfacheren Schreibweise wegen mit u irgende’ne dieser beiden Funktionen. 
Um nun wu in einem Punkte 7, %,? des Riemannschen Raumes R, zu 
berechnen, nehmen wir, gleich den allgemeinen Fall vorausgesetzt, an, 
dieser Punkt sei so gelegen, da8 der zur Funktion w(r, —, t; ¥, G, #; x) 
gehérige Kegel I"* die Riemannsche Flache ¢ == t,, auf der unsere Anfangs- 
werte gegeben sind, schneidet und der Kegel I, eventuell auch schon von 
anderen Kegeln I, geschnitten wird (das letztere ist nur im Falle x < 2 
méglich). Wir verwenden dann analog wie Hadamard**) die Fundamental- 
formel (1) sowie die Funktion w, die in unserem Falle die Rolle der 
Fundamentallésung spielt. Fiir das zunichst Folgende nehmen wir dabei 
an, da6 die Existenz unserer Funktion u gesichert sei, setzen in der 
Fundamentalformel v = w und wenden sie auf den Raum R, an, der aus 
allen Punkten von R, besteht, die zwischen den beiden Ebenen go = 0 
und »=2y gelegen sind, in denen w definiert und fiir die schlieBlich 
t>t, ist. Die Anwendung der Fundamentelformel setzt voraus, daB u 
und »=w in dem in Betracht kommenden Raume samt ihren ersten Ab- 
leitungen endlich und stetig sind. wu hat nun aber in der Verzweigungs- 
geraden r= 0 eine singulare Stelle und die Singularitaéten von w liegen 
in den charakteristischen Kegeln I, und I“ und in der Verzweigungs- 
geraden r=. Um die Fundamentalformel anwenden zu kénnen, teilen 
wir daher den Raum R, durch alle innerhalb R, verlaufenden Kegel I, 
und I in einzelne Zellen Z, ein. Die Begrenzungsfliche einer Zelle Z, 
heiBe (Z,). Grenzen wir nun in jeder Zelle Z, durch eine nahe an (Z,) 


8) J. Hadamard, 1. c. 
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verlaufende Flache (S,,) einen Raum S, ab, so kénnen wir in S, auf u 
und w die Fundamentalformel anwenden. Da beide Funktionen der 
Wellengleichung geniigen, gilt die Relation: 


(28) ff(us us~ — w oY df= 0. 


is.) 


Lassen wir nun in jeder Zelle Z, die Flache (S,) gegen die Begrenzung 
dieser Zelle (Z,) riicken, so ergibt in jedem speziellen Falle die Be- 
ziehung (28) beim Grenziibergang eine neue Relation. Durch Addition 
aller dieser Relationen wird sich dann die gesuchte Lésung unseres Pro- 
blems gewinnen lassen. 

Betrachten wir zunachst etwa die Zelle Z,, die die Spitze des Kegels I", 
enthalt; sie heiBe Z,. Z, wird im allgemeinen teilweise von I, und 
anderen Kegeln I, von I’* und schlieBlich von den Ebenen gy = 0 und 
gy = 2x begrenzt. Je nach der besonderen Wahl der GréBen 7, @, 7, x 
kann aber mit Ausnahme von IT, und t= ¢, die eine oder andere der ge- 
nannten Flachen in der Begrenzung von Z, fehlen. Die Funktion w wird 
nun in der Zelle Z, schon allein durch das in der Summe S cnthaltene 
Giied = . dargestellt. Sie wird also in der Flaiche I, wie = unendlich, 
verhalt sich aber in den iibrigen Begrenzungsflachen von Z, selbstver- 
stindlich abgesehen von ihren Schnitten mit I,, vollkommen regular. 
Lassen wir nun (S,) gegen (Z,) riicken, so werden gewisse Teile der 
Flachenintegrale in der Relation: , 


[feist aro 


gegen einen unendlichen Wert streben. Nach Hadamard (das hier fiir die 
Zelle Z, behandelte Problem ist vollstindig identisch mit dem von 
Hadamard (1. c.) gelésten) erhalten wir nun bei dem erwahnten Grenz- 
iibergange eine richtige Relation, wenn wir von allen Integralen nur ihre 
endlichen Teile beibehalten. Dabei ist zu beachten: Das iiber I, erstreckte 
Flachenintegral entfallt vollstandig. Da aber in dem Punkte 7, 9,7 der 


Ausdruck = von héherer Ordnung unendlich wird als in den iibrigen 


Punkten von I,, so ist dieser Punkt in eine kleine Kugelkalotte einzu- 
schlieBen. Beim Grenziibergange ergibt sich dann der endliche Teil’ des 
iiber diese kleine Kugeloberflache erstreckten Integrales nach Hadamard zu: 
—2xu(7,,#). Wir kénnen somit offenbar u(7, %, 7) zunichst durch 
die endlichen Teile von Flachenintegralen darstellen, die iiber die Begren- 
zung von Z, zu erstrecken sind, soweit sie aus dem Kegel I“, den anderen 
Kegeln I’, (vy + 0), den beiden Halbebenen py = 0, y = 2 und schlieBlich 
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aus der Riemannschen Flache t = t, besteht. Um dann noch die iiber I"* 
und I’, (vy + 0) und die beiden Ebenen y = 0, gy = 2y erstreckten Flachen- 
integrale durch die auf der Fliche t= t, gegebenen Anfangswerte auszu- 
driicken, ist der analoge Grenziibergang auch fiir die iibrigen Zellen Z,, 
auszufiihren. 

Aus der Gesamtheit dieser Zellen greifen wir nun die Zelle heraus, 
die von dem Kegel I", der Fliche t=t,, den Halbebenen g=0 und 
gy = 2x und der Verzweigungsgeraden r = 0 begrenzt wird; sie heiBe Z,. 
Da alle Kegel I’, auBerhalb J verlaufen, so ist in der Zelle Z, keiner 
von ihnen vorhanden. 

Zunichst soll der Beitrag berechnet werden, den J zu (28) im Grenz- 
falle (S,)—+(Z,) liefert. Nun besitzt aber J in den Halbebenen: 


(26) 9=G+2rxyta 


die Spriinge To Damit also auf J die Fundamentalformel (1) an- 


gewendet werden kann, muB die Zelle Z, durch die angegebenen Haib- 
ebenen (26) in weitere Zellen Z\"’, Z{”,... unterteilt werden. In jeder 
Zelle Z\“’ ist dann mit dem Integral: 


(29) A, = ff (ws at 1% \af=0 
(s*)) 


der Grenstibergang (S{”)—-(Z) auszufiihren. Dabei sté8t man aber auf 
ein iiber I"* erstrecktes Integral, das zwecks Lésung unseres Problems 
durch eine partielle Integration umgeformt werden miiBte. AuBerdem 
entstiinden Komplikationen wegen des Verhaltens von J in den Schnitt- 
geraden von (26) mit den entsprechenden I. Das wird vermieden, wenn 
wir zu (28) die etwa aus dem GauBschen Satze (5) folgende Relation: 


(30) = Jf curl, ((tt]ul)df=0 
(s( ) 
addieren, in der £ den Einheitsvektor in der Richtung der positiven 


t-Achse und ¢ den Einheitsvektor in der Richtung des Radiusvektors r 
bezeichnet. Da nun: 


a dul . dul. ,, at, of 
(31) curl ({ft)wZ)=— — oF 08 Pi— = sin PI + (225 - =) t, 
so ergibt sich mit Riicksicht auf (4) und (6) fiir die Beitrige, die die 
einzelnen Teile von Z< im Grenzfalle zu A, + A, liefern: 


auf der Flache I”*: — (fa s {1+ ar (32 — <<) har 


(welches Integral aber mit Riicksicht auf (25) verschwindet), 
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auf der Flache ¢ = t¢ 


(32) [f(-ait- +S c+ pet)! rarde. 


or 


wobei die Integration nach gm zwischen zwei aufeinander folgenden Halb- 
ebenen (26) und nach r zwischen 0 und dem Radius R = ¢ — t, —*F des 
Schnittkreises von I"* mit ¢=¢, zu erstrecken ist. 

Um die Integrale iiber die Halbebenen (26) brauchen wir uns nicht 
zu kiimmern. Die Integrale (30) iiber die Flaichen (26) sind ja Null, 
weil der Vektor (31) in den Ebenen gy = konst. liegt und daher der Inte- 
grand verschwindet. Addieren wir andererseits die auf die Halbebenen 
beziiglichen Integrale (29) (d. h. ihre endlichen Teile), so erhalten wir 
ebenfalls Null, wenn wir in ihnen, was fiir uns schlieBlich einzig in Be- 
tracht kommt, statt J die Funktion w= S-+J verwenden. w verhilt 
sich ja in den Halbebenen (ihre Schnittlinien mit ’* ausgenommen) voll- 
kommen regular und die endlichen Teile der Flaichenintegrale zu beiden 
Seiten einer Halbebene (26), die zwei benachbarte Zellen Z\"’ trennt, sind 
einander entgegengesetzt gleich. Wegen der Periodizitét von u und w ver- 
schwindet ferner die Summe der beiden Integrale iiber g = 0 und g = 2. 

Die Verzweigungsgerade, die Schnittgeraden der Kegel I, mit den 
Halbebenen (26) und die Spitze des Kegels I* sind bei diesem Grenz- 
iibergang mit entsprechenden Flachen zu umgeben. Die Summe der beiden 
auf diese Flachen bezogenen Flachenintegrale (29) und (30) verschwindet. 

Addieren wir nun die Integrale (32) iiber simtliche Zellen Z\’ 
erhalten wir als Resultat: 

27R 
(33) J Jlese is - wit ++ (et) rdrdq. 
t=l, 
wobei hier die Integration iiber g von 0 bis 27 zu erstrecken ist. Zu- 
nichst bemerken wir, daB dieses Integral konvergent ist. Das Verhalten 
des Integranden im Punkte r = 0 ist wohl vollstandig klar. In den hanes 


P, mit den Koordinaten R,G + 27+ 2 verhilt sich J wie + —— Th und, 


wie man sich leicht mit Hilfe von (21) iiberzeugt, wird hier die . Inte- 
granden auftretende Kombination der Ableitungen von J namlich - ~ _ x 


auch nicht starker unendlich. Sodann erkennt man aber, da® (33) sich 
in der Form 





2,R zz R 
(34) f faze r dr dg +- £ {fa rdrdy 
0 0 ° lt=ty eee t=t, 
darsteilen 1aBt. 
Mathematische Annalen. 96. 44 
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Um uns davon zu iiberzeugen, bemerken wir, daB der Ausdruck (33), 
wenn wir zuniachst die Punkte P, ausschlieBen, durch partielle Integration 
des letzten Gliedes mit Riicksicht auf die Relation a = — = unmittelbar 
in den Ausdruck (34) iibergeht, falls in diesem letzteren die Differentiation 
nach ¢ ausgefiihrt wird. Die Punkte P,, wo sich J wie + WE verhilt, 


verursachen dabei keinerlei Schwierigkeiten, da beim Grenziibergange die 
beiden letzten Terme in (33) in den endlichen Teil] des zweiten Integrales 
in (34) itibergehen. 

Nunmebhr ist leicht zu erkennen: Da der ganze Beitrag, den J fiir die 
Zelle Z, im Grenzfalle zum Integral (28) liefert, durch (34) gegeben wird, 
so erhalten wir offenbar, wenn fiir Z, in (28) der Grenziibergang fiir die 
gesamte Funktion w = 8S +- J vollzogen wird, auBer (34) nur noch endliche 
Teile der mit S gebildeten oe ae (28): 


Iflott—stzar 


und zwar iiber den Kegel '™—0 und die Riemannsche Flache ¢ = t,, 
soweit diese Flachen zu Z, gehdéren. 


Die iibrigen Zellen Z, des Raumes R, werden von der Flache t = ¢,, 
von I, den iibrigen Kegeln I, und von I™* begrenzt und liegen alle 
auBerhalb des Kegels I*. In diesen Zellen wird also w schon allein 
durch die Summe S dargestellt. Vollziehen wir nur in den einzelnen 
Zellen Z, den Grenziibergang (S,)-—+(Z,), 80 erhalten wir wieder 
richtige Relationen, wenn wir beim Grenziibergang auf jeden Kegel I, 
(soweit er zur Begrenzung der betreffenden Zelle Z, gehért) in dem 


Flachenintegral das dem betreffenden Kegel I, in der Summe S ent- 


sprechende Glied Z fortlassen, sonst aber die endlichen Teile aller Inte- 


grale behalten. 

Es ist nun leicht zu iiberblicken, zu welchem Resultate wir durch 
Addition der simtlichen auf die einzelnen Zellen Z, beziiglichen Relationen 
gelangen. Die beiden von der Summe S herriihrenden endlichen Teile der 
Flachenintegrale iiber die beiden Seiten einer Begrenzungsfliche, die zwei 
Zellen Z, gemeinsam ist, sind einander entgegengesetzt gleich, da die 
Richtungen der Konormalen zu beiden Seiten dieser Begrenzungsfliche 
einander entgegengesetzt gleich sind. Besteht diese Begrenzungsflache aus 
einem Kegel I,, so tritt zwar in der Zelle, die im Innern von I, liegt, 


7 mehr auf als in der Zelle, die auSerhalb I’, gelegen ist; 
nach dem friiher Gesagten ist es aber fortzulassen. Ebenso sind die iiber 
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die Halbebenen » = 0 und g = 2y zu erstreckenden endlichen Teile der 
unendlichen Integrale einander entgegengesetzt gleich, da w und w perio- 
disch mit der Periode 27 sind. Wegen der Periodizitét von w muB sich 
namlich zu jeder Zelle Z,,, die z. B. teilweise von der Halbebene o = 0 
begrenzt wird, eine andere Zelle Z,, angeben lassen, die genau die gleiche 
Begrenzung in der Halbebene g = 27 besitzt. Im Falle, daB die Spitze 
des Kegels I”, hinreichend nahe an einer der Ebenen y = 0 oder y =- 27 
gelegen ist, kann es sich ereignen, daB die Z, in dem Raume 2, in zwei 
riumlichen Bereichen angeordnet sind, die miteinander keine Begrenzungs- 
flaichen gemeinsam haben. Es fallen dann aber die Flachenintegrale iiber 
die auBere Begrenzung dieser Bereiche fort. Diese Begrenzungsflachen he- 
stehen ja dann aus den Kegeln I, und die Summe S reduziert sich auf 
das dem betreffenden Kegel I’, entsprechende Glied 7 allein. SchlieBlich 


, 


bemerken wir noch, daB das fiir die Zelle Z, iiber die Fliche 1™* erstreckte 
mit S gebildete Flaichenintegral bei der Addition aller Beziehungen (28) 
gegen anderen Zellen Z,, zugehérige Flichenintegrale sich weghebt. Die 
durch § dargestellte Funktion ist namlich in dem Kegel I™ stetig, und 
sobald wir uns in einem Bereiche von Z, befinden, wo S auf J™ nicht ver- 
schwindet, mu8 an I* er Zelle Z,, grenzen, in der w = 8S also gleich ist 


der Summe aller Glieder Tr die in der Summe 8 der Funktion w= S +- ] 


in Z, auftreten. Und umgekehrt: In dem Bereiche, wo w in Z, durch 
J allein dargestellt wird (dieser Fall kann nur fiir 7 >a eintreten), 
werden an I* keine weiteren Zellen grenzen. 

Man erkennt daher, daB bei der Addition aller Beziehungen (28) alle 
Integrale, soweit sie sich nicht auf die Fliche t = t, beziehen, schlieBlich 
fortfallen, wenn wir nur das auf Z, und J beziigliche integral durch die 
iiber die Fliche t=, erstreckten Integrale (33) oder (34) ausdriicken. 


Da endlich in der Flache ¢ = f¢,: i. — PS ist, so erhalten wir durch 


Sumiaation all unserer, auf die einzelnen Zellen Z,, beziiglichen Relationen 
fiir wu den Ausdruck: 


(85) 2au(¥, g, n= > [fo (eS — 2 (aes) tg 


+f fot — rdrdy + — 2 fa rdrdq, 
t=, t=t, 


der, wenn wir die endlichen Teile der unendlichen Integrale nach den im 


Abschnitt TV angefiihrten Regeln in gewéhnliche Integrale umformen, 
auch in der Form: 





44* 











684 A. Rubinowicz. 


(36) 22u(F, G, t) 
= S+{ffoiw lz 7 i . ar+ Sf oo) ten 
+f fr) | _rirde 5 fru 


geschrieben werden kann. Dabei sind die in diesen beiden Ausdriicken 
unter dem Summenzeichen stehenden Flachenintegrale iiber alle Gebiete 
zu erstrecken, die innerhalb des Bereiches 0,27 der Verinderlichen p und 
zugleich innerhalb der Kreise gelegen sind, die durch den Schnitt der 
t = t,-Flache mit den Kegeln I, entstehen. 

Beriicksichtigen wir, dal w= S-+ J ist, so kénnen wir (36) auch in 
der Gestalt: 


(37) 2nu(r,g,t)= {jw df+- ~ {fou df 
@t 't=2, "“4=t, 


ausdriicken, wobei die Integration iiber den ganzen, innerhalb des Be- 
reiches 0,27 der Verinderlichen ¢ liegenden Definitionsbereich der Funk- 
tion w zu erstrecken ist. 

Durch (35), (36) oder (37) ist die Funktion uw nur fiir einen Be- 
reich 0,27 der Veranderlichen  definiert, entspricht also noch nicht der 
Forderung i”. Wir kénnen ihren Definitionsbereich aber auf den Varia- 
bilitaétsbereich — oo, +c der Verinderlichen g durch die Festsetzung 
erweitern, daB u, als Funktion von q betrachtet, periodisch mit der 
Periode 27 sein soll. 





in 
i=t, 


heed dy 





Nunmehr kénnen wir zeigen, daB uw allen Bedingungen 1”. bis 4”. 
geniigt. 

Die Bedingung 1”. ist sicherlich erfiillt, falls sich die Funktion w in 
den Ebenen g = 0 und g = 27 und auch in den iibrigen Ebenen » = 2r7 
im allgemeinen ebenso verhilt, wie in den tibrigen Punkten ihres Defi- 
nitionsbereiches. Um uns davon zu iiberzeugen, bemerken wir nur, dab 
man (wie dies leicht aus der Periodizitét der Funktion w und der Anfangs- 
werte der Funktion u folgt) die gleiche Funktion u erhalt, wenn man zu 
ihrer —s. auf der Fliche t=¢, statt der zwischen den Ebenen 

=0 und g = 2y gelegenen Punkte des Definitionsbereiches der Funk- 
va w, den durch irgendwelche zwei Ebenen y= p* und p = p*+ 27 
(0 < p* < @) begrenzten Definitionsbereich beniitzt. 

DaB unsere Liésung die vorgeschriebenen Anfangswerte besitzt, d. h. 
der Bedingung 2”. geniigt, ist einfach festzustellen. Fiir ¢-Werte, die 
hinreichend nahe an ¢, gelegen sind schneidet nimlich innerhalb des Be- 
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reiches 0,2y der Verinderlichen » unter allen Kegeln I, und I"* nur noch 
der Kegel I, die Flache t= ¢,. Es reduziert sich daher dann die Funk- 
tion uw auf den von Hadamard angegebenen Ausdruck: 


ar ee sk Fee fe 
nae. 9, = [FF a at £(e)«) 
und fiir diese Funktion ist von dem genannten Autor der Nachweis er- 
bracht worden, daB sie die vorgeschriebenen Anfangswerte besitzt. 


Nunmehr miissen wir zeigen, daS u die durch 3”. geforderten Eigen- 
schaften besitzt. Um uns zunichst zu iiberzeugen, daB u samt ihren Ab- 
leitungen der beiden ersten Ordnungen mit Ausnahme der Verzweigungs- 
geraden und der durch die Anfangsbedingungen verursachten singularen 
Stellen iiberall in R, endlich und stetig ist, bemerken wir, daB dieses 
Verhalten von u fiir den Beitrag, der durch die Summe S in w geliefert 
wird, durch die bereits angefiihrten Untersuchungen von d’Adhémar und 
Hadamard verbiirgt ist. In unserem Falle hat man nur noch bei der 
Differentiation nach @ zu beachten, daB die Grenzen der Bereiche, inner- 
halb deren die einzelnen Glieder in S von Null verschiedene Werte an- 
nehmen (d.h. die durch t=t, und (26) dargestellten Halbgeraden) zu- 
gleich mit @ ihre Lage andern. Da jedoch die gesamte Funktion w = S + J 
in den genannten Halbgeraden stetig ist, so treten bei der gesamten Funk- 
tion « bei der Differentiation nach @ keine Zusataglieder auf, die sich 
auf diese Halbgeraden beziehen wiirden. Was nun den vom Integral J 
herriihrenden Beitrag (34) betrifft, so ist bei der Bildung seiner Ablei- 
tungen zu beachten, daB die Integrationsgrenze R von ¢ und 7 abhingt 
und, wie dies bei (34) betont wurde, im Grenzfalle der Punkte P, die 
endlichen Teile der betreffenden Integrale zu nehmen sind. Nach der oben 
gemachten Bemerkung iiber die Bildung der Ableitung nach § kann diese 
in (34) formell einfach unter dem Integralzeichen ausgefiihrt werden. 





df, 


t= 





Untersucht man nun das Verhalten von uw in der Verzweigungs- 
geraden *=0, so kann man zunichst zeigen, daB u beim Hineinriicken 
in die Verzweigungsgerade endlich bleibt und zwar so, dab 


2% Ro 2z Ro 
2y lim u(r, 9, t= f f+! rdrdp + “ffl rdrdp 
7=0 66 Vr; ot =to ot s 0 re =be 


wird. Ig und Ry sind dabei die Werte von I°* bzw. R fiir 7=0, also 
ry = —r*+(f —1t,)* und R,=7—t,. Die Integration ist iiber einen 
Kreissektor zu erstrecken, der auf der Riemannschen Fliche t= t, im 
Bereiche 0,27 der Verianderlichen » liegt und von der Kreislinie r= R, 
mit dem Zentrum im Verzweigungspunkte begrenzt, also vom Kegel I™* 











686 A. Rubinowicz. 


ausgeschnitten wird. Auf den Nachweis dieser Behauptung soll hier nicht 

naher eingegangen werden. Ebenso verzichten wir auf die Wiedergabe des 

Beweises, daS ““ im Verzweigungspunkte endlich bleibt und lim # “ 
0 F=0 

hier verschwindet. 

Das Erfiilltsein der Bedingung 4”. ist leicht festzustellen. Aus den 
Untersuchungen von Hadamard folgt zunichst, daB u, soweit es durch 
die in (36) unter dem Summenzeichen auftretenden Glieder dargestellt 
wird, der Wellengleichung geniigt. Die in unserem Falle bei der Diffe- 
rentiation nach ¢ noch auftretenden Zusatzglieder sind nicht weiter zu 
beriicksichtigen, da sie sich, wie oben bemerkt wurde, gegen entsprechende 
Terme wegheben, die bei der gleichen Differentiation der in (36) mit J 
gebildeten Integrale (d.h. des Ausdruckes (34)) auftreten. Die Tatsache, 
daB (34) der Wellengleichung geniigt, folgt dann aus dem Umstande, daf 
J eine Lésung dieser partiellen Differentialgleichung ist und die wegen 
der Verinderlichkeit der Integrationsgrenze R bei der Differentiation von 
(34) noch auftretenden Zusatzglieder mit Riicksicht auf (25) verschwinden. 


Zu den obigen Uberlegungen bemerken wir noch, daB sie sich auf 
den Fall verallgemeinern lassen, wo die Funktion u in dem durch 1. bis 4. 
definierten Probleme auch noch Stellen besitzt, wo sie in vorgegebener 
Weise unendlich wird. Lésungen der Wellengleichung, die solche Singu- 
laritéten aufweisen, lassen sich ja fiir Riemannsche Verzweigungsflachen, 
die nur einen einzigen Verzweigungspunkt im Endlichen besitzen, nach dem 
Sommerfeldschen Verfahren herstellen und aus ihne: kann man dann durch 
.Zusammenstiickeln“ Lésungen mit singularen Stellen fiir beliebige Riemann- 
sche Flicnen herstellen. Vom physikalischen Standpunkte aus sind solche 
Unendlichkeitsstellen als Energiequellen und Energiesenken zu deuten, 
z. B. in der Optik als Lichtquellen und Lichtsenken. 


2 
cu 


3 
Die Differentialgleichung der Potentialtheorie = +570 ist nun 
als ein Spezialfall der jetzt behandelten Wellengleichung (2) aufzufassen. 
Es diirfte daher méglich sein, auf dem Wege iiber die Wellengleichung, 
auf Grund der oben bewiesenen Satze, die Riemannschen Existenztheoreme 
iiber die algebraischen Funktionen und ihre Integrale zu beweisen. Setzt 


man etwa zur Zeit t= 1%, den Anfangszustand u und “ gleich Null und 


1aBt von diesem Zeitmomente an Quellen und Senken von geeigneter Be- 
schaffenheit wirken, so kann man in den beiden Fallen der einfach iiber- 
deckten Ebene ohne Verzweigungspunkte und der Riemannschen Flache 
mit nur einem einzigen Verzweigungspunkte im Endlichen mit Hilfe der 
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gewohnlichen bzw. Sommerfeldschen Lésung der Wellengleichung zeigen, 
da8 im Grenzfalle t = oo (oder, was auf das gleiche hinausliuft, t,— — co) 
die erwahnten Lésungen der Wellengleichung in Potentiale mit ent- 
sprechenden Unendlichkeitsstellen iibergehen. Man kann daher vermuten, 
da8 auch im allgemeinen Falle einer beliebigen Riemannschen Flache F,, 
geeignete Lésungen der Wellengleichung fiir ¢ = co in Potentiale mit vor- 
gegebenen Unstetigkeitsstellen iibergehen. Dieser Weg, die Existenztheoreme 
der Potentialtheorie zu begriinden, wire, da er getreulich die physikalische 
Entstehungsweise eines Potentials widerspiegelt, insbesondere dem Physiker 
sehr sympathisch**). 


™) Im Falle einer elastischen Membran z. B, kann man sich das Potential da- 
durch zustande gekommen denken, daB gewisse Stérungen, die durch das ,,Erzeugen“ 
der Unstetigkeitsstellen verursacht werden, sich durch Wellen ausgleichen, die 
schlieBlich ins Unendliche verlaufen. Nur der durch die Beschaffenheit der Riemann- 
schen Fliche und der vorgegebenen singuliren Punkte bedingte Gleichgewichtezustand 
bleibt zuriick. 








(Eingegangen am 20, 11. 1925.) 
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1. Einleitung. Allgemeiner Begriff der Fundamentalvarianten. 


Die vorliegende Arbeit gibt einer’ invariantentheoretischen Aufbau 


einer tensoranalytischen Theorie der Differentialinvarianten unter der Vor- 
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aussetzung einer allgemeinen (linearen) Vektoriibertragung*). Sie stellt 
dabei den Begriff einer Zerlegung (in ,,Kern“ und ,,Rest“) in den Mittel- 
punkt, die an beliebigen Differentialausdriicken mit Hilfe gewisser ausge- 
zeichneter FeldgréBen (,,Fundamentalvarianten“, ,charakteristischer Grund- 
varianten“) vorgenommen wird. Diese Zerlegungsmethode la48t, wie mir 
scheint, den inneren Grund der Invarianz deutlicher hervortreten und fiihrt 
rascher und einfacher zu den differentialgeometrischen Fundamentalformen 
und ihren Beziehungen als die bisher iiblichen Darstellungen. Insbeson- 
dere erhalten wir auf einfache Weise die Erweiterung des sogenannten 
Reduktionssatzes, der bereits von Christoffel (Crelle 70) und Ricci und 
Levi-Civita (Mathem. Annalen 54) durch komplizierte Eliminationsrech- 
nungen fiir den Fall der gewdhnlichen Riemannschen Geometrie auf- 
gestellt, bisher aber noch nicht fiir eine beliebige Vektoriibertragung ab- 
geleitet wurde*). Ferner ein analoges Theorem fiir Differentialformen auf 
Gebilden (Kurven, Flachen, Hyperflichen usw.) beliebiger Dimension. 


Um die Begrifisbildung auch fiir das rechnerische Verfahren fruchtbar 
zu machen, schien eine Modifikation der gebriuchlichen Ricci-Bezeichnung 
niitzlich, zu der ich mich erst nach lingerem Widerstreben entschlossen 
habe. Sie beruht in der Hauptsache auf dem naheliegenden Gedanken, 
die Indexzeichen unmittelbar als Zeichen fiir die Grundvektoren zu ver- 
wenden und die bei der gewahlten Grundvektorbezeichnung frei werdenden 
oberen Indexstellen fiir die Ableitungszeiger zu benutzen. Uberdies wer- 
den, wie in der elementaren Vektoranalysis, die drei direkt geschriebenen 
Operationen der Addition, Multiplikation und Uberschiebung (von Ten- 
soren mit Vektoren) gebraucht. Ich glaube, daB diese auf den ersten Blick 
vielleicht argerlich erscheinende Neuwahl der Zeichen sich selbst recht- 
fertigen wird*), Es versteht sich, da8 der Schwerpunkt der Arbeit 
nicht in dieser Symbolik, sondern in den Grundbegriffen (Zerlegung mittels 
der charakteristischen Grundvarianten usw.) zu suchen ist. 


Alle Invarianten — es handelt sich hier nur um absolute — sind 
Funktionen gewisser nicht-invarianter (,,varianter“) Elemente, deren Trans- 
formationsinderungen sich in jenen Funktionen dadurch kompensieren, 
da8 zwischen ihnen ein Transformationszusammenhang vorgeschrieben ist. 


2) Zur Orientierung s. z. B. Schouten, Der Ricci-Kalkiil (Julius Springer, 1924), 
8. 62 ff. 

*) Schouten, a. a. O. S. 101; Weitzenbéck, Enzykl. d. math. Wissensch. III E}, 
1922; E. Noether, Invarianten beliebiger Differentialausdriicke, Géitinger Nachr. 1918, 
Algebraische und Differentialinvarianten, Jahresbericht d. Deutachen Mathem.-Vereini- 
gung $2, 1. Abt. Heft 5/8, 1922. 

*) s. u. 8. 697 ff. 
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Besteht gar kein solcher Zusammenhang, oder sind, wie wir sagen wollen, 
die varianten Argumente einer Funktion frei oder unabhdngig variant, 
so kann die Funktion nur dadurch invariant sein, da8 sie von ihren 
varianten Elementen unabhangig ist. Diesen letzteren kénnen dann be- 
liebige triviale invariante Werte erteilt werden, z. B., falls ihr Definitions- 
bereich es zulaBt, Null®*). 


Unter Fundamentalvarianten A eines Variantensystems 2 verstehen 
wir ein System frei varianter GréBen, als deren Funktionen sich alle Ele- 
mente des Systems 2 darstellen lassen, derart, daB in diesen Funktionen 
auBer den Fundamentalvarianten nur noch invariante GréBen vorkommen. 
Mit g(Q), y(A) usw. seien Funktionen von beliebigen Elementen aus Q 
und A bezeichnet; w bedeute ein beliebiges Element aus 2, » (0) die GroBe, 
die entsteht, wenn man in ~() alle Elemente aus 2 null setzt. Ist eine 
Variantenfunktion (2) vorgelegt, so kénnen wir in ihr alle w ausdriicken 
durch A und dadurch g(Q) in die Form g,(A) bringen. (0) ist dann 
eine Invariante, die wir den mit A gebildeten Kern von y(Q) nennen. 
Die Zerlegung y( 2) = —, (0) + ,(A) liefert den zugehérigen Rest y, (A). 
Die Kernbildung wird im allgemeinen von der Wahl der A abhingig sein. 
Zur Kernbildung ausgezeichnet werden solche Varianten hei®en, aus denen 
die A (durch gewisse Prozesse wie rationale Komposition, Differentiation 
usw.) gebildet sind. 


Weni nun p(Q2) eine Invariante ist, so muB y,(A) von den frei 
varianten A unabhdngig, mit seinem Kern :,(0) tdentisch und dieser von 
der Wahl der zur Kernbildung ausgezeichneten GroéfBe unabhdngig sein. Vor- 
auszusetzen ist dabei, daB der Variabilitatsbereich, in dem p,(=) definiert 
ist, == A und >= 0 enthilt, und gy, regular ist, so da® aus seiner Kon- 
stanz im Bereich = — A auf die Konstanz im ganzen Bereich geschlossen 
werden kann. Diese Voraussetzungen sind im folgenden stets erfiillt. 
Existieren ,annullierende“ Transformationen d. h. solche, bei denen die A 
verschwinden, so kann der Kern auch von vornherein definiert werden als 
die invariante Darstellung des Werte: der Varianten bei annullierenden 
Transformationen. Aus dem Begriff des Kerns folgt unmittelbar, daB der 
Kern einer Variantenfunktion gleich ist der Funktion der Variantenkerne. 


**) Zusatz bei der Korrektur. Die Einfiihrung des Terminus ,variant“ ge- 
schieht aus folgenden Griinden. Es treten in dieser Arbeit die varianten Elemente 
selbststindig und vor den invarianten, die sich erst aus ihnen zusammensetzen, auf. 
Sie verdienen daher nicht, bloB negativ beziiglich der letzteren bezeichnet zu werden. 
Ferner wirén Wortbildungen wie ,,Differentialnichtinvariante* sprachlich unmédglich. 
SchlieBlich ist die allgemeinere Bezeichnung ,variabel“ unbrauchbar, weil sie auch 
fiir invariante FeldgréBen benutzt wird, die als Funktionen des Ortes beim Fortgang 
m Felde sich andern. 











| 
| 
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Man erhalt daher den Kern einer Variantenfunktion, wenn man in ihr 
alle varianten Elemente durch ihre Kerne ersetzt. 


Reduzierte Form einer Invarianten nennen wir ihre Darstellung aus 
lauter invarianten Elementen. Offenbar ist der Kern einer Invarianten 
unmittelbar eine reduzierte Form. Invarianzkriterium ist das in den .1! 
identische Verschwinden des Restes. Die Kernbildung hat also drei 
wesentliche Eigenschaften: 1. Sie spaltet jede Variantenfunktion eindeutig 
in einen invarianten Kern und einen Rest, dessen variante Elemente frei 
variant sind, und der mit diesen verschwindet. 2. Sie liefert ein In- 
varianzkriterium. 3. Sie reduziert die Invarianten. 


Ein System J von unabhangigen Invarianten, aus denen sich zusam- 
men mit den .1 alle wm komponieren lassen, gestattet auch die Kompo- 
sition der Kerne aller », und daher auch aller invarianten Varianten- 
funktionen »(2). J ist also ein System von Fundamentalinvarianten. 
Jede Variantenfunktion hat demnach die Darstellung f(J,A) und bei 
Invarianz die reduzierte Form F(J) = f(J, 0). 


2. Charakteristische Differentialvarianten als Fundamental- 
varianten. 


Der allgemeine Begriff der Fundamentalvarianten und der zugehérigen 
Kernbildung wird im Verlauf der Untersuchung in drei Schritten speziali- 
siert. Die erste Spezialisierung beruht darauf, daB das betrachtete Va- 
riantensystem 2 aus Differentialvarianten besteht d.h. aus solchen GréBen, 
die aus gegebenen FeldgréBen von einer gewissen Transformationsweise 
und deren Differentialquotienten nach den Punktkoordinaten é, des Feld- 
gebietes gebildet sind. Jede Differentialvariante ist in einer gewissen Trans- 
formationsordnung vom Koordinatensystem abhingig. Ist &, ='é,(...£,...) 
ein beliebiges System der zugelassenen Transformationsfunktionen, so ist 
diese Ordnung dadurch gegeben, da% der Wert der Differentialvarianten 
beim Koordinatensystem der é, durch eine Transformationsgleichung dar- 
gestellt werden kann, in der auBer zum Koordinatensystem der &, ge- 

a” 
05, 08... 
gewissen p-ten Héchstordnung vorkommen (s. u. (1)). Sind zwei Koordina- 
tensysteme durch eine Transformation verbunden, bei welcher die Trans- 
formationsableitungen (in einem gewissen beliebigen Punkte P) bis zur 
p-ten Ordnung gleich sind denen der identischen Transformation, so heiBen 
solche Koordinatensysteme in p-ter Ordnung 4quivalent im Punkte P. 
Differentialvarianten von nicht hdherer als p-ter Transformationsordnung 
haben in solchen in p-ter Ordnung Aquivalenten Koordinatensystemen 





hérigen Werten die ,,Transformationsableitungen“ bis zu einer 
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invariante Werte. Wir nennen nun ein System von GréBen, die bei einem 
zugelassenen System von Transformationen 7' frei variant sind, charakte- 
ristisch in p-ter Ordnung bei T, wenn zwei Koordinatensysteme aus T 
in P dann und nur dann dquivalent in p-ter Ordnung sind, wenn sie 
in P in diesen Gréfen tibereinstimmen. 

Das Wesentliche im invariantentheoretischen Begriff der charakte- 
ristischen Differentialvarianten beruht darauf, daB sie das veranderliche 
(,, neue“) Koordinatensystem jeweils festlegen nicht relativ zu einem andern 
(,, alten“) Koordinatensystem, sondern durch die Werte, welche geeignete 
variante Feldgré8en in dem zu charakterisierenden Koordinatensystem 
annehmen. Jene Bestimmung des Koordinatensystems relativ zu einem 
anderen wird durch die Transformaiionsableitungen gegeben und die Trans- 
formationsgleichungen sind es, welche die Werte der Differentialvarianten 
durch die Werte von Varianten im alten Koordinatensystem und die 
Transformationsableitungen darstellen, nicht aber durch variante Feld- 
gréBen und Invarianten, wie es durch die Einfiihrung der Fundamental- 
varianten geschieht. Dies ist der Grund, weshalb die Transformations- 
gleichung zwar das Invarianzkriterium liefert (in Gestalt der Unabhangig- 
keit dieser Darstellung von den in sie eingehenden Transform stionsablei- 
tungen), nicht aber eine Reduktion der Differentialinvarianten. Die cha- 
rakteristischen Differentialvarianten leisten nun beides gleichzeitig, da sie 
Fundamentalvarianten sind fiir das System aller Differentialvarianten 
von nicht héherer als p-ter Ordnung. Denn die Werte der letzteren 
hangen bloB bis zur p-ten Ordnung vom Koordinatensystem ab, sie 
miissen also Funktionen sein derjenigen GréBen, welche das Koordinaten- 
system (innerhalb 7’) bis zur p-ten Ordnung vollstandig charakterisieren, 
d. h. es mu8 fiir sie Darstellungen geben, in denen die charakteristischen 
Differentialvarianten die einzigen varianten Elemente sind. 

Wir wollen diese Verhiltnisse, so einfach sie sein mégen, ge- 
nauer ausfiihren. Uberstrichene GréBen sollen Werte varianter GréSen 
in einem beliebigen alten Koordinatersystem bedeuten, das zunachst fest- 
gehalten wird. §&, seien die durch Transformation verinderlichen neuen 


(r) E 
ae, 
zur p-ten Ordnung einschlieBlich bezeichnen wir mit ¢®”; mit ¢”—:@ 
die Transformationsableitungen von der (g + 1)-ten bis zur p-ten Ordnung. 
Die allgemeine regulire Gruppe der Transformationen sei 7,; diejenige, 
bei welcher die ¢" die Einheitsmatrix bilden (im betrachteten Punkte P), 
sei mit 7, bezeichnet. Bei 7, sind alle DifferentialgréBen von erster 


Transformationsordnung irvariant. Die’ Differentialinvariantentheorie hat 
zu ihrem wesentlichen Grunde die Tatsache, daB bei 7, die t” in einem 


Koordinaten. Das System aller Transformationsableitungen 
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beliebigen Punkte frei variant sind, d. h. daB sich immer Koordinaten- 
systeme angeben lassen, welche in P den ¢” beliebige Werte verleihen. 
Dieser Varianzbereich der ¢™ bei 7, ist nur dadurch eingeschrankt, daB die 
Determinante der ¢”’ nicht verschwinden darf, und daB die Transformations- 
ableitungen, die sich formal nur durch die Reihenfolge der Differentiationen 
unterscheiden, identisch sein miissen ( Eindeutigkeit und Integrabilitat). 
Bei 7, sind die zugehdrigen t” —¢™ frei variant. Wenn o eine Diffe- 
rentialvariante p-ter Transformationsordnung ist, so besagt dies: Es 
existiert ein Variantenkomplex, den wir mit C,, bezeichnen, derart, daB 
sich w in einem beliebigen zugelassenen Koordinatensystem auedriickt 
nach der Transformationsgleichung : 


(1) w = f(t”, C.,). 


Ist ein von J, verschiedenes Transformationssystem 7' zugelassen, so sind 
in ihm die ¢” i. a. nicht mehr frei variant, vielmehr sind ihnen Be- 
dingungen auferlegt. Diese Bedingungen symbolisieren wir mit: 


(2) Bp(t”) =0. 
Af’ bedeute ein System in p-ter Ordnung charakteristischer Differential- 


varianten bei 7. Das System der zugehérigen Transformations- 
gleichungen sei: 


(3) Av’ = F(t™, C4). 


Die A?’ miissen sich dadurch als frei variant zu erkennen geben, daB 
sie durch die Gleichungen (2), (3) als voneinander unabhingige Funk- 


tionen der ¢” definiert sind. Ferner aber, und nur hierdurch sind die 
Af’ charakteristisch, mu8 das System (2), (3) die ¢” als eindeutige 


Funktionen der A?’, Cap) bestimmen, so da®8 Darstellungen existieren 


der Form: 


( 
t ?) (p) 


- y(Ar ’ Ca). 
Demgema8 kénnen wir oben in der Transformationsgleichung (1) die ¢” 
durch die A?’, Ca ausdriicken, so daB w die Gestalt annimmt: 


(4) wo = y(Az’, Cr, C..). 


Der Unterschied dieser letzteren Form von ow gegeniiber der in 1) besteht 
darin, daB in y die A?’ nur von dem neuen Koordinatensystem, nicht 
aber auch von dem alten abhingen, wie es die t” tun. Nun ist nach 
unserer Voraussetzung das alte Koordinatensystem beliebig gewiahlt; die 
Darstellung gilt also sowohl bei Verainderungen des alten wie des neuen 


. - °e (p) : 
Koordinatensystems. Die Verainderung des neuen andert A?’ und @, und 
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zwar kénnen dadurch den A}? beliebige Werte erteilt werden; die Ande- 
rung des alten Koordinatensystems laBt aber w und die A?’ in Ruhe 
und macht nur die Cay und C,, zu Varianten. Nun ist y eine Funktion 


®(A¥#’), in deren Konstante die Cap und C,, so eingehen, daB bei be- 
liebigen Transformationen der (;” und C,, und fiir jeden beliebigen 


festen Wertkomplex der A}’, w ungedndert bleibt. Das ist aber nur 
méglich, wenn diese Konstanten aus den C, , C., gebildete Invarianten 


sind®»), Also sind die A?’ Fundamentalvarianten des Systems aller Diffe- 
rentialvarianten nicht héherer ais p-ter Transformationsordnung. 
Solche FeldgréBen, aus denen die C, ®) und die A?’ gebildet sind 


(durch Differentiation und Komposition), heiBen zur Charakteristik des 
Koordinatensystems ausgezeichnet. Jedes GréSensystem, das von den A?’ 
umkehrbar eindeutig abhangt, ist offenbar wieder ein charakteristisches 
GréBensystem, und dasselbe gilt fiir die Cu. Verschiedene Arten der 


Charakteristik des Koordinatensystems werden i. a. verschiedene Kern- 
bildungen der Differentialvarianten erzeugen; liegt aber Invarianz des 
Differentialausdrucks vor, so ist sein Kern unabhdngig von der Wahl der 
Cy und Ag? J 


3. Grundvarianten als charakteristische Differentialvarianten. 


Die bisher besprochene Charakterisierung des Koordinatensystems 
durch irgendwelche zur Kernbildung ausgezeichnete FeldgréBen ist an sich 
noch keine differentialgeometrische. So kénnen wir uns z. B. ein physi- 
kalisches Kontinuum denken, in dem eine formale Geometrie iiberhaupt 
nicht festgelegt ist (wie z. B. in der Thermodynamik), in der aber Zustands- 
funktionen, die von der Wahl der Zustandskoordinaten abhingig sind, 
existieren, so daB diese Koordinaten und ihre Verteilung bis zu einer ge- 
wissen Differentiationsordnung charakterisiert sind durch die jeweiligen 
Werte der Zustandsfunktionen und ihrer Ableitungen nach den Koordi- 
naten. Lat sich iiberhaupt das Koordinatensystem durch irgendwelche 
frei variante FeldgréBen bis zu einer gewissen Differentiationsordnung voll- 
stiindig charakterisieren, so ist es méglich, an irgendwelchen Differential- 
ausdriicken Kernbildungen vorzunehmen und sie, bei Invarianz, zu redu- 
zieren. Hiermit sind sehr allgemeine Bedingungen bezeichnet, unter denen 
eine Feldtheorie invariantentheoretisch formuliert werden kann. 


%>) Zusatz bei der Korrektur. Hierbei ist natiirlich die, im Folgendon 
stets erfiillte, Voraussetzung zu machen, da8 die Konstanten in der Darstellung 
#( AP’) eindeutig durch den Funktionsverlauf von ® bestimmt sind; denn nur dann 
wird jede Anderung dieser Konstanten eine Anderung von w nach sich zichen. 
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Differentialgeometrische Bedeutung — und darin besteht die weitere 
Spezialisierung des allgemeinen Begrifis der Fundamentalvarianten — er- 
halten die charakteristischen Differentialvarianten erst dann, wenn zwei 
Arten der Auszeichnung von FeldgréBen zusammenfallen; namlich, wenn 
die zur Kernbildung ausgezeichneten FeldgréBen gleichzeitig zur geome- 
trischen Grundbestimmung des Raumes ausgezeichnet sind. Unter Grund- 
bestimmung ist dabei die Eintragung und Auszeichnung solcher FeldgréBen 
zu verstehen, mit denen die fundamentalen geometrischen Relationen und 
Operationen definiert werden. Die urspriinglichen, in diese Definitionen 
unmittelbar eingehenden GréBen, wie z. B. die g,,, oder, bei fehlender 
MaBbestimmung und gegebener Vektoriibertragung, die verallgemeinerten 
Dreizeigergro8en (gewohnlich mit I, bezeichnet), mégen fr:ndamentale 
GrundgréfBen heiBen. Die aus ihnen durch Differentiation und beliebige 
Komposition gebildeten Ausdriicke aber Grundgrdéfen iiberhaupt. Diese 
letzteren zerfallen in Grundvarianten und Grundinvarianien. Eine Grund- 
invariante in diesem Sinne ist z. B. das Kriimmungsma8 des Riemann- 
schen Raumes. Ist in dem Raume ein CGebilde gegeben, worunter wir 
ein beliebiges Teilkontinuum niedrigerer Dimension, das sich durch regulire 
Parametergleichungen bestimmen 1a8t, verstehen wollen {(Kurven, Flachen, 
Hyperflichen usw.), so nennen wir diejenigen Gréfen, die nur durch die 
Grundbestimmung des Raumes und die Eigengestalt des Gebildes definiert 
sind, Eigeninvarianten des letzteren. Alle iibrigen FeldgréBen, die, etwa 
im Hinblick auf physikalische Anwendungen, iiberdies noch im Raume 
urspriinglich angenommen werden, seien als StammgréBen bezeichnet. 

Da die Grundvarianten lediglich von der geometrischen Grundbestim- 
mung des Raumes und dem Koordinatensystem abhiangen, so miissen sie 
geometrische Eigenschaften an den Koordinatenlinien, welche diesen durch 
die Grundbestimmung aufgepragt sind, zum Ausdruck bringep. So geben 
z. B. die gewéhnlichen g,,, als Grundvarianten aufgefaBt, die Winkel 
zwischen den Koozdinatenlinien und die auf ihnen durch die Koordinaten- 
verteilung bewirkte Parameterdichte an. In p-ter Ordnung charakteristi- 
sche Grundvarianten A?’ sind deshalb solche differentialgeometrische GroBen 
an den Koordinatenlinien, welche diese und die Parameterverteilung auf 
ihnen bis zu einer gewissen Ordnung vollstandig bestimmen und iiberdies 
durch die zugelassenen Transformationen 7 unabhangig voneinander variiert 
werden kénnen. Alle Grundvarianten miissen sich dann durch solche A?’ 
und Grundinvarianten darstellen lassen. Hierin kommt der Zwang zum 
Ausdruck, durch den die invariante Struktur des Raumes die gegenseitige 
Veranderlichkeit der Grundvarianten einschrankt. Irgendwelche den A,” 
auferlegte Bedingungen spezialisieren das Koordinatensystem innerhalb 7. 
Wegen der freien Varianz der A’ muB8 es stets Koordinatensysteme 
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geben, welche (in irgendeinem Punkte P) den A?’ beliebige Werte ver- 
leihen; umgekehrt muB8 jede differentialgeometrische Spezialisierung des 
Koordinatensystems innerhalb 7 sich durch Bedingungen, die den A?’ auf- 
erlegt werden, angeben lassen. Die einfachste Spezialisierungsméglichkeit 
ist offenbar die, bei welcher das Koordinatensystem die A?’ annulliert. 
Ein Koordinatensystem heift in p-ter Ordnung innerhalb 7 invariant 
spezialisiert, wenn die A?’ mit Grundinvarianten in Beziehung gesetzt 
werden, und diese Spezialisierung wird eine vollstdndige sein, wenn in 
dem betreffenden Koordinatensystem die Werte der A?’ mit Differential- 
invarianten identisch werden. Wahlen wir z. B. auf einer euklidischen 
Kurve als Parameter die wahre Linge, so fallen in diesem invariant 
spezialisierten Koordinatensystem die Differentialquotienten des Ortsvektors 
beliebig hoher Ordnung mit Eigeninvarianten der Kurve (Richtungs- und 
Kriimmungsvektoren) zusammen. Ahnliches findet auf einer Flache statt, wenn 
wir invariant ausgezeichnete Kurven (z. B. Kriimmungs- oder Asymptoten- 
linien) als Koordinatenlinien wahlen und auf ihnen nach ihren wahren 
Langen differenzieren. In allen Anwendungen des Koordinatenbegrifis auf 
die geometrische und physikalische Wirklichkeit ist die invariante Struktur 
des Gebildes, an welchem die Koordinaten zu definieren sind, das primar 
aufgefaBte, und jede wirkliche Festlegung der Koordinaten erfolgt dadurch, 
da8 sie zu dieser invarianten Struktur, d. h. zu den Eigeninvarianten des Ge- 
bildes, in Beziehung gesetzt werden. Charakteristische Grundvarianten haben 
also eine doppelte Funktion, eine invariantentheoretische, in der sie von 
den Differentialausdriicken invariante Kerne abspalten und Differentialin- 
varianten reduzieren, und eine geometrische, in der sie die Eigengestalt des Ko- 
ordinatensystems durch beliebig variierbare Bestimmungsmomente festlegen. 

Als geometrische Grundbestimmung betrachten wir nun in dieser 
Arbeit — und hierin besteht die dritte und letzte Spezialisierung des Be- 
griffs der Fundamentalvarianten — die allgemeine lineare Vektoriibertragung, 
auf die sich der tensorielle Ableitungs- und GradientprozeB griindet, und 
die durch die verallgemeinerten DreizeigergréBen definiert ist. Aus diesen 
und ihren Ableitungen werden die charakteristischen Grundvarianten gebildet. 

Auf Gebilden geniigt die analoge Charakteristik des Koordinatensystems nicht; 
die diese Charakteristik liefernden vektoriellen Eigenkriimmungen der Koordinaten- 
linien springen namlich i. a. aus dem Gebilde heraus infolge der Eigenkriimmung 
des letzteren; aber diese Kriimmungsvektoren sind frei variant nur in tangentialer 
Richtung. Infolgedessen bedarf es, um bestimmte tangentiale frei variante Kompo- 
nenten zu bilden, der Definition einer invarianten Projektionsrichtung, mit der nicht- 
tangentiale Vektoren eindeutig in tangentiale und quergerichtete Komponenten zerlegt 
werden kénnen (,Querrichtung“). Solche Projektionsrichtungen sind in der gewdhn- 


lichen MaBgeometrie durch die Orthogonalitat, in der affinen Geometrie durch affin- 
normale Richtungen definiert (s. u. Teil ITI). 
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Als StammgréBen treten hierzu die Bestimmungszahlen beliebiger 
Tensoren und deren Ableitungen. Die fundamentalen GrundgréBen der 
Vektoriibertragung (DreizeigergréBen) sind selbst schon von der zweiten 
Transformationsordnung; infolgedessen ist es nicht méglich, durch sie und 
ihre Ableitungen die Eigenschaften erster Ordnung des Koordinatensystems 
(Richtungsverhaltnisse und Parameterdichte der Koordinatenlinien) zu 
charakterisieren. Dies ist der Grund, weshalb wir als Invarianzgruppe 7), 
wihlen miissen; denn da bei 7, die ¢” die Einheitsmatrix bilden, so be- 
darf es bei dieser Gruppe einer Charakteristik in erster Ordnung nicht. 
Nun sind aber die Bestimmungszahlen der Tensoren von erster Trans- 
formationsordnung und infolgedessen invariant bei T,. Ein Differential- 
ausdruck ist daher nur dann Tensorkomponente, wenn er bei 7, invariant 
ist. Die Aufgebe also, einen beliebigen Differentialausdruck, dessen variante 
Elemente nicht alle Tensorkomponenten sind, durch Tensorkomponenten 
darzustellen, erscheint als Reduktionsproblem bei der Invarianzgruppe 7,. 
Auf diese Weise fiihrt die Bildung der charakteristischen Grundvarianten 
bei 7, und der zugehérigen Kerne auf Reduktionssiitze d. h. auf Theoreme, 
welche diejenigen Tensoren angeben, aus denen man Differentialausdriicke, 
die invariant sind oder Tensorcharakter haben, rein algebraisch (projektiv) 
und ohne weiteren Differentiationsproze8 zusammensetzen kann. 


Fiir die tensorielle und vektorielle Symbolik waren folgende Forderungen mab- 
gebend. Die direkt geschriebenen vektoriellen und tensoriellen Operationen miissen 
selbst einfach sein und nach einfachen Regeln vollzogen werden kénnen, die mig- 
lichst analog sind dem gewdéhnlichen skalaren Rechnen und den bekannten Operationen 
der elementaren Vektoranalysis. Demgemi8 schreiben wir mit tensoriellen Zeichen 
die Addition, die Multiplikation, die Uberschiebung eines Tensors mit einem Vektor 
(inneres Produkt) und die invariante Differentiation. Ebenso wichtig wie die In- 
varianz und invariante Schreibart der Formeln ist aber die Spezialisierung des Koor- 
dinatensystems. Dieses erscheint in den Formeln durch Zerlegung der tensoriellen 
und vektoriellen Gré8en in ihre Komponenten, wodurch die Grundvarianten explizit 
hervortreten. Ein brauchbarer tensorieller Kalkiil mu8 daher eine einfache mecha- 
nische Weise enthalten, die tensoriellen und vektoriellen Formeln in die Komponent- 
form (vollstaéndig zerlegte Form) iiberzufiihren und insbesondere die Grundvarianten 
so schreiben, daB ihre geometrische Bedeutung und ihr Verhalten bei der Trans- 
formation iibersichtlich hervortreten. Das ist zumal fiir unsere invariantentheore- 
tischen Untersuchungen’ erforderlich, die es mit Grundvarianten in erster Linie zv. 
tun haben. 


Diese verschiedenen Forderungen lassen sich erfiillen, wenn man eine midglichst 
einfache Schreibweise fiir die Grundvektoren wiblt. Wir bezeichnen sie, wie schon be- 
merkt, mit den auf die Zeile gesetzten Indexbuchstaben. Die Grundvarianten sind in der 
Ha. tsache nichts anderes als die Grundvektorableitungen, welche in unserer Symbolik 
auch bei héherer Differentiationsordnung in einfacher Form erscheinen, wahrend sie in 
der gewohnlichen skalaren Schreibweise verhaltnismaBig uniibersichtliche vielgliedrige 
Ausdriicke werden, deren Transformationsweise und geometrische Bedeutung nicht un- 
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mittelbar zu erkennen sind (s. z. B. u. 8. 16 (19)). Die Verwendung idealer (invarianter) 
Vektorfaktoren und die formale Darstellung invarianter Differentiationsprozesse mittels 
derselben scheint mir durch die hier gewahlte Symbolik iiberfliissig zu werden. Die 
Schreib- und Rechenweise mit den (realen) Grundvektoren ist nicht unhandlicher als 
die mit jenen idealen Elementen, ja durchweg einfacher. Ferner aber, und dies 
scheint mir das wesentlichste Moment zu sein, tritt nicht nur bei allgemeinen in- 
variantentheoretischen Uberlegungen, sondern auch bei allen praktischen Anwen- 
dungen des Kalkiils auf geometrische und physikalische Probleme die Notwendigkeit 
ein, Komplexe von Grundvarianten zu betrachten, zu spezialisieren und zu berechnen, 
so daB die formale Elimination derselben durch die idealen Faktoren dann sowieso 
riickgingig gemacht werden muB‘). 

Charakteristische FeldgréBen und Kernbildung kénnen, auBer daB sie als In- 
varianzkriterium und zur Reduktion dienen, noch eine dritte Funktion iibernehmen, 
namlich die, einen vorgelegten Differentialausdruck » (2), der nur bei Transformatio- 
nen 7” invariant ist, bei einer umfassenderen Gruppe 7 invariant zu machen. Wenn 
Ag und Ci zu dieser letzteren Gruppe gehéren, so kann man mit ihnen q (2) 
spalten in einen Kern gy, (0) und einen Rest g,. Da y(Q) bei T’ und nicht bei T 
invariant ist, so verschwindet y, nicht identisch in den A}. Wenn man nun die 


in hohem MafBe willkiirlichen Ay und C so bestimmt, daB gy, bei 7” verschwindet, 
4a? 


so wird g,(0) bei T’ mit g(Q) identisch und ist itiberdies invariant bei T. Neben 
dieser Art, invariant zu machen, gibt es jedoch noch andere Weisen. Die Klarung 
der methodischen Bedeutung des Invarianzgedankens in der modernen Physik seizt 
zunichst voraus, da8 man diese verschiedenen Formen unterscheidet; denn darauf 
griinden sich die verschiedenen physikalischen Bedeutuneen, welche das Relativitits- 
prinzip als Prinzip invarianter Formulierung in seinen einzelnen Anwendungen annimmt. 


If. Teil. Tensorfelder im vollen Raum und allgemeine Vektoriibertragung. 


4. Operations- und Zeichensystem der Tensoranalysis. 


In diesem Abschnitt sollen bekannte Elemente der Tensoranalysis in 

einer fiir unsere Zwecke geeigneten Fassung kurz zusammengestellt werden’). 

Das grundlegende Konstruktionselement ist der differentialgeometrische 

Verschiebungsvektor | Vektor erster Art) d. h. die auf eine zugehérige Para- 
;  . 

meterinderung (dt) bezogene kleine Punktverschiebung (dé,). - sind 

dann die Bestimmungszahlen des Verschiebungsvektors. Vektoren kdénnen 


*) Eine derartige Anwendung auf die Elastizitatstheorie der Schalen, sowie einen 
Versuch, die nachstehend angedeuteten Unterscheidungen in den Prinzipienfragen der 
Relativitaitstheorie durchzufiihren, hoffe ich d2mniachst vo rlegen zu kénnen. 

*) Zu dieser Nr. und Nr. 8 und 10 darf wohl bemerkt werden, daB die Grund- 
begriffe dieser Arbeit bereits 1921/22 im Anschlu8 an meine Bonner Dissertation (Uber 
die Parallelverschiebung im Riemannsehen Raume) von 1921 entstanden sind. Literatur- 
hinweise auf inzwischen erschienene Publikationen bedeuten daher nicht die subjektive 
Abhangigkeit von ihnen. 
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als solche variant sein d. h. mit dem Koordinatensystem andere vektorielle 
Werte annehmen. Die Bestimmungszahlen invarianter Verschiebungs- 
vektoren transformieren sich kogredient mit den dé, (kontravariant). Der 
Tensor erster Art und s-ter Stufe ist symbolischer Trager einer skalaren 
Linearform von s Argumentvektoren erster Art. Er ist invariant, wenn 
er invarianten Argumenten invariante Formwerte zuordnet*). Der Tensor 
erster Art und erster Stufe heiBt auch Vektor zwetter Art. Tensoren 
zweiter und gemischter Art haben Vektoren der zweiten Art und Vektoren 
beider Arten zu Argumenten. Fiir sie gelten die analogen Definitionen 
der Invarianz. Die algebraischen Tensoroperationen kénnen nach Ein- 
fiihrung der invarianten homogen-linearen Kompositionen fiir Verschiebungs- 
vektoren (Addition, Subtraktion, Multiplikation mit einem Skalar) ohne 
Rekurs auf Bestimmungszahlen definiert werden. Wir benutzen drei direkt 
geschriebene algebraische Operationen: 

1. Die ,,Uberschiebung’ eines Tensors mit Vektoren. 

2. Die Addition und Subtraktion zweier gleichartiger Tensoren. 

3. Die Multiplikation zweier Tensoren beliebiger Art und Stufe. 
1. ist dadurch definiert, daB in der Vektorform ein unbestimmtes Argument 
durch ein bestimmtes ersetzt und die Form nur noch in Abhangigkeit von 
den iibrigen Argumenten betrachtet wird, so daS Stufenerniedrigung ein- 
tritt. Wir schreiben den nicht-vektoriellen Tensor mit groBen gotischen 
Buchstaben, z. B. &. 8, ..., die Vektoren beider Arten mit kleinen. Die 
Uberschiebung wird durch einfaches Danebensetzen ausgedriickt. &b ist 
also Uberschiebung des Tensors %{ mit dem Vektor 6. Miissen, was selten 
vorkommt, in & die Argumentstellen, an denen die Uberschiebung statt- 
findet, unterschieden werden, so kann dies durch aussparende Punktierungen 
geschehen: 26, %-b, U--b usw. waren demnach Uberschiebungen an erster, 
zweiter, dritter usw. Argumentstelle. Bei Symmetrie von % fallt eine 
solche Notwendigkeit eo ipso fort; die skalare Vektorform des Tensors 
dritter Stufe mit den vektoriellen Argumenten x, 9, 4 wird demnach ge- 
schrieben: Ary 3. 

2. und 38. sind definiert durch die entsprechenden skalaren Ver- 
kniipfungen der Vektorformen: 


(5) (At B)ry...—Ary...4+Bry..., 
(6) (A>x< B)ry...uv...—(Auv...)(Bry...). 
Die (iibrigens willkiirliche) Ordnung der iiberschiebenden Argumente 
*) Variante Vektoren und Tensoren scheinen mir bei dieser Auffassung die 
(Hessenbergsche) Bezeichnung Pseudovektoren (-tensoren) ebensowenig zu verdienen 


wie mit dem Koordinatensystem verinderliche Zahlen die Bezeichnung Pseudozahlen. 
45* 
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in (6) ergibt fiir die OUberschiebung von & >< ...<Bx«<Q die ,,Uber- 
schiebungsregel“ in dem Sinne, da8 zuerst der rechtshindige Faktor 2 bis 
zum Skalar durchiiberschoben wird, hierauf der links anschlieBende $8 usw. 
Diese Multiplikation enthalt die Multiplikation eines Tensors mit einem 
Skalar als denjenigen Spezialfall, bei dem ein Faktor von nullter Stufe ist. 
Das Zeichen >< kann daher auch fiir Multiplikation mit Skalaren benutzt 
werden. 

1. und 3. haben allgemeine Produkteigenschaft und sind daher mit 2. 
distributiv verkniipft. 2. und 3. sind assoziativ. Damit sind die wesent- 
lichen Rechenregeln gegeben. Sie sind einfach und dem skalaren Rechnen 
sowie der elementaren Vektoralgebra analog. Die Klammersetzung ist 
gegeben durch die bei fehlenden Klammern geltende Ausfiihrungsfolge 
(wobei wir die erst unten einzufiihrende Differentiation vorwegnehmen): 
1. Differentiation, 2. Uberschiebung, 3. Multiplikation, 4. Addition. 


Die n-reihige Einheitsmatrix, aufgefa8t als System von Bestimmungs- 
zahlen von n varianten Verschiebungsvektoren, definiert die Grundvektoren 
erster Art. Variante Elemente werden stets mit griechischen Buchstaben 
bezeichnet. Da die Grundvektoren die fundamentalen Grundvarianten sind, 
aus denen sich alle iibrigen durch Differentiation und algebraische Kom- 
position ableiten lassen, so bediirfen wir einer méglichst einfachen Be- 
zeichnung fiir sie. Wir schreiben daher den zur Koordinatenlinie der 
&,, &, i, &, ... gehérigen Grundvektor erster Art mit den auf die Zeile 
geseizten Indexbuchstaben :,x,4,0,.... Bei numerischer Bestimmtheit 
der Indizes schreibt man zweckmiaBig i,2,.... Die (unterpunktierten) 
Grundvektoren zweiter Art sind (vormetrisch) definiert durch die Re- 
ziprozitatsbedingungen : 

lex 


(7) =| R 
O tx 


und kénnen auch bestimmt werden als (diejenigen varianten Vektoren zweiter 
Art, welche jedem Vektor erster Art durch Uberschiebung seine Bestimmungs- 
zahlen zuordnen. 

Die Bestimmungszahlen eines Tensors s-ter Stufe 2% lassen sich nun- 
mehr definieren als Uberschiebungsprodukte von Y&{ mit s Grundvektoren, 
wobei je nach der Art von 2% Grundvektoren nur erster oder nur zweiter 
Art oder aus beiden Arten gemischte zu nehmen sind, so da die Be- 
stimmungszahlen von % sich schreiben: Ux ... oder Urx ... oder Wix ... usw. 
UOberschiebungen von & mit p (p < s) Grundvektoren ergeben Koordinaten 
p-ten Ranges und (s — p)-ter Stufe von YU, so daB die Bestimmungs- 
zahlen als Koordinaten s-ten Ranges und skelarer (nullter) Stufe erscheinen. 
Fiir die tensorielle Rechnung und invariantentheoretische Uberlegung besteht 
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zwischen Koordinaten gleichen Ranges und gleicher Art von Tensoren ver- 
schiedener Stufe kein Unterschied. Aus ihnen kénnen deshalb gleichartige 
Invarianten gebildet werden, so da®8 die Erzeugung derselben von der 
Stufe der Tensoren unabhingig wird. Grundlage der algebraischen In- 
variantenbildung ist natiirlich die Kontragredienz der Vektorkomplexe « 
und «. Die ersteren transformieren sich gemaB: 


6... 
(8) i= > oe x, 
wo die iiberstrichenen Zeichen sich auf das alte Koordinatensystem be- 
ziehen. Algebraische Invarianten sind Summen aus Produkten, in denen 
die « und: als einzige variante Faktoren stehen und iiber die kontra- 
gredienten « und ¢ paarweise summiert wird’). Dabei ist es fiir die In- 
varianz gleichgiiltig, mittels welcher der beiden Produktoperationen 1. 
und 8. (s. o. 8. 699) die Produke gebildet sind. Die einfachsten Invarianten 
sind die Dimension n = S's, und der (gemischte) Hinhettstensor 


(9) E= yes. 


Ist U.x...» Koordinate p-ten Ranges des Tensors M, so hat der Tensor 
die Zerlegung p-ten Ranges: 


(10) A= VWcx...w «Ky... Kem e. 


Skalare Koordinaten ergeben die vollstdndige Zerlegung des Tensors. Die 
mit & gleichstufigen Glieder dieser Zerlegung sind die Komponenten p-ten 
Ranges. Die drei algebraischen Grundoperationen sind gerade diejenigen, 
welche hinreichen, um mittels der Grundvektoren einerseits den Tensor in 
seine Bestimmungszahlen abzubauen, andererseits ihn wiederum daraus zu- 
sammenzusetzen. Die Koordinaten invarianter Tensoren sind . kogredient 
mit den Produktkomplexen der sie erzeugenden Grundvektoren, daher ebenso 
wie diese, von erster Transformationsordnung und invariant bei Transfor- 
mationen der Gruppe 7,. Die Darstellung eines bei 7, invarianten 
Differentialausdrucks durch Koordinaten invarianter Tensoren bedeutet da- 
her die Reduktion desselben bei 7,. 

Ist a ein beliebiger Vektor, so ist bekanntlich die allgemeine (lineare ) 
Vektoriibertragung*) durch da = 0 definiert, wo das invariante Differential d 
einer unendlich kleinen Verschiebung im Felde entspricht und folgende 
Beziehungen gefordert werden: 


oa 
(11) da— Dd) 5 de, 
*) Das Summierungszeichen bezieht sich stets auf paarweise gleiche Zeiger, 


diese mégen nun Grundvektorzeiger oder Ableitungszeiger (hochgeschriebene) sein. 
*) Siehe z. B. Schouten, a.a.O. 8. 62ff. 
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d(a+b)=da+db, 
d(pa)=(dp)a+ p(da). 

Hier ist p ein beliebiger Feldskalar und b ein Vektor derselben Art wie a. 

Wegen der Zerlegbarkeit aller Vektoren nach den Grundvektoren ist 
eine solche Vektordifferentiation bekanntlich allgemein definiert, wenn die 
Ableitungen der Grundvektoren « und ; in irgendeinem Koordinatensystem 
durch beliebige Feldfunktionen festgelegt sind. Wir schreiben im folgenden 
. einfach ( )*. Die Gréfenkomplexe 
12% und «2x sind also die fundamentalen Grundgréfen der allgemeinen 
Vektoriibertragung (gewohnlich mit I’, und T;5 bezeichnet). Sie sind 
Dijferentialvarianten von zweiter Transformationsordnung; ihre Trans- 
formationsweise ist durch die Kovarianz der «, die Kontravarianz der ¢ und 
die allgemeinen Differentiationsregeln (11) bestimmt. Beliebig fortsetzbare 
Vektordifferentiationen héherer Ordnung sind nunmehr ebenfalls definiert. 
Die Koordinaten der Grundvektorableitungen hdherer Ordnung ¢°°-:: 
und :¢°--- sind gsnze rationale Kompositionen aus den FundamentalgréBen 
und ihren Ableitungen (s. u. 8. 703,(19)). «¢* -+-%¢«e ist Koordinate eines 
invarianten Tensors dritter Stufe (des Hinheitsgradienten ): €’,*) so daB 
(12) x21 = ©’ orx— tex. 


Wir kénnen daher auch ¢¢ x und ©’ 0: als fundamentale GrundgréBen ansehen. 
Auf Grund der Vektordifferentiation kann in verschiedener Weise eine 

invariante Differentiation von Tensoren héherer Stufe definiert werden. 

Ist M& ein solcher Tensor und sind U%.x...» seine Bestimmungszahlen, so 

erhilt man bekanntlich eine kovariante Ableitung U° durch Erweiterung 

in folgender Weise: 

(18) Ween...» = (Mex...) — Arex...» —- Wcwe...m—... — Ux... 98. 


Eine andere kovariante Ableitung erhalt man durch regulires Durcb- 
differenzieren des vollstandig zerlegten Tensors: 
(14) AP SD (Wc... 7)? xe... «Ks 

+DMe...y Kv... Ket... +S Wt... Ky mK... Kee. 
Die derart entstehenden Gradienten ( erster Ordnung)**) sind Tensoren mit 


um eins erhéhter Stufe. Der Gradient von & wird mit YW’ bezeichnet und 
es ist also: 


(15) w= SU xe, We=U. 


an Stelle des Ableitungszeichens 3 





®) Schouten, a. a. 0. 8. 66. 

®*) Eine Terminologie, welche den Tensor &’ von seinen Koordinaten U°®, den 
kovarianten) Ableitungen, unterscheidet, ist um so mehr geboten, als auf Gebilden 
(s.u. 8. 712) der GradientprozeB die Querrichtung voraussetzt, die Ableitung aber nicht. 
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Die durch die beiden verschiedenen Definitionen gewonnenen LEinheits- 
gradienten ©’ sind entgegengesetzt gleich. Das Verschwinden von ©’ oder 
die aquivalenten Beziehungen 


(16) ox == — xe 


haben die Aquivalenz beider Gradientprozesse zur Folge. In beiden Fallen 
ergibt die Differentiation von Produkten beider Arten zunachst ein Haupt- 
glied, das durch gewéhnliches Durchdifferenzieren der Faktoren entsteht; 
hinzu treten Zusatzglieder, in die auBer den urspriinglichen Faktoren der 
Einheitsgradient eingeht. Wird letzerer Null, so gilt demnach fiir die 
Differentiation allgemein die gewohnliche Produktregel. Es ist fiir unsere 
Uberlegungen gleichgiiltig, welche Art von Gradientbildung gewahlt wird. 
Der Einfachheit halber legen wir im folgenden die zweite Art zugrunde. 
Bei dieser gilt: 


E'o= ¢* = )).° <i tx wt 
(Ub)? = Ab + Ab — A(E’eb). 


Aus der ersten dieser Formeln kann man (s. 0. (12)) alle Ableitungen :¢--- 
durch die ¢¢--- und Gradienten von € ausdriicken. 


Ist ein beliebiger Ausdruck aus irgendwelchen Tensoren und den Grundvektoren 
mittels der definierten tensoriellen Zeichen und Operationen erzeugt, so verstehen wir 
unter seiner vollstdndigen Zerleguug die Darstellung seiner Bestimmungszahlen durch 
die Bestimmungszahlen jener Tensoren, die fundamentalen GrundgréBen, sowie die 
Ableitungen dieser beiden GréBenarten nach den Punktkoordinaten. Das Verfahren 
zur Zerlegung in Koordinaten ist natiirlich folgendes: Man iiberschiebt den direkt 
geschriebenen Ausdruck s-ter Stufe mit s Grundvektoren, so daB seine Bestimmungs- 
zahlen entstehen. Hierauf zerlegt man jede nicht-skalare GréBe (auBer den Grund- 
vektoren), z. B. %, in dem Ausdruck vollstindig d. h. in ihre Bestimmungszahlen 
und die Grundvektoren (s. o. 8. 701 (10)). An diesem Zerlegungsaggregat werden 
die Operationen, welche & mit anderen Elementen des Ausdrucks verkniipfen, nach 
den Regeln des Kalkiils ausgefiihrt. Bei Differentiationen von % ergeben sich dann 
Ableitungen der Grundvektoren und der Bestimmungszshlen von &. Die ersteren zer- 
legt man analog unter Einfiihrung der fundamentalen GrundgréBen ¢®, und ¢°x. 


(17) 


Beispiele : 
(18) (div&y=2 Uoa = 2 (Uyn xx) 9d = 2 (Api)? +2 Won x02 +EUixe, 
10 =e (Od a) ge (tO) +E ea xaey, 
Oey Ee (OP exw) = (60 y) +E (Pane t (00)? ) x ate 
+ Zelaxaey et Dela) xaee. 
Die drei invarianten Grundtensoren zweiter, dritter und vierter Stufe: 
& = Sire, 
(20) Fro =e —e', 
DH oor. = 10% — 1%, 


(19) 
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sind Fundamentaltensoren, da, wie die folgenden Betrachtungen zeigen, 
auf sie alle Invarianten mittels des GradientprozeBes und algebraischer 
Komposition reduziert werden’). ist der verallgemeinerte Riemannsche 
Tensor. % liefert bekanntlich den SeitenexzeB im kleinen Dreick**). 


Es ist nunmehr unsere Aufgabe, aus den fundamentalen GrundgréBen 
charakteristische Grundvarianten (s. o. 8. 696) zu bilden und mit ihnen 
die Zerlegung aller varianten Elemente in Kern und Rest zu bewerk- 
stelligen. 


5. Die charakteristischen Grundvarianten der allgemeinen 
Vektoriibertragung. 


Wir betrachten die fundamentalen GrundgréBen :¢ x, deren Ableitungen 
(«°x)°", sowie GréBen der Form «°°**x. Letztere sind ganze rationale 
Kompositionen aus jenen, in der vereinfachenden unzerlegten vektoriellen 
Form geschrieben (s. 0. 8.703, (19)). Ein System von GréBen (:° x)°" oder 
von GréBen «¢°---x heiBe permutationsfrei (beziiglich der +, 9, 6,...; 
x kommt nicht in Betracht), wenn nicht zwei Elemente darin vorkommen, 
von denen das eine durch Permutation der ¢,9,0,... aus dem anderen 
hervorgeht. Ein permutationsfreies System wird vollstdndig heiBen, wenn 
bei einer festen Héchstordnung der zugelassenen Ableitungen alle Index- 
kombinationen der «, 0, 6,... einmal vertreten sind. Die Transformations- 
ordnung einer GréBe («°x)°*" oder «°°°"x ist, da « von erster, «° also von 
zweiter Ordnung ist usw., gleich der Anzahl der Zeiger :, 9, ,.. 


Eine einfache Uberlegung zeigt nun, daB ein vollstandiges permu- 
tationsfreies System von der Héchstordnung p sowohl aus GréBen (:°)°** 
wie aus GréBen «°°***x ein System A?’ ist. Wir wahlen das letztere System, 
weil es wegen der vektoriellen unzerlegten Schreibweise die zugehérige 
Kernbildung vereinfacht. 


Das Bedingungssystem By, (t”) (s. 0. S. 693) ist: 


: E 0, 
(21) Cr ed Se 


l,i=x 


1°) Unter Fundamentaltensoren des Raumes oder eines Gebildes im Raume ver- 
stehen wir unabhingige Tensoren von der Art, daB sich aus den Bestimmungszahlen 
dieser Tensoren und ihrer Gradienten beliebiger Ordnung alle skalaren Differential- 
invarianten und Bestimmungszahlen aller invarianten Differentialformen, die durch 
die Grundbestimmung des Raumes und die Eigengestalt des Gebildes gegeben sind. 
rein algebraisch d. h. ohne weitere Differentiation komponieren lassen. Auf Gebilden 
werden dabei sowohl die mit den inneren wie die mit den auBeren Grundvektoren 
gebildeten Bestimmungszahlen zugelassen (8. u: S. 712). 


*) Siehe Schouten a. a. 0., 8. 67, wo § mit 2S; ,” bezeichnet ist. 
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Beriicksichtigen wir, daB hierdurch 
x=xX, =H 


wird, so erhalten wir fiir GréBen «¢°---x von q-ter Transformationsordnung 
durch Einsetzen von (8), 8.701, Ausfiihrung der Differentiationen und 
Transformieren derselben auf die alten (iiberstrichenen) Koordinaten 
Transformationsgleichungen der Form: 

(22) a?" 36 ae ROP" 4. git aioe = (é,)'°°"". 


x > 


Das z-Glied enthalt nur Transformationsableitungen von niedrigerer Ord- 
nung als das h-Glied, auBerdem alte Grundvektorableitungen, die den zu 
| w@ = 12%---% gehdrigen Komplex C.,, bilden (s. 0. 8. 698). Infolgedessen ist 
) auf der rechten Seite das h-Glied durch Transformationen aus 7, unab- 
| haingig vom z-Glied zu variieren.’ Sind nun die «?°---~ permutationsfrei, 
so sind die zugehérigen A-Glieder es auch und daher willkiirlich und 
unabhingig voneinander zu transformieren, da unter ihnen nicht zwei vor- 
kommen, die sich bloB durch Vertauschung der Ableitungsindizes :, 9, o, .. 
unterscheiden und somit identisch wiren. Hieraus folgt: Hin permuta- 
tionsfreies System von Gropen :°°---% ist frei variant und annullierbar 
bet T,. 
Ist das permutationsfreie System der :¢--% vollstindig (von der 
héchsten Transformationsordnung p), so hat man eine Folge von Trans- 
formationsgleichungssystemen der Form: 


fy = (Ey +20, 
re -" (§,.)*°° + 2,°", 


gor", a (é.ye*" -+- 2iee" 


(22°) 


a 


Den Indizes sind alle mit der Permutationsfreiheit vertriglichen Werte 
zu erteilen. Wegen der Vollstandigkeit des permutationsfreien Systems 
sind alle Transformationsableitungen als erste Glieder (h-Glieder) der 
rechten Seiten vertreten. Alle im z-Glied einer beliebigen Gleichung vor- 
kommenden Transformationsableitungen stehen in den voraufgehenden 
Gleichungen als h-Glieder. Die im ersten System vorkommendeun z-Glieder 
sind wegen (21) z.°=7°%. Indem man, mit diesem ersten Gleichungs- 
system beginnend, aus jeder Gleichung das h-Glied ausdriickt und in die 
folgenden Gleichungen substituiert, erhalt man sukzessive alle h-Glieder, 
d. h. alle Transformationsableitungen bis zur p-ten Ordnung rational und 
ganz dargestellt durch die «?---x und alte (feste) Grundvektorableitungen. 
Da iiberdies permutationsfreie «’---~ frei variant sind, so folgt: 
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Das System der Bestimmungszahlen eines voilstandigen permutations- 
freien Systems aus Ableitungen von Grundvektoren erster Art bis zur 
(p —1)-ten Ordnung ist ein System A} d.h. ein in p-ter Ordnung 
charakteristisches System von Grundvarianten bei der Gruppe T,. Es 
setzt sich rational und ganz zusammen aus den fundamentalen Grund- 
gréBen der allgemeinen Vektoriibertragung und deren Ableitungen von 
nicht héherer als (p — 2)-ter Ordnung. 

Mit diesen A? kénnen wir nunmehr alle Differentialvarianten bis 
zur p-ten Ordnung und Funktionen aus ihnen in Kern und Rest zerlegen. 
Dabei brauchen wir, wie wir sehen werden, in unserem speziellen Falle, 
wo die StammgréBen Tensoren sind, nicht den allgemeinen Eliminations- 
prozeB der t” (s. o. 8. 693) durchzufiihren, sondern kénnen durch den 
GradientprozeB und direkte Einfiihrung der ©, %, 9 unmittelbar die Kern- 
bildung vornehmen. 


6. Kernbildung mit den Grundvarianten der allgemeinen 
Vektoriibertragung. 


Wir betrachten eine beliebige Funktion py von skalaren GréBen der Form 
Wix...%, e&x, «2x und Ableitungen derselben nach den é,. Die Uc*...¥ 
sind bei 7, invariant, ihre Ableitungen indessen nicht. Diese werden unter 
Auffassung der YU...» als Uberschiebungsprodukte von & mit den Grund- 
vektoren nach den Regeln (17), S. 703, ausgefiihrt. Dadurch driicken sich 
alle (Wex...»)°°*" aus als Aggregate von Uberschiebungsprodukten aus den 
invarianten W, 2’, U”,..., den Einheitsgradienten &’, E”, ..., den bei ae 
invarianten Grundvektoren «, « und den ¢@:-- und :¢--. Die («¢x)*** und 
(¢x)°’** werden in analoger Weise durch die Grundvektoren und die «¢*-~ 
und ,¢*--- dargestellt. In dieser Form enthalt gp als einzige bei 7, variante 
Elemente, die :¢°--- und ¢¢*---. Die letzteren driicken sich durch die ersteren 
und die ©’, €”,... aus, so daB die «¢°-- die einzigen varianten Elemente 
in pm sind. Die Kernbildung von @ wird dadurch bewirkt, daB man in » 
die «¢%--- durch ihre Kerne ersetzt (s. 0. S. 690), so da auf die Bildung 
der letzteren alles hinausléuft. 

Wir wahlen A?) so, daB p der Transformationsordnung der héchsten 
in m vorkommenden Ableitung :¢°:--- gleich ist. Es seien nun ¢’@'**'---x 
die Koordinaten einer beliebigen in ¢ vorkommenden Grundvektorableitung. 
Dann gibt es in Af’ Elemente .¢°'---x, welche Koordinaten eines Vektors 
cee*--- sind, der sich von ¢’¢’*’*’--- nur durch Permutation der Zeiger unter- 
scheidet. Dann ist: 


(23) i on WET --- a he i ee 


w‘ee*--- ist eine wirbelartige Bildung, welche sich in Teilwirbel zerlegt, 
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die durch Transposition benachbarter Indizes sich ergeben. Unter diesen 
sind drei Formen zu unterscheiden: 


(24) 1. peer — e°nte, QD. pe@er-. — EPL T ore 3. grr FQ OT ene qr heer. "e 


Bei 3. stehen die Transpositionen nicht an erster oder zweiter Stelle wie 


bei 1. und 2. Wesentlich ist nun, daB infolge der Grundforderungen (11), 
S.7011., fiir die Vektordifferentiation sich 3. auf 2. zuriickfiihren laBt gernaB: 


(25 , fo grr hee. oe Duvtn < (x99 Pe MOOT), 


In die Wirbel der Formen 1. und 2. kann man aber § und © (s. o. 8. 703) 
unmittelbar einfiihren: 


(26) Tere — 9'9" + = (Fro), OFF — (FOT» = (Hoar) 


Die Ausfiihrung der Differentiationen an diesen vektoriellen Uberschiebungen 
von und § mit den Grundvektoren ergibt Aggregate aus %, 9; &’, ’, 9’; 
€’, §”, H”; usw. und Grundvektorableitungen von niedrigerer Ordnung als 
die urspriingliche von «’*’’"’---. Somit driickt sich diese letztere GréBe durch 
ein Element aus Af’, Grundvektorableitungen niedrigerer Ordnung und 
die Fundamentaltensoren €, 9, und deren Gradienten aus. Mit den 
noch vorkommenden Grundvektorableitungen niedrigerer Ordnung verfahrt 
man ebenso, bis alle nicht in A? enthaltenen «’¢’---% durch die A? und 
die €, §, H sowie deren Gradienten eliminiert sind. 

Die sich so ergebende Komposition fiir «’¢**-- (bzw. fiir die Be- 
stimmungszahlen «’¢’°’"’---~) ist ein Aggregat von Produkten aus A#’, $, 9 
und Gradienten von ©, §, , sowie den bei 7, invarianten Grundvektoren. 
Diejenigen Produkte, welche keinen Faktor aus A?) enthalten, sind daher 
bei 7, invariant, die tibrigen aber verschwinden mit den A’. Also bilden 
diese letzteren den Rest, die ersteren den invarianten Kern. 

Somit gilt der Reduktionssatz der allgemeinen Vektoriibertragung: 

Ist p(Q) eine Invariante bei T,, so ist sie mit ihrem Kern identisch 
und hat daher eine reduzierte Form aus den in Q stehenden Stamm- 
tensoren und deren Gradienten, sowie den Fundamentaltensoren ©, §, D 
und deren Gradienten. 

Die Héchstordnung der Gradienten bestimmt sich durch die héchste 
Transformationsordnung der in @ urspriinglich vorhandenen varianten Ele- 
mente. Erst nach Adjunktion von €, §, 9 zum Stammsystem erzeugt 
also der GradientprozeB allein die invarianten Tensoren, aus denen sich alle 
Differentialinvarianten rein algebraisch ( projektiv) zusammensetzen lassen. 


7. Beispiele. Reduzierte Differentiation. 


Wir erlautern zunichst an drei sehr einfachen Beispielen die Ver- 
wendung der Kernbildung als Invarianzkriterium. 
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Zu untersuchen ist die Invarianz der Rotation 
(27) (rot W)ex = (Mr)"— (Ax). 

Durch Ausdifferenzieren und Einfiihrung von € und § hat man: 

(M’ xe — U'ex) — W(E' xe — Cre) + A(Fex). 

Ein Rest tritt nicht auf, so daB Invarianz bei 7, und Tensorcharakter 
vorliegt. Die in die einzelnen Glieder eingehenden «x, :¢x fungieren 
lediglich als variante Scheinargumente, von denen die Rotation tatsichlich 
unabhangig ist. 

Desgleichen untersuche man: 
(28) cykl. (Mex)* = (Wex)* + (Wde)* + (Wxd)’. 
Wir erhalten: 
eykl. (Mex)? = cykl. W' dex — eykl. W(E' A+) x — eykl. Uc (E'Ax) 

+ eykl. (We4x + Wrx*), 
eykl. Wex* = cykl. Ux d' = cykl. Wxe* + cykl. Wx (Fr). 
Nachdem so die vorkommenden :’, x* permutationsfrei gemacht sind, 


kommt als Rest: 
eykl. (Me4% +- Wx’). 


Dieser Rest verschwindet dann und nur dann identisch in den «* und x, 
wenn % antisymmetrisch ist. 

Man untersuche desgleichen (W%:)°—(%o)'. Die Zerlegung ergibt 
als Rest: 


Are — Wot = Ux >< (12x — o'x) - — DUx x(x" — x'Q), 


wo x‘ und x? permutationsfrei sind. Dieser Rest verschwindet nicht iden- 
tisch in den x‘ und x¢. Also hat (%«)*— (We)‘ nicht Tensoreigenschaft '*). 


Nach dem Bisherigen kénnen nach Adjunktion der &, §, zu den 
Stammtensoren alle Differentialinvarianten gebildet werden durch Gradient- 
prozeB und rein algebraische Komposition (worunter hier jede Komposition 
einer GréBe aus Koordinaten von Tensoren ohne DifferentiationsprozeB8 
verstanden werden soll). Die algebraische Komposition enthalt als variante 








**) Ist der vorgelegte Differentialausdruck g(2) unabhingig von «°x und :°x, 
so kann man trotzdem den GradientprozeB formal handhaben und mit ihm die In- 


varianzunt hung machen, wobei man die Grundbestimmung stets durch die Voraus- 
setzungen ©’ = == 0 spezialisiert denken kann. In dhnlicher Weise kann man 
auf Gebilden (s. u. Teil III) eine beliebige Querrichtung als formale Hilfskonstruktion 
annehmen, um vorgelegte Differentialausdriicke zu untersuchen, obgleich diese von 
der Auszeichnung einer Querrichtung unabhingig sein mégen. 




















— 
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Grundelemente nur die Grundvektoren « und «. Sei nun eine bei 7, in- 
variante GréBe (A,:,+) dieser Art gegeben, wo A die vorkommenden 
invarianten Elemente symbolisiere. Dann ist g¢ eine bei 7, kovariante 
und bei 7 invariante Ableitung. Die Ausfiihrung des Differentiations- 
prozesses an @ wird aber auBer Gradienten A’ auch Ableitungen :¢ und ¢¢ 
ergeben, so daB nach der Differentiation keine reduzierte Form mehr vor- 
liegt. Es ist aber erwiinscht, in reduzierten Formen rechnen zu kénnen, 
da diese als Normalformen fungieren und durch die Abwesenheit der nicht 
tensoriellen Elemente :¢---, «¢--- die Struktur und Invarianz der Komposi- 
tionen einfacher hervortreten lassen. Fiir die Herstellung reduzierter Formen 
gilt das Prinzip: Enthalt eine invariante Funktion nur frei variante Ele- 
mente, so khénnen diese in ihr annulliert werden. Es sei nun g? eine 
Komposition der Form y(A, A’, ¢, «, «@,¢@). Man denke sich die .¢ durch 
die +¢ und ©’ ausgedriickt: 


° = E'9-1 — YA <4, 


so daB man erhilt: 
y(A, A’, 1, t, , (E’a- . ahs >< 4)). 


Alle in dieser Komposition auftretenden «° und 4° haben denselben Zeiger o. 
Sie sind deshalb ein permutationsfreies System. Andere bei 7', variante 
Elemente kommen nicht vor. Da die permutationsfreien «°, 4° bei 7, 
frei variant sind, da ferner y bei 7, invariant ist, so kénnen in y die :¢ 
direkt annulliert werden. Hieraus folgt die Regel der reduzierten Diffe- 
rentiation: Ist p(A,+,+) eine Invariante und daher yp? eine kovariante 
Ableitung, so kann man bet Ausfiihrung der Differentiation die « als 
konstant ansehen und die entstehenden :¢ durch ©'o-« ersetzen, so daB man 
sogleich die reduzierte Form des Ergebnisses erhdlt. Damit ist gleichzeitig 
bewiesen, daB bei beliebiger Anwendung der kovarianten Ableitung und 
rein algebraischer Prozesse zwar &’, niemals aber einer der Wirbel % und 9 
neu eingefiihrt werden kann. Die €, %, $ sind demnach nicht aufeinander 
reduzibel mittels des Gradientprozesses. 

Um die Anwendung der reduzierten Differentiation an einem einfachen Beispiel 
zu zeigen, leiten wir die tensorielle Verallgemeinerung der elementaren Vektorformel: 
rot rot a = grad div a — div grada 
ab. Und zwar der Kinfachheit wegen fiir den gewdhnlichen Riemannschen Raum 
(€’=%=0). Die allgemeine rot ist definiert durch: 

(rot A)ro = (M.)® —(Ag)', 
die allgemeine div durch: 


div A= FU%p=TH'og. 


Sieht man von der bekanntlich invariantentheoretisch inkorrekten und nur im drei- 
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dimensionalen Gebiet méglichen Identifizierung einer Vektorrotation mit einem Vektor 
ab, so ist die gewdhnlich mit rot rot bezeichnete Invariante — div rot. Es ergibt sich: 


rot WH = 5 (W' sx — Uns )xxxe, 
div rot U = Zz (M's - W’ ne) xxx «)%o. 
Die reduzierte Differentiation liefert fiir den letzteren Ausdruck: 


div rot U = a (A o0x Mone) x= TA" oo SW one x *- 
Ferner ist: 
div grad U = os te (U'ex )% 9 
grad div A = ty (U'oo)"xx > 
und durch reduzierte Differentiation : 
div grad M = SU" oo, 
grad div %= YA” xoox, - 
Also: 
div rot 4 = div grad w — grad div B | + P 4 (Mx ” oe W” nxe)x x 
(29 ; ee 
) J (UM nog — UA" exe) xx = ZL (rot grad U )o-o. 
rot grad & ist, wie die vollstandige Zerlegung von % lehrt, eine Uberschiebung von % 
mit dem Riemannschen Tensor 9 und verschwindet mit diesem. 
Die relativistische Elektrodynamik formt bekanntlich die Maxwellschen Gleichun- 


gen mit Hilfe eines vierdimensionalen Vektorpotentials f, eines schiefsymmetrischen 
Feldtensors % und eines vierdimensionalen Stromvektors 8 zunichst um zu: 


div gradf=8, rotf=%, cykl. (ix yy =0, divf=0. 
Die erste Gleichung ist die retardierte Potentialgleichung und schreibt sich in einem 
orthogonalen Koordinatensystem : 
ffs , O's, Ms 1 othe 


.* <6 * gat 2 ws 
gs of, 0&3 c” at 


An ihr ist die Lorentz-Invarianz unmittelbar erkennbar, und sie ist der eigentliche 
Ausgangspunkt der ganzen Theorie. Nun gibt aber die Relativititestheorie die end- 
giiltige Feld-Strom-Gleichung in der Form: 


(30) div } = div rotf=8. 


Der Zusammenhang dieser Forme] mit der retardierten Potentialgleichung wird erst, 
wie mir scheint, durch die obige Zerlegung (29) von div rot deutlich. Da divf=0, 
so wird, wenn § = 0, div gradf=divrotf. Liegt aber Gravitation vor, so ist die 
retardierte Potentialgleichung nicht mehr aquivalent mit (30). Es tritt vielmehr ein 
Glied hinzu, das den Einflu8 der Raumkriimmung auf die Potentialgleichung zum 
Ausdruck bringt. 


Ill. Teil. Tensorfelder auf Gebilden. 


8. Tensoroperationen auf Gebilden. 


Wir betrachten in diesem Teile vektorielle und tensorielle GréBen- 
felder, die auf Gebilden definiert sind, und aus denen durch den im Raume 
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vorgegebenen Ablettungsprozef Differentialinvarianten erzeugt werden. Zu- 
nachst stellen wir wiederum kurz bekannte Elemente der allgemeinen ten- 
soriellen Differentialgeometrie in besonderer Form zusammen**), 

Die (inneren) Koordinaten in dem im Vollraum R, liegenden Ge- 
bilde (Kurve, Fliche usw.) R,, (m <n) werden von nun an mit —,é,... 
bezeichnet (griechische bis m laufende Zeiger), die Koordinaten im vollen 
Raume R, und auf R,, (auBere Koordinaten) mit ,,é,,... (lateinische 
bis n laufende Zeiger). Das Gebilde sei analytisch regular, so daB die 
(é,)°"" bis zu beliebiger Ordnung bestimmte endliche Werte haben. In 
unseren Betrachtungen treten nunmehr an Stelle der auBeren mit 4,j,%,... 
zu bezeichnenden Grundvektoren die inneren :,x,4,..., die zu den inneren 
Koordinaten —,& ,& in R,, gehéren. Diese « sind Verschiebungsvek- 
toren auch im vollen (m-dimensionalen) Raume und haben die duBeren 
Koordinaten: «, =(&,)‘. Bestimmungszahlensysteme mit griechischen 
Zeigern (Ucx..., Bex..., €ex...) bestimmen bekanntlich nur dann Tensoren 
im Vollraum, d. h. sie liefern nur dann mit beliebigen, durch irgendwelche 
iuBere Koordinaten gegebenen, auf R,, stationierten Vektoren in R, be- 
stimmte Formwerte, wenn sie von der zweiten Art, und also die griechi- 
schen Zeiger unterpunktiert sind. So hat man z. B. als Uberschiebung 
von M&ex mit den Vektoren x, y: YY Wex(xa) (ac) (y3) (sx), so dab: 


Wag = LY (We >< x >< t)nj = LY We x (en) (x5) 


die auBeren Koordinaten des durch &.* bestimmten Tensors sind. Die Vek- 
toren « sind als Vektoren im Vollraum R, erst dann definiert, wenn ein 
(n — m)-dimensionales Kontinuum nicht-tangentialer Verschiebungsvektoren 
invariant ausgezeichnet ist. Bilden namlich q,,q,,--.-,q,,—,, eine Basis 
dieses pseudonormalen oder, wie wir lieber sagen wollen, quergerichteten 
Kontinuums, so sind die « als Vektoren zweiter Art im Vollraum definier- 
bar durch: 


O,¢ x 


l,¢==x 


Jetzt erst definieren auch Koeffizientensysteme mit nicht punktierten 
griechischen Zeigern n-dimensionale Tensoren gemaB: 


UW SWix «x x «Ke. 
Den durch die (n — m)-dimensionale Querrichtung definierten Tensor 
(31) Ra Te r<s 


nennen wir Richtungstensor von R,,. Die kovariante Ableitung YU° eines 
(n-dimensionalen) Tensors & ist von der Querrichtung unabhingig und 





18) S. z. B. Schouten, a. a. O. 8. 136ff., 173ff., 185 ff. 
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lediglich durch die Ubertragung im Vollraum definiert auf Grund der voll- 
stindigen Zerlegung von &: 


We = S(M...axax...)° = S(A...0)° xa... S+H...axa 





06, 

0g,* 

Dagegen setzt der zugehérige Gradient lings R,,, den wir mit &’ be- 
zeichnen, die Querrichtung voraus; denn er ist definiert durch: 

(32) A’ = VUA°x<o. 

Alle Formen, ganz gleich durch welche Art von Bestimmungszahlen sie 
urspriinglich definiert sind, kénnen nunmehr als Tensoren im Vollraum, 
die auf R, verteilt sind, angesehen werden; sie haben fuBere Koordi- 
naten und gestatten die soeben angegebene (auBere ) Gradienthildung lings 
R,,, welche wiederum auf Vollraumtensoren fiihrt. Formen, die durch 
innere Bestimmungszahlen (griechische Zeiger) gegeben sind, lassen, wenn 
eine innere MaBbestimmung G:x existiert, einen inneren Ableitungs- und 
Gradientproze8 zu mit Hilfe der aus den (Gix)* gebildeten Christoffelschen 
Symbole. Diesen inneren Gradient- und Ableitungsproze8 machen wir da- 
durch kenntlich, daB wir seine Zeiger in Klammern einschlieBen: ()"”, (). 
An jedem Tensor kénnen durch Uberschiebung sowohl mit den i, 4, als 
auch mit den «,: Koordinaten verschiedener Stufe gebildet werden**). Die 
Eigenschaft von Tensoren, an einer Argumentstelle tangential (oder quer- 
gerichtet) zu sein, ist natiirlich dadurch definiert, da8 der Tensor, an 
dieser Stelle mit einem quergerichteten (oder tangentialen) Vektor iiber- 
schoben, verschwindet. Die ( tensorielle) Tangentialkomponente eines Ten- 
sors WH auf R, ist: SWcx...y<y...><*><+. Aus UW ergeben sich 
Tensoren, die in R, mit WU aquivalent und an gewissen Argumentstellen 
tangential sind, durch Uberschiebungen von & mit R. Die Tangentialkom- 
ponente eines Vektors a ist Ma. 


9. Charakteristische Grundvarianten, Kernbildung und 
Reduktion auf Gebilden. 


Die invariantentheoretischen Betrachtungen im vollen Raume be- 
ruhten auf der Ko- und Kontravarianz der , and » und auf der sich aus 
den Differentiationsregeln ergebenden Varisnzart ihrer Ableitungen. Da 
in dieser Hinsicht die entsprechenden GréBen «,« auf R,, sich gleich ver- 
halten, so iibertragen sich die friiheren Aufstellungen mit Leichtigkeit auf 
die Varianten und Invarianten, welche mit den « und: von R,, und dem 
Cecaentetlonnprenes lings der &, auf R,, gebildet sind. 


4) Man beachte die Existenz verschiedener Arten von Bestimmungszahlen ins- 
besondere bei der Definition der Fundamentaltensoren o. S. 704 FuBnote und u. S. 718. 
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Zunachst liefern die Transformationsgleichungen fiir ein permutations- 
freies System «¢°'--- die freie Varianz dieser Vektoren in tangentialer 
Richtung. Die Querrichtung bzw. : definiert fiir die im allgemeinen aus 
R,, herausspringenden ¢¢°*--- bestimmte tangentiale Komponenten Rt .¢*"---, 
deren Bestimmungszahlen 1¢°'--x daher frei variant sind. Diese freie 
Varianz ist von der Wahl der Querrichtung unabhangig. Die permu- 
tationsfreien GréBen «¢°*---% sind nunmehr die charakteristischen Grund- 
varianten fiir das Koordinatensystem von R,, und haben dieselben Eigen- 
schaften wie die analogen GréBen im vollen Raum. 

Es seien nun beliebige Stammtensorfelder auf R, mit beliebigen 
Arten von Bestimmungszahlen gegeben, iiberdies die fundamentalen Grund- 
gréBen der Vektoriibertragung im vollen Raum und Rt. § ist dabei ana- 
lytisch bestimmt zu denken durch die Funktionensysteme «+ und «A, von 
denen das erste durch die Gebildegleichungen (in Parameterform),. das 
zweite durch die Querrichtung bestimmt ist. Aus diesen GréBen und ihren 
Ableitungen nach den é,, welche zusammen das Variantensystem 2 bilden, 
werden nun beliebige Ausdriicke »(Q) erzeugt, und es ist die Aufgabe, 
deren Kerne mit den A’? zu bilden. Genau wie oben (s. S. 706ff.) re- 
duziert sich die Betrachtung auf die Kernbildung an den Grundvektor- 


ableitungen. Deren gibt es jetzt, da auBer den «,: auch noch die A, 
vorkommen kénnen, vier Arten: 


_— eae a? * ac” 


Die beiden letzten sind durch die Kernbildung im vollen Raum erledigt, 
da sie sich durch die Grundvektorableitungen 4’ und 2’ nach der Ketten- 
regel ausdriicken : 

ne Da'(1 Q). 
Die 2’ und a’ eliminieren sich durch die Gréfen €,§,H des vollen 
Raumes und deren Gradienten lings R,,. Es bleiben also nur noch die 
gens, ake, 


Fiir die ¢¢ hat man: 
(38) = Ro-1— Suter x, 


wo &’, der dufere Kriimmungstensor von R,,, die analoge Rolle spielt 
wie oben ©’. Auf Grund dieser Bezichung eliminieren sich die ¢¢--- durch 
die «¢---, R und seine Gradienten. 

Fiir die Kernbildung an den :2--- ergibt sich gegeniiber den Verhilt- 
nissen im Vollraum folgender Unterschied. Zunichst spaltet sich von ¢¢ 


eine Querkomponente ab, die Tensorcharakter hat. Namlich wegen « = Rix 
hat man: 


(34) 12 = (Re)? = M’'oe — R(E'or) + Ree. 


Mathematische Annalen. 96. 46 
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Das letzte Glied ist Tangentialkomponente, so daB die beiden ersten die 
Querkomponente bilden, die sich, wenn €’=0, auf R’o« reduziert. Bei 
weiterer Differentiation von «¢ ergeben sich Aggregate, die R, R’, R”, ... 
und ©’, €”,... enthalten und tiberdies Tangentialkomponenten Rt:¢°™---. 
Diese Tangentialkomponenten hat man nun in analoger Weise wie oben 
8. 706f. durch die permutationsfreien A’ auszudriicken, wobei sich die 
Analoga der # und © einfiihren, nimlich die Tensoren mit den vektoriellen 
Koordinaten : 


see— of, 60% — 6%, 


Diese Tensoren sind nun aber, wie eine triviale Ausrechnung lehrt, nichts 
anderes als Tangentialkomponenten der } und § des Vollraumes. Sie 
und ihre Gradienten sind daher durch die %, 9, deren Gradienten und R 
und seine Gradienten ausdriickbar. Die Darstellung beliebiger :¢°'--- durch 
die GréBen eines permutationsfreien Systems fiihrt also keine neuen Fun- 
damentaltensoren ein. Vielmehr treten zu ©, §, $ des Vollraums nur noch R 
und seine Gradienten. 

Auf diese Art erhalt man den Reduktionssatz : 

Beliebige Ausdriicke p(Q) haben Kerne, die sich aus den mit 
den »,h und «,¢ gebildeten Bestimmungszahlen der Stammtensoren und 
threr Gradienten iings R,, und der Tensoren ©, %,H, R und deren 
Gradienten komponieren. €,%, 9, R sind also die Fundamentaltensoren. 

Demnach miissen alle Differentialinvarianten auf Gebilden auf redu- 
zierte Normalformen gebracht werden kénnen, wo sie als algebraische 
Kompositionen aus den Stammtensoren, den Fundamentaltensoren und 
deren Gradienten erscheinen. Die Eigeninvarianten von R,, enthalten 
bloB die &, %, H, ¥. Weitere GréBen kénnen noch zur Grundbestimmung 
des Raumes hinzutreten, so z.B. ein quadratischer LinienmaStensor @ 
oder, wie in der volumtreu-affinen Geometrie, ein n-dimensionaler anti- 
symmetrischer VolummaBtensor % , der n Verschiebungsvektoren a,, a,,..-, 4, 
den Rauminhalt @a,a,...a, des von ihnen aufgespannten Prismas 
zuordnet. @ und & gehen dann, wie beliebige Stammtensoren, mit 


ihren Gradienten in die reduzierten Darstellungen ein. Steht die Quer- . 


richtung zu einer quadratischen MaBform © in einer solchen Beziehung, 
G2 cle die Richtung des Kontinuums aller durch © auf R,, als normal 
defimerten Verschiebungsvektoren bedeutet, so wird sie (nm — m-dimen- 
sionale) Normalrichtung. 

Die Kernbildung und Herstellung der reduzierten Formen auf Gebilden 
verlauft nach den obigen Ausfiihrungen folgendermaBen: Man fiihrt an den 
als Uberschiebungsprodukte aus Tensoren und Grundvektoren aufgefaBten 
Koordinaten die Differentiationen aus und eliminiert, wie in Teil II an- 
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gegeben, die ar--- und gr--- durch &, }, O, so daB die einzigen vorkommen- 
den bei 7', varianten Elemente von der Form ¢¢*--- und :¢°--- sind. Mittels 
(33) driickt man die :¢%--- durch die ¢¢*--- aus und zerlegt in den letzteren 
die .¢ nach (34). An dieser Zerlegung fiihrt man die weiteren Differentiationen 
aus, indem man nach jeder Differentiation die neu auftretenden :¢ und :¢ 
wiederum ebenso zerlegt. Das Resultat einer solchen Zerlegung von :¢¢--- 
oder :¢°-- ist dann ein Aggregat, in dem als einzige bei 7, variante Ele- 
mente nur noch Tangentialkomponenten :¢"--- vorkommen. In diese hat 
man dann noch die beiden Fundamentalwirbel § und 9 einzufiihren, so 
da8 nur noch permutationsfreie Indexkombinationen iibrigbleiben. Ist 
der Raum wirbelfrei, d.h. sind % und § null, so eribrigt sich natiirlich 
die letztere Umformung. 

Als Beispiel mége die Kernbildung von :¢? ausgefiihrt werden fiir 
€’=F=H=—0: 


2? = (Ror + Re®)” 
(35) = Ror + R’ 0% + RK’ or? + RM’ ore + Ries 
Kern von «°° = R”o9:+ R’o(R' or) + R’o(R' og). 


Liegt ein Ausdruck vor, in dem auBer bei 7, invarianten Elementen 
nur noch frei variante Elemente (z. B. permutationsfreie Tangentialkom- 
ponenten i:¢...) enthalten sind, so kann man diese alle null setzen, falls 
der Gesamtausdruck selbst bei 7, invariant ist. Hierin liegt analog wie 
oben 8. 709 eine Regel der reduzierten Differentiation, wonach man bei 
der kovarianten Ableitung algebraischer Invarianten die entstehenden ¢ 
ersetzt durch thre Querkomponenten, die Tensorkoordinaten sind, die :¢ 
aber durch diese und ©’ ausdriickt. é; 

Hat man die reduzierten Formen, so kommt es im wesentlichen auf 
die algebraischen Eigenschaften der Gradienten an. Dabei ist zu beachten: 
Jeder lings R,, gebildete Gradient ist, da er die Form 5 W* xo hat, 
tangential an erster Argumentsstelle. Er verschwindet also, wenn er dort mit 
einem quergerichteten Vektor iiberschoben wird (s. 0. (35)). Die Symmetrie- 
und Antisymmetrieeigenschaften eines Tensors Y iibertragen sich natiirlich auf 
seine kovariante Ableitung W°, so daB U’ an (p+ 1)-ter und (¢ +1)-ter 
Stelle symmetrisch oder antisymmetrisch ist, wenn 2 es an p-ter und 
q-ter Stelle war. Ist z.B. G von zweiter Stufe und symmetrisch, so ist 
©’ symmetrisch an zweiter und dritter Argumentstelle, d.h. Gaz: = Gane. 
Unter Beriicksichtigung dieser und dhnlicher algebraischer Verhiltnisse 
macht sich das tensorielle Rechnen, verglichen mit dem Rechnen in ska- 
larer Form, recht einfach. Wir betrachten zum Schlusse noch niaher die 
wichtigste Spezialisierung: &’ = § = H = 0. 

46* 





716 F. KrauB. 





10. Wirbelfreie Vektoriibertragung. Taylorkerne. Fundamental- 
tensoren und Grundformen. Affine Flachengeometrie. 
Die Wirbelfreiheit (} == 0) ist die Bedingung fiir die Existenz 
eines Ortsvektors x mit beliebiger Nullstelle, welcher definiert ist durch: 


(36) (dry = dé,. 


Dann existiert in R, ein iiberall affines Koordinatensystem und ist gegeben 
durch: 


(37) ra? = é,. 


wo a° die Grundvektoren zweiter Art in der Nullstelle des Ortsvektors 
bedeuten. Konstante Tensoren haben natiirlich in einem solchen Koor- 
dinatensystem, welches alle Grundvektorableitungen annulliert, konstante 
Koordinaten. 

Die Grundvektoren « sind nunmehr als Ableitungen x‘ des Ortsvektors 
darstellbar. D Differentiationsfolge ist auch an nicht-skalaren Argu- 
menten vertauschbar. Legen wir die Nullstelle des Ortsvektors in den 
betrachteten Gebildepunkt, so nimmt die Taylorentwickelung von rx (deren 
Existenz und Konvergenz vorausgesetzt wird) folgende Form an: 


(38) r= Sih + Fhe t gs De hbebet .... 


Wegen der Wirbelfreiheit ist die Permutationsfreiheit der «¢--- belanglos, 
und es stellen die Tangentialkomponenten §:¢--- das charakteristische 
System A?’ dar. Sie sind bis zu einer beliebigen Ordnung p in einem 
beliebigen Punkte P des Gebildes annullierbar. Ein Koordinatensystem 
von R,, in dem dies Verschwinden stattfindet, heiBe ein in p-ter Ord- 
nung (in P) tangential-affines, da seine Projektion in den Tangentialraum 
von R,, in p-ter Ordnung Aquivalent ist mit einem in diesem gezogenen 
affinen Koordinatensystem. Da y der von dem betrachteten Punkte P 
zu einem beliebigen anderen Gebildepunkt gezogene Ortsvektor ist, so 
ist ein (in P) vollstandig tangential-affines Koordinatensystem analog 
wie im Vollraum gegeben durch: 


(39) re'= 6. 


Jede bis zu einer gewissen Ordnung volisténdig invariante Speziali- 
sterung des Koordinatensystems auf R,, (s. 0. 8. 696) erzeugt vektorielle 
Koeffizienten «¢-- der Taylorentwicklung des Ortsvektors, die mit Higen- 
invarianten von R,, zusammenfallen. Das tangential-affine Koordinaten- 
system ist diejenige einfachste Spezialisierung, bei welcher die mit den 
Taylorkoeffizienten .¢:-- der Ortsvektorentwicklung zusammenfallenden Higen- 
invarianten des Gebildes die Kerne der :*-- selber sind. 
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Der Taylorentwicklung entspricht die geometrische Vorstellung der Zerlegung 
des Ortsvektors in einen unendlich vielgliedrigen Streckenzug mit nach Null konver- 
gierenden Gliedern. Jeder Spezialisierung des Koordinatensystems ist dann eine be- 
stimmte Zerlegung zugeordnet, die als eine vektorielle Charakteristik des Koordinaten- 
systems aufgefaBt werden kann. Die sinzelnen Glieder des Streckenzuges haben also 
bei invarianter Spezialisierung invariante Bedeutung, d. h. ihnen entsprechen invariant 
bei 7, definierte Langen und Richtungen am Gebilde im Entwicklungspunkt. 

Da im tangential-affinen Koordinatensystem die Tangentialkomponenten 
der :¢--- verschwinden, so miissen die Kerne der ¢¢--- auf R,, quer stehen und 
iiberdies, wegen § = 9 = 0, symmetrisch sein. Die Kerne der :¢--- sind 
also quer gerichtete symmetrische Vektorsysteme, welche als Vektorkoordi- 
naten invarianter Tensoren aufzufassen sind, die wir mit t,t", ... 
bezeichnen und ,,Taylorkerne (des Ortsvektors)“ nennen. Nach den oben 
S. 714f. auseinandergesetzten Regeln erhalt man die ersten zwei Taylorkerne 
ausgedriickt durch den Richtungstensor und seine Gradienten: 


Tne = Rex 
Ted RR” Axe + RAR’ xc) + R’x (R’Ae). 


Unter der invarianten Entwicklung des Ortsvektors verstehen wir seine 
Darstellung in der Form: 


(40) 


(41) r= Ret Tee GE tg Teed Get. 


wobei £,=y.°. Das Wesentliche dieser Entwicklung sind die Taylor- 
kerne, welche invariante, fiir jedes beliebige Koordinatensystem definierte 
Tensoren sind. 


Von dem Begriff der Fundamentaltensoren (s. oben 8. 704 FuBnote), der 
sich auf die reduzierte Darstellung mittels der aéuBeren Ableitung bezieht, 
wohl zu unterscheiden ist: der iibliche Begriff der Grundformen eines Gebildes 
(nach Art der beiden Gau8schen Grundformen der gewéhnlichen Flachen- 
theorie). Unter diesen versteht man bekanntlich ein System von Formen 
(mit griechischen Zeigern), deren Koeffizienten, als Funktionen der &, be- 
kannt, das Gebilde vollstaindig bestimmen, so daB alle Eigeninvarianten sich 
aus diesen Koeffizienten und ihren Ableitungen erzeugen lassen. Die Inte- 
grabilitatsbedingungen, denen die Grundformen geniigen miissen, sind nichts 
anderes, als die Symmetriebedingungen fiir die durch die Grundformen dar- 
gestellten Koordinaten der :¢--- bzw. fiir deren Kerne. Sind q,, q,, --- Ga-m 
invariant definierte unabhangige Quervektoren erster Art und 4, , Gg, --- 4n—m 
, xe 
1, r=s’ 
diese Symmetriebedingungen (genau so wie oben 8S. 707 alle Wirbel sich 
auf Wirbel der Form 1) und 2) zuriickfiihrten) auf die folgenden: 


zugehérige reziproke zweiter Art mit q,.q, ={ so reduzieren sich 
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[1° x}.0= 0, [-¢G,].e=0, 
(42) [2% x]ec=0, [°° G, Joc = 0, 
[a2°x]Jeo=0, [4,°°G,]e,0 = 0. 
[ k.e bedeute hierbei den Wirbel, der entsteht, wenn man von dem Aus- 
druck in der Klammer den durch Vertauschung der Indizes .,. hervor- 
gehenden abzieht. 

Ist eine innere MaBform Gx definiert, so kann man mittels ihrer 
die Integrabilitaétsbedingungen reduzieren, d. h. die Ableitungen der Form- 
koeffizienten, die in ihnen vorkommen, durch ihre Kerne, die mit den aus 
den Gix erzeugten Christoffelschen Symbolen gebildet sind, ersetzen. Setzt 
man Wsx = «”) — «* (s. o. 8. 712), so sind die durch Zerlegung der «¢ und gq? 
entstehenden Formen, welche mit ihren Ableitungen in die Koordinaten der 
Taylorkerne und die Integrabilititsbedingungen eingehen : 


(43) 1) Gex, 2) Weed, 8) #4, 4) gex, 5) a8. 


Jedes unabhingige Formensystem, aus dem sich dieses Formensystem er- 
zeugen laéBt, ist ein Grundformensystem. 

Die Spezialisierung dieser allgemeinen Verhiltnisse fiir die gew6hnliche 
und volumtreu-affine Kurven- und Flachengeometrie**) ist leicht und soll 
nicht im einzelnen ausgefiihrt werden. Wir bemerken hier nur, daf die 
ajfine Flachentheorie lediglich einen einzigen Fundamentaltensor (s. oben 
8. 704 FuBnote und 8. 712 FuBnote), ndmlich einen n-dimensionalen Maf- 
tensor © besitzt, weil infolge der Herkunft dieser MaSbestimmung aus der 
Kriimmung der Flache die Tensoren % (s. 0.8. 714), R und die R-Gradienten 
sich durch © und die G-Gradienten ausdriicken lassen. Unter den fiinf 
Formen (43) wird 5) Null, 1) und 3) werden identisch; 2) wird }G’:x 4 
und 4) driickt sich aus den Integrabilitatsbedingungen (42) durch Gx 
und @':x4 aus. Somit bleiben zwei durch den Fundamentaltensor @ 
dargestellte Grundformen iibrig: 


(44) Gix, WG'exi. 


Die Taylorkerne T"'cx, Tend werden Gex <q und G'ixd><q, wo q 
der Affinnormalvektor. Die sogen. Apolarititsbeziehung kann auf Grund 
dieser Form der Taylorkerne als die Aussage aufgefaBt werden, da8 in- 
folge der Tangentialitét von q¢ der Kern der Ableitung des von den « 
gebildeten (affinmetrischen) Parallelogramminhalts verschwindet, oder daB 
dieser Inhalt im tangential-affinen Koordinatensystem stationir ist, eine 
Eigenschaft, die fiir die gewéhnliche MaSbestimmung ebenfalls gilt. 


*®) Vgl. z. B. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I. u. II., Springer 
1923/24, und Schouten a. a. O. 


(Eingegangen am 16. 5. 1926.) 

















Zur Theorie der primiiren Ringe *). 
Von 
Rudolf Hélzer +. 


Unter einem primdren Ring versteht man einen Ring derart, daf 
eine Potenz jedes Nullteilers verschwindet. Im Sinne des Ubergangs zu 
Bereichen mit Nullteilern stellt der primaire Ring also den ersten Schritt 
vom Kérper aus dar, insofern dort jeder Nullteiler verschwindet und inso- 
fern alle Ringe ohne Nullteiler durch Quotientenbildung auf Kérper fiihren. 
Entsprechend wie in der Kérpertheorie fiihrt die Frage des Aufbaues der 
primaren Ringe auf die Idealtheorie im Polynombereich mit Elementen 
eines primiren Ringes als Koeffizienten. Wiahrend aber im Polynombereich 
mit Koeffizienten aus einem Kérper der Teilerkettensatz erfiillt ist und 
man daher diese Idealtheorie vollstindig beherrscht, fehlt hier eine solche 
Endlichkettsbedingung. 

W. Krull hat in seinen Arbeiten iiber primaire Ringe’) — die an 
A. Fraenkel anschlieBen — eine gewisse allerdings viel schwichere End- 
lichkeitsbedingung dadurch erreicht, da8 er endlichen Exponenten voraus- 
setzte, d. h. indem er annahm, daB eine Potenz des aus allen Nullteilern 
bestehenden Ideals verschwindet; auBerdem setzte er den Ring als spe- 
ziellen primdren voraus, d. h. als einen solchen, der nur Nullteiler und 
Einheiten enthilt. Hier kann er*) durch formal-rechnerische Hilfsmittel, 
namlich durch Ubertragung des Euklidischeu Algorithmus — der im Spe- 
zialfall sich schon bei Fraenkel findet —, im Fall des Polynombereichs 
einer Unbestimmten eine eindeutige Zerlegung der Polynome in paarweise 
teilerfremde primire erreichen; und damit eine eindeutige Zerlegung der 
Ideale in paarweise teilerfremde Primirideale. Gestiitzt auf dieses Resul- 


*) Rudol: délzer, geboren am 30. September 1903, erlag am 2. Juli 1926 der 
Tuberkulose. Die vorliegende, noch ganz von ihm selbst redigierte Arbeit war als 
Dissertation gedacht; zum Examen ist es nicht mehr gekommen. 

1) W. Krull, Algebraische Theorie der Ringe, I., Math. Ann. 88 (1923), S. 80 bis 
122; IL, Math. Ann. 91 (1924), S. 1—46; III, Math. Ann, 92 (1924), S. 188—213. 

*) W. Kruil, Algebraische Theorie der Ringe, I., Math. Ann. 88 (1923), 8. 96. 
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tat, gelingt ihm — wenigstens fiir ,vollkommene“ Ringe — eine weit- 
gehende Typisierung. 

Im fcigenden wird eine Idealtheorie im Polynombereich von n Un- 
bestimmten eines primiren Ringes ohne Voraussetzung einer Endlichkeits- 
bedingung und mit rein begrifflichen Methoden gegeben. Im Mittelpunkt 
stehen die Begriffe der Isomorphie wend Homomorphie (d. h. der nur in 
einem Sinne eindeutigen Zuordnung von Ringen zueinander), die es erlauben, 
aus der bekannten Zerlegung im Polynombereich mit Kérperkoeffizienten 
auf eine solche im Ring-Polynombereich zu schlieBen. Diese Zuordnung 
zwischen Ring und Kérper tritt bei Krull erst an viel spiterer Stelle auf*). 

Man gewinnt so als Hauptsatz, wenn man sich vorerst auf spezielle 
primaire Ringe als Koeffizientenbereich beschrinkt, fiir alle Ideale der 
Dimension Null eine eindeutige Zerlegung als Produkte von paarweise 
teilerfremden Primdridealen — was im Spezialfall auf das Krullsche Re- 
sultat zuriickkommt. Im Fall einer Unbestimmten folgt daraus die Zer- 
legung der Funktionen. 

Geht man zu allgemeinen primiren Ringen iiber, so ergibt hier — 
unter Benutzung der Resultate von H. Grell‘) — der Zerlegungssatz noch 
fiir die ,ausgezeichneten“ Ideale der Dimension Null eine eindeutige Zer- 
legung in ,,ausgezeichnete“ Primirideale. 

Da8 fiir Ideale héherer Dimension die Methode sich nicht direkt iiber- 
tragen laBt, zeigen zwei von W. Krull herriihrende Beispie'e. 

Die von W. Krull in seinen beiden ersten Arbeiten zur Ringtheorie 
aufgestellte Theorie der Erweiterungen bezieht sich — abgesehen von der 
Beschrankung auf ,,vollkommene“ Ringe — nur auf eine ganz besondere 
Art von Erweiterurgen, auf solche namlich, die sich idealtheoretisch durch 
Hauptideale beschreiben lassen. Durch diese absichtliche Beschrankung wird 
es méglich, die Struktur des Ringes weitgehend auf die des zugeordneten 
K®oxpers zuriickzufiihren. Ich mache in § 3, 1 einen Vorschlag, wie man 
durch Untersuchung eines anderen Idealtyps zur Erfassung der allge- 
meinen Erweiterung eines primaren Ringes gelangen kénnte. Ich zeige, 
wie eine beliebige Erweiterung sich immer in drei charakteristischen 
Stufen vornehmen laB8t, die etwa den Begriffen Nullteiler, transzendent, 
algebraisch entsprechen. In § 3,2 zeige ich kurz, wie im Fall rein tran- 


*) Neuerdings ist Krull einen ahnlichen Weg gegangen, auch teilweise in der 
Theorie der Erweiterungen, aber immer unter Festhaltung an der Bedingung des 
endlichen Exponenten. Vgl. seine, im iibrigen andere Zweoke verfolgende Note: Alge- 
braische Erweiterungen kommutativer hyperkomplexer Systeme, die in Math. Annaler 
97 (1927), Heft 3 erscheinen wird. Die hier gegebenen Entwicklungen sind unab- 
hangig und zeitlich friiher entstanden. 

*) H. Grell, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, die in Math. 
Annalen 97 (1927), Heft 3 erscheinen wird. Vgl. § 6 iiber den Quotientenring. 
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szendenter Erweiterungen sich die Begriffe der Kérpertheorie direkt iiber- 
tragen, insbesondere der Begriff des Transzendenzgrades, so da gleiche 
Machtigkeit des Transzendenzgrades die notwendige und hinreichende Be- 
dingung fiir aquivalente Erweiterungen abgibt. In dem von Krull be- 
trachteten Fall folgt dies direkt aus dessen allgemeinen Sitzen. 


Primire Ringe. 


§ 1. 
Definitionen und vorbereitende Begriffe. 

Definition 1. Ein Ideal q aus R (kommutativer Ring) hei&t schwach 
primar, wenn im Restklassensystem #i/q eine Potenz jedes Nullteilers 
verschwindet, stark primar, wenn in fi|q eine Potenz jedes Idealteilers 
der Null verschwindet. 

In beiden Fallen hei8t q primar; die Gesamtheit p der Elemente 
aus fi, die Nuilteiler in §|q erzeugen, ist ein Primidcal, das in q auf- 
geht und das zugehérige Primideal heiSt’*). 

Jedes starke Primirideal ist zugleich schwaches Primirideal. Im all- 
gemeinen gilt aber nicht die Umkehrung, wie folgendes Beispiel zeigt: 
sei R der Polynombereich von abzahlbar vielen Unbestimmten 2, mit 
Koeffizienten aus einem Kérper; sei ferner 


ed Ce ee ae (i +k). 


Nullteiler im Restklassenring sind alle und nur die durch p == (x, , 7, ..-, y---) 
teilbarem Polynome, und es wird jeweils eine Potenz dieser Nullteiler durch q 
teilbar; q ist also schwaches Primirideal mit p als zugehérigem Primideal. 
Dagegen ist q nicht starkes Primirideal, wie man durch Betrachtung von 
Q == (2, , %y, Zyy +++» Zavrgiy---) Und b = (x,, ,, Xe, .. 05 Sav, ---) erkennt. 
Es ista- 6 =0(q), aber a*==:0(q), 6” ==0(q) fiir jedes x. 

Ein schwaches Primirideal ist jedoch stets stark primar, wenn es 
endlichen Exponenten hat, d. h. eine Potenz des zugehérigen Primideals 
durch q teilbar wird (was z. B. immer der Fall ist, wenn in R der Teiler- 
kettensatz gilt*)). 

Ein Element eines Ringes, das nicht Nullteiler ist, hei®t regular. 

Definition 2. Ein Ring ® heiBe allgemeiner primdrer Ring, wenn 
sein Nullideal schwach primar ist und er mindestens ein regulaéres Element 
besitzt; er heiBe spezieller primdrer Ring, wenn auBerdem ein Einheits- 
element der Multiplikation existiert und jedes regulire Element Einheit 
ist — d.h. Teiler des Einheitselementes. 


®) Vgl. hierzu E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen 
Zahl- und Funktionenkérpern, Math. Ann. 96 (1926), S. 26—61, § 5. 

*) Vgl. etwa E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921), 
8. 24—66. 
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Das zum Nullideal gehérige Primideal eines primiren Ringes R sei 
stets mit p* bezeichnet; p* ist also das System aller Nullteiler von R. 
Man kann von einem allgemeinen primaren Ring immer zu einem spezi- 
ellen auf eindeutige Weise gelangen vermittelst einer gewissen Quotienten- 
bildung. Ist allgemein Rt ein beliebiger Ring, G ein System von regularen 
Elementen aus i, so daB neben a und b auch a-b zu & gehért, so ver- 
steht man unter dem durch & erzeugten Quotientenring von Rt denjenigen 
Erweiterungsring von ft, der durch Bildung aller ,,Quotienten“ ; — woa 


beliebig, b aus G — entsteht, indem man die Festsetzungen trifft: + gleich © 
dann und nur dann, wenn ab’—a’b=0 und $ + rd = he Te ‘ 
= +5’). Ist a ein beliebiges Ideal in R, so bildet offenbar die 
Gesamtheit der reguliren Elemente a==0(a), fiir die kein regulires Ele- 
ment b==0(a) existiert, so daB a-b=0(a), ein System G; den hierdurch 
bestimmtan Quotientenrig R, wollen wir den Quotientenring von ft nach a 
nennen. Ist a insbesondere ein Primideal p, das alle Nullteiler enthalt, 


so besteht Ri, aus allen Quotienten < , wo a beliebig, b==0(p). Ist nun R 


allgemein primar, so ist offenbar §i,- speziell primarer Ring; diese letzteren 
sind durch Rt,- = Rt charakterisiert. 

Sind R und ft’ beliebige Ringe, so heiBt R homomorph zu KR’, R~ R'’, 
wenn jedem Element aus R ein und nur ein Element aus —’ entspricht, 
so daB {i dabei erschépft wird und auBerdem diese Zuordnung derart 
beschaffen ist, daB Differenz und Produkt sich entsprechen. Ist das Ent- 
sprechen der Elemente umkehrbar eindeutig, so heiBen die Ringe tsomorph, 
R~R’. Ist R homomorph zu M’, so entspricht jedem Ideal m aus R 
ein und nur ein Ideal m’ in i’, das entsteht, indem man jedes Element 
von m durch das ihm in §t’ entsprechende ersetzt; m’ heiBe das zugehérige 
Ideal von m oder das ihm in Rt’ zugeordnete. Ist umgekehrt m’ ein be- 
liebiges Ideal aus Rt’, so gibt es im allgemeinen mehrere Ideale n in R, 
fiir die n’ = m’; wir nennen sie die zugehérigen von m’, ihren gréBten 
gemeinsamen Teiler das gréBte zugehérige Ideal von m’. Es gilt der fiir 
das Folgende wichtige 


Isomorphiesatz. Bedeutet a das gréfte dem Nullideal von 
zugeordnete Ideal von KR, und ist m irgendein Teiler von a, s8o ist 
R|m~R'|m’ *). 

") Der Begriff und die Konstruktion ist vollstindig analog der Bildung des 


Quotientenkérpers bei Steinitz, Algebr. Theorie der Kérper, Journ. f. Math. 187; vel. 
auch Grell, a. a. 0. ‘ 


*) Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau ..., § 4, 3, erster Isomorphiesatz. 
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Sind 7, und 7, zwei Erweiterungen eines Ringes Rt, so heiBen sie 
beziiglich  aquivalent, wenn sie so isomorph aufeinander bezogen werden 
kénnen, da8 dabei jedes Element von ® sich selbst entspricht. 

Jedem speziel] primaren Ring R ist eindeutig ein Kérper zugeordnet 
zu dem er homomorph ist, nimlich das Restklassensystem §t|p*. Im 
folgenden wird das einem Element a von Rt zugeordnete Element von &, 
also die Klasse, die es reprasentiert, stets mit @ bezeichnet,a~ a. Ist S 
ein Erweiterungsring von i, der ebenfalls speziell primar ist, so enthalt 
sein zugehériger Kérper 2 einen zu & isomorphen Teilkérper §’, der aus 
allen Restklassen von 2 besteht, die durch Elemente von ® reprisentiert 
werden kénnen; ersetzt man &’ in 2 durch @ und definiert in naheliegen- 
der Weise die Verkniipfungen, so entsteht eindeutig ein Erweiterungs- 
kérper 2’ von R, wobei G~ 2’; wir diirfen deshalb der Einfachheit 
halber 2 stets schon in unmiBverstindlicher Weise als Erweiterungskérper 
von § annehmen. Bedeutet weiter {, den Polynombereich in beliebig 
viel Unbestimmten mit Koeffizienten aus ®, so ist er dem Polynom- 
bereich §, in der gleichen Anzahl von Unbestimmten mit Koeffizienten 
aus §& homomorph, wobei die Homomorphie von ® zu & umfaBt wird; 
man braucht offenbar nur jedem Polynom aus ft, mit den Koeffizienten a, 
dasjenige Polynom von §, zuzuordnen, welches die Koeffizienten a, besitzt. 

Sei R ein allgemeiner primarer Ring, §t’ der ihm, wie oben erklart, 
durch Quotientenbildung zugeordnete speziell primaire und & dessen zu- 
gehériger Kérper. Dann entsteht, wenn man jedes Element von # durch 
das ihm vermége R’~ & entsprechende in §& ersetzt, ein Unterring P 
von &, dessen Quotientenkérper & ist; es ist R~P. Ist ferner © ein 
allgemein primarer Erweiterungsring von ft, so ist, in analoger Bezeich- 
nungsweise, © ~ J und @ der Quotientenkérper von 2. SchlieBlich ist 
auch hier Rt,~ P,. 


Satz. ‘le R primar, so ist auch der Polynomring R, primar, der 
aus R durch Adjunktion einer Unbestimmtenmenge beliebiger Machtigkeit 
hervorgeht*). 

Wir fiihren noch folgende Bezeichnungsweise ein: Das dem Element 
f(x) von Rt, zugeordnete in P, sei mit f(x) bezeichnet, das dem Ideal a zuge- 
hérige mit a, das 4 zugehérige gréBte Idesl in R, mit a*; es ist a* = (a, p/*). 
SchlieBlich nennen wir a reguldr, wenn & vom Nullideal verschieden, 


%) E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Ann. 90 
(1923), 8. 229—261, Hilfssatz I, § 2. DaB dieser Hilfssatz tatsiichlich mit dem obigen 
Satz identisch ist, wird im Fall des Primideals ausdriicklich gesagt und gilt wortlich 
so bei Primiridealen. Da8 damit auch der Fall einer Unbestimmtenmenge beliebiger 
Michtigkeit erledigt ist, folgt direkt daraus, da8 jedes einzelne Polynom nur endlich 
viele Unbestimmten enthilt. 
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a+ (0). a heiBe voll-reguldr, wenn auBerdem p* = 0(a). Die nicht-regu- 
laren Ideale heiBen Nullteilerideale; diese brauchen nicht Idealteiler der 
Null zu sein, wie aus dem Beispiel in § 1 unmittelbar folgt. Jedoch 
mu8 von jedem Nullteilerideal mit endlicher Basis eine Potenz verschwin- 
den. Es gilt: Aus a = 0(6) folgt d = 0(b), aber nicht umgekehrt; ebenso 
folgt aus a-b=—c stets 4-6=¢. Jedem a ist eindeutig ein vollregulares 
zugeordnet, namlich a*; die Zuordnung zwischen den a* und @ ist umkehr- 
bar eindeutig. 


§ 2. 
Idealtheorie im Polynombereich primarer Ringe. 


1. Von jetzt ab sei R ein spezieller primdrer Ring, in dem also 
jedes regulire Element Einheit ist, Rt, der Bereich aller Polynome in 
@,,..-,%, mit Koeffizienten aus §. 

Eine Funktion aus Rt, heiBt regulér, wenn sie mindestens einen regu- 
laren Koeffizienten besitzt, sonst Nullteilerfunktion; die gréBte vorkom- 
mende Exponentensumme mit von Null verschiedenen Koeffizienten heiBt 
die Ordnung der Funktion, die gréBte vorkommende Exponentensumme 
mit regularen Koeffizienten ihr Grad. Der Grad einer Funktion ist gleich 
dem Grad der zugeordneten Funktion in %,; aus der Homomorphie zu &, 
folgt sofort, daB sich die Gradzahlen bei Multiplikation addieren, insbesondere 
also, daB die Funktionen positiven Grades keine Einheiten sein kénnen. 

I. Die Hinheiten von R, sind die reguldren Funktionen vom Grade 
Null. 

Eine solche Funktion hat die Form e(z,, ..., x) = @+ 9(%,,--+, %), 
wo a ein regulires Element aus Rt, q(x,,...,2%,) eine Nullteilerfunktion; 
e(x,,-.-,%,) ist zu dem Hauptideal (q(z,,..., 2,,)) teilerfremd, also auch 
zu jeder Potenz von (q(z,,...,2%,)), mithin zu (0). Zusammen damit, 
da8 Funktionen positiven Grades keine Einheiten sein kénnen, driickt dies 
die Behauptung von I aus. 

Die Gesamtheit der Nullteilerfunktionen von a bildet ein Nullteiler- 
ideal u, das Vielfaches von a ist. Ist 6 echter Teiler von a und bildet u 
ebenfalls die Gesamtheit der Nullteiler von 6, so muB offenbar 6 echter 
Teiler von @ sein. Auf dieser Bemerkung beruht 

Il. In R, gilt der Teilerkettensatz modulo p*. D.h. die Kette 
Q,,4,,4,..., wo a, echter Teiler von a,_, ist, bricht nach endlich viel 
Schritten ab, wenn dies fiir die Kette u,, u,, u,,... gilt. 

Da nimlich in &, der Teilerkettensatz gilt, so mu die Kette 
a,,4,,4,,... im Endlichen abbrechen. Sei / eine natiirliche Zahl, so daB 
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a; = G4,;—... und uj = t4;—...; dann ist auch a, = a;4;=—..., wie 
unmittelbar aus der obigen Bemerkung folgt. 

Ill. Jedes Ideal in Ri, besitzt modulo p* eine endliche Basis; d. h. 
es ist a==(f,(2,,...,2,), +++) f(y +++) 2%), 0). TIT folgt aus IT nach 
bekannten Schliissen der Idealtheorie '°). 

Ein Ideal in R, heiBe von der Dimension Null, wenn alle seine zu- 
gehérigen Primideale die Dimension Null haben"); a in ®t, heiBe von 
der Dimension Null, wenn @ die Dimension Null hat. Ein Ideal der Di- 
mension Null ist sicher regular. 


Satz 1. p ést dann und nur dann Primideal, wenn es vollregular 
und }) Primideal ist. 

Beweis. Da8 p voll-regular ist, ist offenbar notwendig, da sonst 
ein Element == 0(p) wire, von dem eine Potenz teilbar wird. Ferner 
ist nach dem Isomorphiesatz 0| p ~ &,|, unter o das Einheitsideal von 
R, verstanden. Enthilt also &,|p keine Nullteiler, so gilt das gleiche 
fiir o p und umgekehrt, woraus Satz 1 folgt. 


Satz 2. Hin Ideal q von der Dimension Null ist dann und nur 
dann Primdrideal, wenn G primar ist. 

Beweis. Man erkennt dies zunachst fiir das zu q gehdrige voll- 
regulire Ideal q* wie eben aus der Beziehung 0'q*~8,\G. Zu zeigen 
ist also: q ist dann und nur dann primar, wenn q* es ist. Sei q* primar. 
Zunichst ist von jedem Element aus q* eine Potenz durch q teilbar (was 
allgemein fiir a* und a gilt). Ist némlich « ein beliebiges Element aus q*, 
so enthalt q ein Element a’, fiir das «’ = a(p,*), und es ist mithin fiir 
eine natiirliche Zahl 4: (a —«’)*=0, a+=0(q). Die Elemente des 
Primideals p von q* erzeugen also Elemente von o|q, von denen eine 
Potenz verschwindet; somit geniigt es zu zeigen, daB die Elemente = 0(p) 
keine Nullteiler in 0|q ergeben. 


Dazu bemerkt man, daB p von der Dimension Null ist und die Prim- 
ideale von der Dimension Null keinen echten Teiler +o haben. Beides 
folgt aus der Homomorphie und Satz 1, wenn men beachtet, daB f das 
zugehorige Primideal von @ ist. Sei nun «= 0(p), dann ist («, p) =o. 
Folglich gibt es ein Hauptideal (f)=0(p), so daB (a, 8)=o. Ist etwa 
(B)° =. 0(q), so folgt (a, 8°) = 0, (a,q)=0. Das bedeutet aber, dab « 
eine Einheit in o'q erzeugt. 

*) Vgl. E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, § 1. 

“) Zum Dimensionsbegriff der Primideale — Transzendenzgrad des Restklassen- 
korpers — vgl. E. Noether, Eliminationstheorie, § 4, Satz 5. Dimension Null heiBt 
also, daB jedes Element des Restklassenkérpcers algebraisch in bezug auf den Grund- 
hereich ist. 
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Sei umgekehrt q primar, p das zugehérige Primideal. Die Homo- 
morphie ergibt G7 =0(p). Weiter folgt aus der Homomorphie, da8 fir 
eine natiirliche Zahl 9: p¢ = 0(q) sein mu8; ist namlich f,,..., f, eine 
Basis von p modulo ag und etwa ff’ =0(q),..., f°" =0(q), so braucht 
man nur @> 5)o,; zu wahlen. Da @ die Dimension Null hat, folgt aus 
pe =0(q) > nntlich, daB 7 primfr ist; also ist nach dem zu Anfang 
Bewiesene q* primar. 

Hi’ _ Aus (a,b)=o0 folgt (4,6) =—6 und umgekehrt. Aus 
Q,,-+-,\%, voll-reguldr und (a;,a,)=—0 (+k) folgt a,a,...a, voll- 
regular. 

Beweis. DaBS aus (a,b)=—o folgt (4,6)—35, ist evident. Ist 
umgekehrt (a, 6) 5, so sei etwa f+ g—2@ (é@ Einheitselement von R,, 
f baw. g aus a bzw. b); dann ist, wenn /, g irgendwelche Polynome aus e 
baw. 6 sind, die /, 9 vermége der Homomorphie entsprechen, f-+-g = e’, 
wo e’ eine Einheitsfunktion bedeutet. Hieraus folgt aber e’-1-f + e’-!-g = e. 
Ist ferner (a;,a,)= 0, so ist das Produkt gleich dem Durchschnitt, und 
da p* in allen a; enthalten ist, so gilt dies auch fiir das Produkt. 


Satz 3. In R, lat sich jedes Ideal von der Dimension Null ein- 
deutig darstellen als Produkt paarweise teilerfremder Primdrideale (von 
der Dimension Null). 

Beweis. Sei a das vorgelegte Ideal und a = q,...9, die bekannte 
Zerlegung von a in &, als Produkt paarweise teilerfremder Primirideale. 

Ist q,* das zu g,; gehdrige voll-regulire Ideal, so ist a* = q*...q7 
die Zerlegung von a* nach Satz 3. Die Homomorphie ergibt namlich 
qi ...q-' = 0(a*); auBerdem folgt aus dem Hilfssatz, daB q;*...q,* voll- 
regular ist, also a* = 0(q/*...q,*). Nach Satz 2 sind iiberdies die q,* 
Primiarideale von der Dimension Null. 


Ist p, das zugehérige Primideal von q/*, so sei etwa 


Ba =(fys ever far BP)» +00 Pp (hy: +o oy Bye BP); 


wir betrachten 1, = (f,,..-,f,), ---> t= (A,,---)4,). 0, ist mu p, ge- 
hériges Primfrideal von der Dimension Null (t;= p,;). Die Homomorphie 
ergibt, daB ein Potenzprodukt der r durch a* teilbar wird. Da, wie 
beim Beweise von Satz 2 gezeigt wurde, eine Potenz eines jeden Ele- 
mentes von a* zu a gehdrt, folgt hieraus, daB auch ein Potenzprodukt 
der r durch a teilbar ist: r{*...1,” = 0(a) (endliche Basis der r,!). Sei 
gesetzt q,;—=(a,r;"). Da g, ein Teiler von §;', so ist G, und somit auch q, 
Primiarideal von der Dimension Null. Ferner folgt aus dem Hilfssatz 
(q;,9,)=0. Es ist a=gq,...q, die behauptete Zerlegung von a. Nach 
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Definition von q; und wegen (q,,q,)=0 ist namlich a= 0(q,...q,). 
Andererseits ist (a’, a’~*r’r,..., 1... 13") = 0(a). 

Hiermit ist die Existenz der Zerlegung bewiesen; die Eindeutigkeit 
folgt nach bekannten Rechenregeln fiir Teilerfremdheit **), aus denen sich 
wegen der Dimension Null guerst das Ubereinstimmen der Primideale 
und dann das der Primarkomponenten ergibt. Denn zu verschiedenen 
Primidealen gehérige Primarkomponenten sind nach dem Hilfssatz teiler- 
fremd, da dies in §%, wegen der Dimension Null erfiillt ist. 


Um eine Folgerung ans Satz 3 zu ziehen, beschrinken wir uns auf 
den Fall » =1. 


Im Polynombereich i[z] einer Unbestimmten z heiBen zwei Funk- 
tionen f,(2) und /, (a) teilerfremd, wenn die aus ihnen abgeleiteten Haupt- 
ideale es sind. Der Hilfssatz ergibt, daB f, und f, dann und nur dann 
teilerfremd sind, wenn dies fiir /, und f, gilt. (2) heiSe Primfunktion 
(Primarfunktion), wenn @ prim (primir) ist. Man erkennt leicht, auf 
Grund des Hilfssatzes, da8 eine Primfunktion dadurch charakterisiert ist, 
zu allen regularen Funktionen niedrigeren Grades teilerfremd zu sein; eine 
Primarfunktion ist, wie die Homomorphie zeigt, stets von der Form 
h(x) =e(x)g(x)"+ q(x), wo g(x) prim, e(x) baw. g(a) eine Einheits- 
bzw. Nullteilerfunktion, 

IV. Jedes reguldre Ideal in R[x] ist von der Form a=(f(zx), u), 
wo u wieder das aus allen Nullteilern von a bestehende Ideal bedeutet. 
In &, ist jedes Ideal Hauptideal und etwa a =(/). Wahlt man f(x) = 0(a) 
so, daB es bei der Homomorphie / entspricht, so ist a=(f(x),u). Fir 
beliebiges «(x)= O(a) hat man nimlich @=7/, also, wenn 4 ein be- 
liebiges 4 zugeordnetes Polynom bedeutet, a(x) — 4(x)f(x)=q(z), wo 
q(x) eine Nullteilerfunktion; offenbar ist g(z)=0(u), womit IV be- 
wiesen. 


Satz 4. Jede reguldre Funktion f(x) in R[x) lat sich bie auf 
Einheitsjunktionen eindeutig in ein Produkt von teilerfremden Primdar- 
funktionen zerlegen. 

Beweis. Man erkennt zunichst: 


1. Ein regulires Hauptideal (f(x)) besitzt kein echtes Vielfaches, 
das demselben Ideal in §, zugeordnet ist. 


2. Zwei aquivalente regulire Funktionen unterscheiden sich nur durch 
einen Einheitsfaktor. 


Dabei sind unter Aquivalenten Funktionen solche verstanden, die 
Basis desselben Hauptideals sein kénnen. 





12) Vgl. etwa E. Noether, Abstrakter-Aufbau..., § 4, 4. 
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In der Tat, ist a’=(f' (x), u’) ein solches Vielfaches, so ist f’ = /f. 
Aus der Voraussetzung folgt, daB f und /’ denselben Grad haben miissen; 
also ist 4 Einheitsfunktion und f=4~*f’. Sind ferner f, und f, aqui- 
valent, f,=Af,, 80 folgt aus demselben Grunde, daB 4 Einheitsfunk- 
tion ist. 


Ist nun f(x) vorgelegt, so zerlege man a=(f(x)) nach Satz 3: 
a = (h, (x), q,).--(h,(x), q,). Wird a’ =(h,(x))...(h,(x)) gesetat, so 
ist a’ Vielfaches von a und @’=a, also nach 1. a’=a. Aus 
(f(x)) = (A, (x)...h,(ax)) folgt aber nach 2.: f(x) = e(x)-h,(x)...h,(2), 
wo e(z) Einheitsfunktion. Da ferner nach Voraussetzung h,;(z) und damit 
h,(x) primar und mit h,, h, auch h,(x), h, (2) teilerfremd, ist die Existenz 
der Zerlegung bewiesen. Die Eindeutigkeit (bis auf Einheitsfunktionen) 
folgt, wie man leicht mit Hilfe von 2. sieht, ebenfalls aus Sats 3. 


2. LaBt man die Voraussetzung fallen, da8 in Rt jedes regulire Ele- 
ment Kinheit ist — setzt man also fi als allgemeinen primdren Ring 
voraus — so bleibt nur ein geringer Teil der Resultate von 1. giiltig. 

Wir kénnen hier eine entsprechende Zerlegung nicht mehr bei einem 
beliebigen Ideal der Dimension Null vornehmen, sondern nur noch bei 
gewissen ,,ausgezeichneten“ Idealen. Um diese zu definieren, sei mit SR’ 
der eindeutig bestimmte speziell primaire Erweiterungsring von Rt be- 
zeichnet, der, wie in § 1 erklart, durch Quotientenbildung entsteht. Dann 
haben wir in R; einen Erweiterungsring von §, vor uns, dessen Ideal- 
theorie wir nach 1. kennen. Wir nennen ein Ideal m aus Rt, ausgezeichnet, 
wenp es in Rt, ein Ideal n gibt, so da8 m gleich dem (mengentheoretischen) 
Durchschnitt von Rt, mit n ist, in Zeichen: m= ([R,,n]. Unter dem aus 
dem Ideal m von i, abgeleiteten Ideal m’ in §/ versteht man den 
Durchschnitt aller Ideale in R/, die alle Elemente von m enthalten; ist 
mt ausgezeichnet, so ist offenbar m=([,,m’|!. Wir legen ferner dem 
ausgezeichneten Ideal m die Dimension Null bei, wenn m’ die Dimension 
Null hat; da schlieBlich, wie weiter unten gezeigt wird, fiir jedes aus- 
gezeichnete Ideal m gilt: #,-m=m, so darf man zwei ausgezeichnete 
Ideale m,, m, innerhalb des Systems aller ausgezeichneten Ideale teiler- 
fremd nennen, falls (m,,m,)= ®,. Es gilt nun 


Satz 5. In R, lapt sich jedes ausgezeichnete Ideal der Dimension 
Null eindeutig darstellen als Produkt von ausgezeichneten Primdridealen 
der Dimension Null; die Komponenten sind paarweise teilerfremd inner- 
halb des Systems aller ausgezeichneten Ideale. 

Dieser Satz, der sich auch (wenigstens zum gréBten Teil) direkt mit 
unseren Hilfsmitteln beweisen laBt, folgt, wie mir H. Grell spater mit- 
teilte, unmittelbar aus einem allgemeinen Satz seiner Theorie der Ideal- 
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kérper**). Ist P ein beliebiger kommutativer Ring, = ein Quotientenring 
von P (gema8 der Definition in § 1), und definiert man ausgezeichnete 
Ideale von P wie oben, so lautet der betreffende Satz: 

Das System der ausgezeichneten Ideale von P und das System aller 
Ideale in & sind volistindige und isomorphe Idealkérper. Unter einem 
volistandigen Idealkérper ist dabei ein System von Idealen eines kommu- 
tativen Ringes verstanden, das neben zwei Idealen auch deren Produkt 
und Quotient, neben beliebig vielen Idealen auch deren gréBten gemein- 
samen Teiler und kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches enthalt; isomorph 
heiBen zwei solche Idealkérper natiirlich, wenn sie derart eineindeutig auf- 
einander bezogen werden kénnen, da dabei die eben genannten vier Ver- 
kniipfungen erhalten bleiben. Die Zuordnung des Satzes ist dabei so, da8 
dem ausgezeichneten Ideal m von §, sein abgeleitetes Ideal m’ in ®, 
entspricht. 

Nun ist klar, da8 hieraus Satz 5 unmittelbar folgt. In der Tat ist 
R, ein Quotientenring von %,; nimlich der durch das System aller regu- 
laren Elemente von # erzeugte. Sei m ein beliebiges ausgezeichnetes 
Ideal der Dimension Null von R,, dann gibt es nach Satz 3 in R; eine 
Zerlegung: m’=q/...q/. Sind q,...q, die ausgezeichneten Ideale, die 
den q; vermége der Isomorphie entsprechen, so ist also m= q,...4q,. 
Die q,; sind Ideale der Dimension Null und auBerdem primar; wegen 
q; = (R,, q/] ist namlich, wie man sich leicht iiberzeugt, 9,|q, einem 
Unterring von Ry | a, isomorph. Ferner kann es keine andere solche Dar- 
stellung von m geben, da man sonst vermége der Isomorphie einen Wider- 
spruch gegen die Eindeutigkeit der Darstellung in R, bekime. 

Offenbar ist Rt, selbst ausgezeichnetes Ideal und mR; sein sugehiriges; 
da R/ ein Sinheitocloment enthalt, ist Ry - m’ =m’ fiir jedes Ideal m’ 
in §t, und die Isomorphie ergibt daher: R,m =m fiir jedes ausgezeich- 
nete ‘Ideal m aus §,. Wir kénnen also von Teilerfremdheit im System 
aller ausgezeichneten [deale von §t, reden, und aus (q;5 q,) = Ry fiir i+k 
folgt (q,,4,)=,. Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Nennt man, "he Falle n=1, zwei Primfunktionen wesentlich ver- 
schieden, wenn sie sich nicht nur durch eine Eiaheit aus §t’ unterscheiden, 
so bleibt von Satz 4: 


Zu jeder reguldren Funktion f(x) in R, gibt es ein reguldres Ele- 
ment x aus Rt, derart, daB x-f(x) als Produkt von Primdrjunktionen 
darstellbar ist, die zu wesentlich verschiedenen Primfunktionen gehoren. 

Ist nimlich f(x) =h,(x)...h,(x) in R/, so gibt es regulire Ele- 
mente x, aus fi, derart, daB x,-h,(x) zu R, gehdrt (z. B. das Produkt 


**) H. Grell, a.a.O0. § 6. 
Mathematische Annalen. 96. 47 
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der Nenner der Koeffizienten von h,;(x)); offenbar geniigt es, x = IT x, 
zu wahlen. 

3. Es entsteht die Frage, ob die Resultate von 1. sich auf den Fall 
héherer Dimension ausdehnen Jassen. Da8 dies unméglich ist, zeigen die 
folgenden mir von W. Krull mitgeteilten Beispiele: Sei & Kérper, R = K («) 
mit «® = 0, R,— R[x, y], R,-— K[Z, 7], a Ideal in R,, & zugehdriges 
Ideal aus &,. 

1. a=(z, ay) ist nicht primar, da keine Potenz von y durch a teil- 
bar wird; 4 =(Z) ist jedoch primar. 

2. a=(2z*,ry-+a,ax)*) ist primar, dagegen 4 = (%*, ZH) nicht. 


§ 3. 
Erweiterungen primarer Ringe. 


1. Unter einem Oberring S eines primaren Ringes R sei ein Er- 
weiterungsring verstanden, der ebenfalls primar ist. Ist S ein System von 
Elementen aus ©, so verstehen wir unter dem durch Adjunktion von S 
zu ® entstandenen Ring #(S) den Durchschnitt aller in G gelegenen 
Oberringe von ®t, die alle Elemente von § enthalten. 

Ist a ein Ideal im Polynombereich , von n Unbestimmten, so ver- 
steht man unter einer Nullstelle von a ein System S von n Elementen 
aus einem Oberring © derart, daS alle zu a gehdrigen Polynome fiir S 
verschwinden. Ist umgekehrt S ein System von Elementen aus ©, so 
bildet die Gesamtheit der Polynome in ®,, die fiir S verschwinden, ein 
Ideal, das Nullstellenideal as von S. Es ist stets: R(S)~R,| as. 

Damit ein Ideal a aus Rt, Nullstellenideal sei (d. h. damit ein Ober- 
ring von ® existiert, der durch Adjunktion einer Nullstelle von a ent- 
steht), ist offenbar notwendig und hinreichend, daB es primar ist und kein 
Element aus Rt enthalt; denn dann ist {,|a ein solcher Oberring. 

Wir nennen ein Nullstellenideal a aus %, von der Dimension Null, 
wenn das aus ihm abgeleitete Ideal 4 im Polynombereich mit Koeffizienten 
aus § die Dimension Null hat; es ist dies identisch damit, daB jede Null- 
stelle von @ aus Jauter in bezug auf & algebraischen Elementen besteht 
(vgl. Anmerkung **)). 

Ein regulares Nullstellenideal der Dimension Null a aus Rt, heibe Ideal 
erster Art, wenn jedes Element seines zugehérigen Primideals p modulo a 
einem Element aus ®t kongruent ist. Es folgt dann, daB jedes Element 
von p modulo a einem Nullteiler aus R kongruent ist, da sonst eine Potenz 


%) Man bestitigt dies etwa daraus, daB jedes Element aus ®, modulo a eine 
Darstellung zulaBt: f(y)+ag(y)+cz, wo f und g Polynome, ¢ ein Element aus &. 
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eines reguliren Elementes, die also von Null verschieden ist, im Null- 
stellenideal a liegen wiirde; ferner wird § gleich 4, wenn § und @ die zu- 
gehérigen Ideale in P, sind (§1). Kin nichtregulires Nullstellenideal u 
aus %, heiBe Ideal erster Art, wenn jedes Element seines zugehérigen 
Primideals p,* modulo u einem Element aus §t kongruent ist. 

SchlieBlich verstehen wir unter einem Ideal zwester Art u ein Nullstellen- 
ideal, das alle Potenzprodukte der z; von einer gewissen Dimension an 
enthilt. R,| u entsteht durch Adjunktion von Nullteilern, und umgekehrt 
ist das Nullstellenideal eines Systems von Nullteilern stets ein Ideal 
dieser Art. 


Definition 1. Ein Element a von © heiBt algebraisch in bezug 
auf Rf, wenn a, regular ist, sonst transzendent. 

S heiBt algebraisch in bezug auf St, wenn alle Elemente es sind, 
sonst transzendent. 

P sei der in § 1 erklirte, 9 zugeordnete Ring, ebenso R, 6, 2,a~a@ 
die dort erklirten Bezeichnungen. 

I. a aus S ist dann und nur dann algebraisch in bezug auf R, 
wenn @ algebraisch in bezug auf & ist. 

Die Notwendigkeit ist evident. Ist umgekehrt @ algebraisch in bezug 
auf &, so geniigt es einem Polynom f(z) mit Koeffizienten aus &. Offen- 
bar gibt es in @ ein Element %+0, so daB x-f(z)=g(zx) m > ge- 
hért. Ist g(x) ein Polynom aus R,, das g(x) zugeordnet ist, so ist 
g(a)=q ein Nullteiler aus ©. Verschwindet von diesem etwa die o-te 
Potenz, so enthialt a, die regulire Funktion (g(z))*. 

Definition 2. a aus S heiBt regular algebraisch in bezug auf R, 
wenn a, regulares Ideal erster Art ist. 

Einen Oberring © nennen wir regular algebraische Erwetterung von R, 
wenn es ein wohlgeordnetes System von Ringen gibt: R, R,, R,,..., Re, -..,S 
derart, da8 jeder Ring durch Adjunktion eines regular algebraischen Ele- 
mentes aus dem vorangehenden hervorgeht oder (falls ein unmittelbar 
vorangehender nicht existiert) die Vereinigungsmenge der vorangehenden 
Ringe ist. 

II. Der Oberring G ist dann und nur dann regular algebraische 
Erweiterung von R, wenn er algebraisch ist und keine neuen Nullteiler 
enthalt, d.h. alle seine Nullteiler schon in ®t liegen. 

Ist zunichst a regulir algebraisch in bezug auf ®, so ist R(a)~ R,|a, 
und die Nullteiler von R(a@) sind diejenigen Elemente, die den aus dem 
zugehérigen Primideal p, hervorgehenden Restklassen entsprechen; diese 
kénnen aber, da a, Ideal erster Art ist, durch Elemente aus § reprisen- 
tiert werden, so daB also i(a) keine neuen Nullteiler enthalt. Ist © eine 
47* 
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beliebige regular algebraische Erweiterung von Rt, so ergibt sich diese 
Tatsache leicht durch transfinite Induktion. 

Ist umgekehrt © eine algebraische Erweiterung von Rt, die keine 
neuen Nullteiler enthilt, so sei a ein Element aus S, G’ ein beliebiger 
Zwischenring zwischen R und ©. Dann ist a regular algebraisch in bezug 
auf ©’; denn da alle Nullteiler von S’ (a) bereits in Rt liegen, so miissen 
die Restklassen, in die das zum Nullstellenideal gehérige Primideal zer- 
fallt, durch Elemente aus § reprisentierbar sein. Hiernach kann man 
mit Hilfe des Wohlordnungssatzes eine verlangte Kette von Ringen leicht 
konstruieren. 

Jede algebraische Erweiterung G von KR zerfillt eindeutig in eine 
Nullteilererweiterung (durch Adjunktion von Nullteilern entstehende) und 
eine darauf folgende regular algebraische Erweiterung. In der Tat braucht 
man offenbar nur alle Nullteiler von G zu R zu adjungieren, um eine 
solche Zerlegung zu erhalten; da8 es keine andere derartige Zerlegung gibt, 
ist ebenfalls evident. 


Definition 3. Ein transzendentes Element a aus © heibe regular 
transzendent in bezug auf R, wenn a, Ideal erster Art ist. 

Entsprechend heife ein Oberring G regulir transzendente Erweite- 
rung von R, wenn es ein wohlgeordnetes System von Ringen gibt: 
R, R,, R,,..., M.,..., SG derart, daB jeder Ring durch Adjunktion eines 
regular transzendenten Elementes aus dem vorangehenden hervorgeht oder 
(falls ein unmittelbar vorangehender nicht existiert) die Vereinigungsmenge 
der vorangehenden Ringe ist. 

III. Der Oberring S ist dann und nur dann reguldr transzendente 
Erweiterung von R, wenn er transzendent ist und keine neuen Nullteiler 
enthdlt. 

Die Richtigkeit ergibt sich genau wie bei II. Ebenso zerfillt, wenn 
@ rein transzendente Erweiterung von & ist, © eindeutig in eine Null- 
teilererweiterung und eine darauf folgende regular transzendente. 

Ein beliebiger Oberring G von R zerfallt der Reihe nach in 1. eine 
Nullteilererweiterung, 2. eine darauf folgende regular transzendente, 3. eine 
darauf folgende regular algebraische Erweiterung. Man braucht eben nur 
alle Nullteiler von G zu ® mz adjungieren und dann I zu benutzen, in- 
dem man beachtet, daB jede Erweiterr 1g eines Kérpers in eine rein tran- 
szendente und eine darauf folgende algebraische zerfallt. Lassen sich diese 
drei Stufen jeweils durch Adjunktion endlich vieler Elemente erreichen, 
so wollen wir © einen endlichen Oberring nennen. Dann gilt nach dem 
Vorangegangenen: 

Ein beliebiger endlicher Oberring © des primiren Ringes R entsteht, 
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indem man 1. in R, ein Ideal q, zweiter Art Null setzt, R’ = = R,\ 433 
2. in R/ ein nicht sigeiinen Ideal erster Art q,, R” = R/|q,; 3. in KR,” 
ein seguilees Ideal erster Art q,, © = G,"|q,. 


Da man jeden beliebigen Oberring von aus endlichen Oberringen 
aufbauen kann, so reichen also die beiden angegebenen Typen von Idealen 
zur Beschreibung dieser allgemeinsten Erweiterung aus. Hiermit ist die 
wesentliche Frage aufgeworfen, wann zwei regulire Erweiterungen beziiglich 
R aquivalent sind, d.h. wie weit man aus der Definition der Ideale erster 
Ari auf Isomorphie ihrer Restklassenringe schlieBen kann. 


Diese Betrachtungen bleiben giiltig, wenn man als Grundbereich R 
einen speziellen primaren Ring wahlt. Unter einem Oberring S von R 
verstehen wir dann einen solchen Erweiterungsring von ft, der ebenfalls 
speziell primar ist. Ist S ein System von Elementen aus ©, so bedeutet 
R(S) den Durchschnitt aller in G gelegenen Oberringe von R, die aile 
Elemente von S enthalten; (S) ist wieder Oberring. Ein regulires 
Ideal a in ®t, ist dann und nur dann Nullstellenideal, wenn es primar 
ist, kein Element aus # enthalt und die Dimension Null hat; denn dann 
hat das zugehérige Primideal keinen von o verschiedenen echten Teiler 
und im Restklassenring nach a werden alle reguléren Elemente Einheiten. 
Definition 1 und 2, sowie I und II und die Zerfallung der algebraischen 
Erweiterungen gelten auch hier. Die Definition der regular transzendenten 
Erweiterungen gestaltet sich etwas anders. Man betrachtet hier zweck- 
maBig nicht Nullstellenideale i in Rt,, sondern Nullteilerideale u im Quotienten- 
ring RK, von §, nach py; ; u heiBe dann ganz analog Ideal erster Art, 
wenn jeder Nullteiler von R,* modulo u einem Element aus  kongruent 
ist. Modifiziert man Definition 3 in diesem Sinne, so bleibt III und das 
obige SchluBresultat bestehen. 


2. Ich zeige noch kurz, wie sich im Falle rein transzendenter Er- 
weiterungen die Begriffe der Kérpertheorie direkt iibertragen. 

a aus © heiBe total transzendent, wenn a, = (0); © heiBe rein tran- 
szendente Erweiterung von R, wenn es ein wohlgeordnetes System von 
Oberringen gibt: R, R,, R,,-.., R.,...,S, derart, daB jeder Ring durch 
Adjunktion eines total transzendenten Elementes aus dem vorangehenden 
hervorgeht oder (falls ein unmittelbar vorangehender nicht existiert) die 
Vereinigungsmenge der vorangehenden Ringe ist. Analog der K6rper- 
theorie gilt: 


IV. Ist S rein transzendente Erweiterung von R, so ist jedes EHle- 
ment von © total transzendent; ausgenommen sind nur die Nullteiler und 
diejenigen Elemente, die sich als Summe eines reguliren Elementes aus R 
und eines Nullteilers darstellen lassen. 
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DaB diese letzteren Elemente ausgeschlossen sind, ist natiirlich klar, 
denn sie geniigen Gleichungen der Form r¢ = 0 bzw. (x —a)*=0. Ist 
a ein von diesen verschiedenes Element und ft, R,,..., #.,...,©6 ein 
System von Ringen nach Definition, ferner R, der erste Ring, in dem a 
vorkommt, so existiert offenbar ein vorangehender Ring R,_,. Fiir durch 
Adjunktion eines total transzendenten Elementes entstehende Erweite- 
rungen, d. h. fiir den Polynombereich einer Unbestimmten, ergibt sich die 
Behauptung aber wie folgt. Ist f(z) eine Funktion positiven Grades, so 
sei etwa a,+ a,f(x)+...+4,(f(z))" =0 eine Gleichung niedrigsten 
Grades, der f(x) geniigt (a; aus R, a,+0); hieraus wiirde folgen: 
f(z) (a, +a, f(z) +...+ a, (f(x))"* =a,. Da f(x) in einem geeig- 
neten Erweiterungsring eine Nullstelle besitzt (man braucht nur zum Rest- 
klassenring nach dem Hauptideal (/(x)) iiberzugehen), ist diese Beziehung 
unméglich. 


V. Ist {...a,...} ein wohlgeordnetes System von Elementen aus 
einem Oberring S, und a, total transzendent in bezug auf den durch Ad- 
junktion seines Abschnittes zu Rt hervorgehenden Ring, so ist a, auch 
total transzendent in bezug auf den Ring, der aus Rt durch Adjunktion 
aller iibrigen a, entsteht. Der Beweis kann wértlich wie in der Kérper- 
theorie gefiihrt werden’*). 


Ein System S von Elementen aus © heiBe irreduzibel, wenn jedes 
seiner Elemente total transzendent ist in bezug auf den durch Adjunktion 
der iibrigen Elemente entstehenden Ring. Wegen V ist ein Oberring dann 
und nur dann rein transzendent, wenn er durch Adjunktion eines irredu- 
ziblen Systems erhalten werden kann. Ist namlich © rein transzendent 
und fi, R,,..., R.,...,G ein System von Ringen nach Definition, be- 
deutet ferner S das System der primitiven Elemente derjenigen Ringe ., 
die unmittelbar vorangehende besitzen, so ist R(S)=—G und S nach V 
irreduzibel; ist umgekehrt S irreduzibel, so kann man vermittelst des 
Wohlordnungssatzes leicht ein definitionsgemiBes System von Ringen fiir 
R(S) aufstellen. 

Zwei verschiedene Elemente des irreduziblen Systems S kénnen offen- 
bar nicht nach dem Ideal aller Nullteiler von © kongruent sein; daher 
haben § nnd § stets gleiche Machtigkeit, wenn S das homomorphe System 
in = bedeutet. Ist ferner S irreduzibel in bezug auf R, so ist, wie man 
sich leicht iiberzeugt, S irreduzibel in bezug auf &, und ist S erzeugen- 
des irreduzibles System von G, d.h. R(S)—=G, so ist auch @(S)—2. 
Bei Kérpererweiterungen haben nach Steinitz alle erzeugenden irreduziblen 
Systeme gleiche Machtigkeit; aus dem eben Bemerkten folgt, daB sich dies 





15) Vgl. etwa Steinitz. 
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vermittelst der Homomorphie ohne weiteres auf primaire Ringe iibertragt. 
Wir kénnen also auch hier einen ,,Transzendenzgrad“ als die gemeinsame 
Machtigkeit aller erzeugenden irreduziblen Systeme definieren; der Tran- 
szendenzgrad von © in bezug auf ®t ist gleich dem von & in bezug auf &. 

Haben ©, und ©, gleichen Transzendenzgrad t, so sind sie beziig- 
lich Rt aquivalent; fiir t= 1 ist dies unmittelbar klar, allgemein folgt es 
durch transfinite Induktion. Sind umgekehrt ©, und ©, mit den Tran- 
szendenzgraden t, und 1, aquivalent beziiglich i, so sind offenbar 2, und 
und 2, beziiglich P aquivalent, also auch 2, und &, dquivalent beziig- 
lich & und die Kérpertheorie ergibt t, = 1,. Also: 

Zwei rein transzendente Erweiterungen von R sind dann und nur 
dann beziiglich R dquivalent, wenn sie gleichen Transzendenzgrad haben. 

Auch diese Entwicklungen bleiben unter Voraussetzung eines speziell 
primaren Grundbereiches bestehen. Die Begriffe Oberring und Adjunktion 
sind so zu verstehen, wie in 1. definiert; dann kann die Definition des 
total transzendenten Elemertes ungeandert bleiben und IV, V, sowie das 
SchluBergebnis iiber die Aquivalenz gelten auch hier, wie man sich leicht 
iiberzeugt, wenn man beachtet, daB man die jeweiligen Oberringe bekommt, 
wenn man zunichst im Sinne der allgemein primaren Ringe erweitert und 
dann zum Quotientenring iibergeht. 


(Eingegangen am 15. 5. 1926.) 


Berichtigung 


zu dem Aufsatze von P. E. Bohmer ,Uber die Transzendenz gewisser dyadischer 
Briiche“, Math. Annalen 96, 8. 367—377. 


8. 371 Z. 12 v. o. lies: 


1-2)* > q 
CS J) (a) =1. 
q=1 hs: 








Normalbereiche und Dimensionstheorie. 


Von 


Witold Hurewicz in Amsterdam. 


Einleitung. 


Die folgende Arbeit schlieBt sich an die Menger-Urysohnsche Dimen- 
sionstheorie*). Der Dimensionsbegriff dieser beiden Autoren, der (wie in 
der vorliegenden Arbeit nachgewiesen wird) fiir alle separablen metrischen 
Raume mit dem ,natiirlichen“ Dimensionsbegriff von Brouwer*) im wesent- 
lichen identisch ist, kann heute bereits als klassisch bezeichnet werden. 
Wir kniipfen insbesondere an die Formulierung dieses Begriffes durch 
K. Menger, welcher einen Raum héchstens n-dimensional nennt, falls zu 
jedem Punkt des Raumes beliebig kleine Umgebungen mit héchstens 
(nm — 1)-dimensionalen Begrenzungen existieren, wobei die leere Menge 
als (— 1)-dimensional bezeichnet wird. 

In Anlehnung an diesen Gedanken legen wir allgemein einen Be- 
reich % von Punktmengen zugrunde und bezeichnen mit N* den Bereich 
aller Punktmengen, auf deren simtliche Punkte sich Relativumgebungen 
zusammenziehen, deren Begrenzungen Mengen des Bereiches 9 sind. Wir 
untersuchen dann die Beziehung zwischen den beiden Bereichen 3 und R*. 
Der Bereich %, von dem wir ausgehen, wird dabei folgenden Bedingungen 
unterworfen. 


1. Ist M eine Menge aus M, so auch jede Teilmenge von M. 


2. Ist M Summe von abzihlbar vielen in M abgeschlossenen Mengen, 
die alle zum Bereich % gehéren, dann gehért auch M zum Bereich N. 


*) Menger, Wber die Dimension von Punktmengen, Monatshefte f. Math. u. Phys. 
88 und 84, Proc. Ac. Amst. 27 und 29 (ialtere Arbeiten), sowie den Bericht iiber 
die Dimensionstheorie, Jahresber. d. deutschen Math.-Vereinigung 35. — Urysohn, 
Comptes Rendus 175, sowie das dem Verfasser bei der Abfassung der vorliegenden 
Arbeit noch unbekannte Mémoire s' ~ les multiplicités Cantoriennes, Fund. Math. 7 
und 8. . 


*) Brouwer, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 142, sowie Proc. Ac. Amst. 26, 27. 
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Einen Bereich von Punktmengen, welcher diesen beiden Bedingungen 
geniigt, bezeichnen wir kurz als Normalbereich, und ein Hauptresultat der 
vorliegenden Arbeit besagt, daB der nach der obigen Vorschrift aus einem 
Normalbereich ® abgeleitete Bereich N* ebenfalls ein Normalbereich ist. 

Im ersten Teil dieser Arbeit untersuchen wir eingehend die null- 
dimensionalen Mengen, den Bereich 9* jener Mengen also, der nach der 
erwahnten Vorschrift hervorgeht aus dem Bereich 9, welcher bloB die 
Jeere Menge enthalt. 

Die allgemeinen Uberlegungen des zweiten Teiles gestatten dann, 
jeden fiir die nulldimensionalen Mengen bewiesenen Satz mutatis mutandis 
fiir beliebige Normalbereiche auszusprechen, insbesondere fiir die separa- 
blen héchstens n-dimensionalen Mengen, welche gleichfalls einen Normal- 
bereich bilden. Von den wichtigsten dimensionstheoretischen Resultaten, 
die wir auf diese Weise erlangen, seien hier die folgenden hervorgehoben: 
Eine separable Menge, die Summe ist von abzahlbar vielen in ikr abge- 
schlossenen héchstens n-dimensionalen Mengen, ist héchstens n-dimen- 
sional, Eine separable Menge ist n-dimensional dann und nur dann, wenn 
sie Summe ist von n-+1, aber nicht von weniger nulldimensionalen 
Mengen. Jeder Punkt einer kompakten Menge, in welchem dieselbe eine 
Dimension > n hat, liegt in einem Kontinuum von Punkten, in welchen 
die Menge eine Dimension > n hat. Jede n-dimensionale separable Menge 
enthilt eine in ihr abgeschlossene Menge, deren jeder relativ offene Teil 
n-dimensional ist. 


I. Teil. 
Ober die nulldimensionalen Mengen. 


§ 1. 
Einige Eigenschaften der nulldimensionalen Mengen. 


Die nicht leere Menge M eines metrischen Raumes heiBt nulldimensio- 
nal, wenn auf jeden Punkt von M eine Folge von Teilmengen von M sich 
zusammenzieht"), deren Begrenzungen in M*) leer sind. Desgleichen kann 
man zur Definition der nulldimensionalen Mengen die Forderung beniitzen, 
daB zu jedem Punkt p von M und zu jeder Umgebung U von 7 eine Zerlegung 
von M in zwei zueinander fremde und in M abgeschlossene Mengen 


5) Man sagt, eine Mengenfolge {M,} zieht sich auf den Punkt p (auf die 
Menge M) zusammen, wenn p(M) in allen M, enthalten ist und wenn in jeder Um- 
gebung von p(M) fast alle M, enthalten sind. 

*) Mit M bezeichnet man die abgeschlossene Hiille von M. Ist M Teilmenge der 
Menge A, dann bezeichnet man als Begrenzwng von M in A die Menge M-(A—M) + 
(A—M)-M. 
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existiert, so daB eine der beiden Mengen den Punkt p enthalt und in U 
enthalten ist. 

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar, daf jeder Teil einer null- 
dimensionalen Menge nulldimensional ist. Wir charakterisieren ferner 
die nulldimensionalen Mengen durch eine Zerlegungseigenschaft, die wir 
mehrmals verwenden werden. Dabei beschrinken wir uns, wie im folgen- 
den iiberhaupt, auf separable Mengen, d. h. auf Mengen, in denen eine 
abzahlbare Teilmenge dicht liegt. 

Satz 1 Damit eine separable Menge M nulidimensional sei, ist 
notwendig und hinreichend, daB M fiir jede positive Zahl « in abzdhibar 
viele paarweise fremde, in M offene Mengen mit Durchmessern < « zer- 
legt werden kénne. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei namlich M eine nulldimensionale 
separable Menge und sei «> 0 gegeben. Zu jedem Punkt p von M exi- 
stiert eine p enthaltende Teilmenge V(p) von M, deren Begrenzung im M 
leer und deren Durchmesser < ¢ ist. Die Mengen V(p) und M — V(p) sind 
in M offen. Es gibt nach dem verallgemeinerten Borelschen Theorem unter 
den Mengen V(p) abzahlbar viele, etwa die Mengen V,, V,, ..., V,, ---; 
deren Summe M ist. Setzen wir dann U, = V, und fir n>1 U,=V,- 
(M—V,)- (M—V,)...(M—V,_,), dann sind die Mengen U,, als 
Durchschnitte endlich vieler in M offener Mengen, in M offen; sie sind 
ferner paarweise fremd und ihre Durchmesser sind < ¢ und ihre Summe ist M. 

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen namlich, M kénne fiir 
jedes «>0 in eine Folge {U,} von in M offenen Mengen mit Durch- 
messern <e gespalten werden; dann sind auch die Mengen M — U,, als 
Summen von in M offenen Mengen, in M offen. Daher sind die Begrea- 
zungen der U, in M leer, und es existiert mithin zu jedem Punkt p von M 
und zu jedem «> 0 eine Teilmenge < « von M, die p enthalt und deren 
Begrenzung in M leer ist. Also ist M nulldimensional. 

Per definitionem wird fiir eine nulldimensionale Menge bloB gefor- 
dert, daB sich auf jeden ihrer Punkte eine Folge von Relativumgebungen 
mit leeren Relativbegrenzungen zusammenziehe, oder, was, wie man leicht 
einsieht, auf dasselbe hinauskommt, da8 sich auf jeden shrer Punkte eine 
Folge von Umgebungen mit zur Menge fremden Begrenzungen zusammen- 
ziehe. DaB dasselbe fiir jeden beliebigen Punkt des Raumes gilt, wollen 
wir nunmehr beweisen. Wir nennen dabei in iiblicher Weise zwei Mengen 
M, und M, getrennt, wern die Beziehung besteht M, -M,+ M,-M,=0, und 
stiitzen uns, wie auch mehrmals im folgenden, auf den Tietzeschen Satz **): 


4a) Vgl. Tietze, Math. Annalen 88, S. 310, — Als Menge U des Satzes kann 
beispielsweise die Menge aller Punkte genommen werden, deren Abstand von M, 
kleiner ist als von M,. 
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Sind die Mengen M, und M, getrennt, dann gibt es eine offene Menge U 
derart, daB M, <U und M,-U =0 ist. 


Satz Il. Ist M eine separable nulldimensionale Menge, so zieht 
sich auf jeden Punkt des Raumes eine Folge von Umgebungen, deren Be- 
grenzungen zu M fremd sind, zusammen, m.a.W. eine separable null- 
dimensionale Menge bleibt auch nach Hinzufiigung eines beliebigen ein- 
zelnen Punktes nulldimensional. 

Sei p ein beliebiger Punkt des Raumes und « > 0 vorgegeben. Wir 
bezeichnen mit U(p;2) die Menge aller Punkte, die von p einen Ab- 
stand <e haben, und wollen nachweisen: Es existiert eine Umgebung 
V < U(p;e) von p, deren Begrenzung zu M fremd ist. Nach Satz I ist M 
Summe einer Folge {U,} von in M offenen paarweise fremden Mengen 


mit Durchmessern <3. Sei {U,'} Jie Teilfolge von {U,}, bestehend 
aus allen denjenigen U,, die in U (p; 5) enthalten sind. Wir setzen 
V*= S'U%. Sowohl V* als auch M— Y* sind (als Summen von in M 


n=1 
offenen Mengen) in M offen, diese beiden Mengen liegen daher getrennt. 
Da p nicht in M—V* liegt und V* <U (p; 5) gilt, sind, wenn wir 
mit CU(p;«) das Komplement von U(p;«) bezeichnen, auch die Mengen 


(p)+V* und (M—V*)+CU(p;«) getrennt. Dann existiert aber nach 
dem Tietzeschen Satze eine Umgebung V von p, so daB gilt: 


(*) V*<V<U(p;e), V.(M—V*)=0. 


Aus (*) folgt (V— V)-M=(V—V)-V*+(V—YV)-(M—V*)=0, ah. 
die Begrenzung von V ist zu M fremd. Damit ist Satz II bewiesen. 

Zufolge Satz II existieren fiir alle Punkte des Raumes beliebig kleine 
Umgebungen, deren Begrenzung zur nulldimensionalen Menge M fremd 
sind. Wir wollen nun zeigen, daB auch zu den Mengen des Raumes be- 
liebig kleine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen zu M fremd sind. 
Unter einer Umgebung U(N;«) der Menge N verstehen wir dabei die 
Menge aller Punkte, die von NW einen Abstand <« haben; als Umgebung 
von N schlechthin bezeichnen wir jede N enthaltende offene Menge. 

Satz III. Ist M eine separable nulldimensionale Menge, so gibt es 
zu jeder Menge N und zu jeder reellen Zahl « >0 eine Umgebung von N 
U(N)< U(N,«), deren Begrenzung zu M fremd ist. Ist die Menge N 
in N+ M abgeschlossen, dann gibt es zu jeder Umgebung U von N eine 
Umgebung V <U von N, deren Begrenzung zu M fremd ist. 

Zum Beweis der ersten Hilfte von Satz III hat man blo8 im Be- 
weis von Satz II den Punkt p durch die Menge N zu ersetzen. 
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Zum Beweis der zweiten Hilfte bezeichnen wir fiir jede natiirliche 
Zahl k mit N, die Menge aller Punkte von N, deren Abstand vom Kom- 


plement CU der Menge J > . ist. Es ist dann N= 2: Zu jeder 


Menge N, existiert nach dem "testi bewiesenen Teil von Satz III eine 
Umgebuug V, mit zu M fremder Begrenzung, so daB N, < V, < u(N; x) 


gilt. Setzen wir V= PAZ dann ist V eine Umgebung von N und es 


giltV<U. Die Begrenseng von V ist zu M fremd. Denn angenommen, 
p wire ein Punkt von M auf der Begrenzung von V. Da N in N+ M 
abgeschlossen ist und p auBerhalb N liegt, gibt es eine natiirliche Zahl m 
derart, daB der Abstand zwischen p und N > - ist. Setzen wir V* = By V,; 


dann gehért wegen V,*< u(N; =) der Punkt p nicht zu VX. Mit Riick- 
sicht auf V==V,+V,+...+V,,_,+ Vm miiBte daher p auf der Be- 
grenzung einer der Mengen V,, V,,..., V,,., liegen, was der Voraus- 
setzung widerspricht, daB die Begrenzungen dieser Mengen zu M fremd 
sind. Damit ist auch der zweite Teil von Satz III bewiesen. 

Wir kénnen nunmehr die nulldimensionalen Mengen durch das Ver- 
halten der relativ abgeschlossenen Mengen charakterisieren. 


Satz IV. Damit die separable Menge M nulldimensional sei, ist 
notwendig und hinreichend, daB es zu je zwei zueinander fremden, in M 
abgeschlossenen Mengen N, und N, zwei ebensolche Mengen gebe, so dap 


: N,<M,, N,<M, M,+Mz—M 
gett. 

Die Bedingung ist notwendig. Seien namlich N, und N, zwei zu- 
einander fremde, in der nulldimensionalen Menge M abgeschlossene Mengen. 
Das Komplement C(N,) von N, ist eine Umgebung von N,. Nach 
Satz III existiert also eine Umgebung U<C(N,) von N, mit zu M 
fremder Begrenzung. Die Mengen M,=U-M und M, = M— M, sind 
zueinander fremd, in M abgeschlossen und es gilt N, << M,, N, < M,. 

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen namlich, sie sei erfiillt 
und es sei p ein beliebiger Punkt von M, U eine Umgebung von p. Die 
Mengen (p) und M—U sind zueinander fremd und in M abgeschlossen. 
Es existiert also eine Zerspaltung von M in zwei in M abgeschlossene 
Mengen M, und M,, so daB (p)< M,<U ist. Folglich ist M null- 
dimensional. 

Wir bringen nun eine metrische Charakterisierung durch Zerlegungseigen- 
schaften fiir die beiden mit Riicksicht auf Euklidische Raume wichtigsten 
Klassen separabler nulldimensionaler Mengen, namlich fiir die kompakten 
Mengen (d. s. jene, von denen jede unendliche Teilmenge einen Haufungspunkt 
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im Raum besitzt) und fiir die Mengen, welche Summe von abzahlbar vielen 
kompakten Mengen sind, die wir im Anschlu8 an K. Menger®) als halb- 
kompakt bezeichnen®*). In Anlehnung an Menger*) bezeichnen wir zu 
diesem Zweck als Nullfolge von Mengen eine endliche oder abzihlbare 
Folge von Mengen, deren Durchmesser, falls die Folge unendlich ist, 
gegen Nuil konvergieren. Es gilt dann 


Satz V. Damit die kompakte (bzw. halbkompakie) Menge M null- 
dimensional sei, ist notwendig und hinreichend, daB M fiir jede Zahl 
e>0 Summe sei von endlich vielen (bzw. von einer Nullfolge von) 
zueinander fremden, in M abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser 
<e sind. 

Wir beweisen zunichst die Notwendigkeit der Bedingung’). Ist M 
eine kompakte nulldimensionale Menge und e > 0 gegeben, dann existiert 
zu jedem Punkt von M eine Umgebung mit Durchmesser <e und mit 
zu M fremder Begrenzung. Nach dem Borelschen Theorem ist M schon 
in der Summe von endlich vielen unter diesen Umgebungen, etwa von 
Ty, , Day cess Vas enthalten. Setzen wir A, = U,-M und A, =[U,,—(U,+ 
U, +...+U,,_,)|-M (m= 2, 3...), dann sind die Mengen A,, wie man 
leicht sieht, in M abgeschlossen und zuein:.nder incmd, und es gilt M = A, 
+ Ay+...+A,. 


Sei nun M eine halbkompakte nulldimensionale Menge, also VU = Px. 


wo die M, kompakte nulldimensionale Mengen sind, und sei e > 0 vor- 
gelegt. Die Menge M, ist nach dem eben Bewiesenen enthalten in der 
Summe von endlich vielen Umgebungen, deren Begrenzungen zu M fremd 
und deren Durchmesser < ~ sind. Die fiir alle Mengen M, auf diese 
Weise definierten Umgebungen kann man in eine Folge {U;} von Um- 
gebungen mit geger. Null We 9 TE Durchmessern anordnen. Setzen 
wir dann A, =(U,,—(U,+U0,+...-+-U,_,)]-M, so geniigen die 
Mengen A, offenbar den Voudernnaes von Satz V. 


5) Vgl. Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 84 (1924), S. 148. 

5*) (Zusatz bei der Korrektur): Fir die Giiltigkeit der folgenden Charak- 
terisierungen ist natiirlich nur erforderlich, daB die Menge in irgendeinem sie um- 
fassenden metrischen Raum kompakt bzw. halbkompakt sei. Fiir das letztere ist 
nach Hausdorff (Mengenlehre, 1914, S. 311) notwendig und hinreichend, daB die 
Menge total beschrankt (d.h. fiir jedes «>0 Summe von endlich vielen Mengen mit 
Durchmessern <«) bzw. Summe von abzahlbar vielen total beschrinkten Mengen sei. 

*) Vgl. Menger, Wiener Ber. 183 (1924), 8. 421. 

") Dieser Beweis entsteht durch Kombination des Satzes Il mit einem von 
Menger oft verwendeten Verfahren. — (Zusatz bei der Korrektur): Der Beweis 
von Satz V laBt sich sehr einfach auch ohne Beniitzung von Satz II auf Grund der 
totalen Beschrinktheit von M erbringen. 
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Den Beweis dafiir, daB die Bedingungen von Satz V auch hinreichend 
seien, stiitzen wir auf den folgenden 
Satz VI. Ist M= SA, wo die Mengen A, eine Nullfolge von 


paarweise fremden, in M ‘Glgeschlesoenen Mengen darstellen, dann gibt 
es zu jeder der Mengen A, und zu jeder Umgebung U von A, eine Um- 
gebung V<U von A,, deren Begrenzung zu M fremd ist. 

Wir beweisen die Behauptung etwa fiir die Menge A, und fiir die 
vorgelegte Umgebung U, von A,. Es sei {Az} die Teilfolge der Folge {A,}, 
welche aus allen Mengen A, besteht, die mit der Begrenzung B (U,) 
von U, mindestens einen Punkt gemein haben. Wir zeigen zunichst, daf 
die Menge P, = +4 in M abgeschlossen ist. Sei zu diesem Zweck p 


ein zu M gehdriger Haufungspunkt von P,. Gehért p zu B(U,), dann 
gehért p per definitionem auch zu P,. Liegt aber p nicht in B(U,), 
dann ist der Abstand zwischen p und B(U,) positiv, etwa —r> 0. 
Sei dann die natiirliche Zahl m so gewahlt, daB die Durchmesser aller 


Mengen A, , fiir n =m, kleiner als r sind. Die Menge SZ Ans besitzt den 

Punkt p nicht als Haufungspunkt; also ist p Hiafangspunkt der in M 
-1 

abgeschlossenen Menge 'S 4 und gehért folglich zu P,. Die Menge P, 


a=1 


ist also abgeschlossen. 

Die Mengen A, und P, + A, sind in M abgeschlossen und zueinander 
fremd; sie liegen daher getrennt. Es gibt daher eine offene Menge U, 
mit folgenden Eigenschaften: P, + A, < U,, U,-A,=0. Sei nun P, die 
Summe aller Mengen der Folge {A,}, welche zur Begrenzung B(U,) von 
U, nicht fremd sind. P, ist wiederum in M abgeschlossen und zu P, + A, 
fremd. Wir unterscheiden zwei Fille: 

a) A, ist Teilmenge von P,. Dann sind die Mengen P, + A, = P, 
und P, + A, getrennt. 

b) A, ist nicht Teilmenge von P,. Dann ist P,-A,=0 und die 
Mengen P, und P, + A, + A, sind getrennt. 

In beiden Fallen gibt es eine offene Menge U, mit der Begrenzung 
B(U,), so daB folgende Redingungen erfiillt sind: 


P,<U,, U,-P,=0, U,:4,= 0, B(U,)-A, = 0. 
Angenommen, es seien bereits die Mengen U,,U,,...,U, gema8 
folgenden Bedingungen definiert: 


1. ann oe n? 
2. U,-P._,=0 
8. U.-A.=0 


oe 
& 
2 p 
be 


> 
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wobei B(U,) die Begrenzung von U,, P, die Summe aller Mengen A, 
die zu B(U,) nicht fremd sind, bezeichnet. P, ist in M ab 

Aus 1. und 4. ergibt sich, daB 4c B(U,)=0, und daB 
folglich die Mengen P, und P,_,+A,,, zueinander fremd sind, Daher 
sind entweder die Mengen P,-+A,,, und P,_,+A,,, oder die Mengen 
P,, und P, a ie getrennt. In "beiden Fallen existiert eine 
offene Menge U,4,, 80 dab 


P, < UO, 445 Ou41°P,-1=9, Dus2' Anes = 9, B(0,.41)*Ay4 = 0- 


Das Verfahren laBt sich also ad infinitum fortsetzen. Aus 3. folgt 
sodann mit Riicksicht auf M= 5 A: 


a=1 
(*) M-][U,=0. 
n=1 
Aus 1. und 2. ergibt sich, wenn man in 2. mn durch n+1 ersetzt, 
(**) M-B(U,_,)< P,-, <U,—U,4; (m= 1,2,...). 


Setzen wir nun: 
V=U,—U,+0U,-U,-(U,— 04) +... +0 9:0, ..-Ugn—1(Uan— Ognys) ++: 
Die Menge V ist offen und es gilt wegen 8. 4, < V<U,. Wir wollen 


zeigen, daB die Begrenzung B(V) von V zu M fremd ist. Man sieht zu- 
nachst leicht, daB folgende Beziehungen bestehen: 


(a) Uy-U, ---Ua4*Usn — Danes) <V 

(b) U9°U, ---Uans1 Janta — Osn+a)'V= 0 shea } 
(Da die Menge U,-U, ... Usns; — Uans9) offen, folgt aus (b) 

(b’) O° Uy.» Usn+s* (Usnas — Danes) V=0. 

Aus (a) und (b’) ergibt sich: 

(c) U,-U, ... U,-B(V)-(U, —U,4,)=0 (n—0,1,2,...). 


Nach (**) und (c) ist 
(4) M-B(V) ‘T10,-B,) < M-B(V)- 1] Uq-(Unss — U,,,)=0. 
Aus (c) und (d) folgt: 
(e) arta rh pe odd U,:U, . pe 

= M-B(V)-Uy-U,.--Uy-U,4, +: a0 Uy:U, ..-U,-B(Oy4) 

“tinee © | 
Mehrfache Anwendung von (e) ergibt: 

M-B(V) = M-B(V)-U, = M-B(V)-U,:U, =... 
= M-B(V)-U,-U,...U, =... 
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und daraus folgt nach (*): 
M-B(V)=0, 
womit Satz VI bewiesen ist **), 
Aus ihm folgt unmittelbar, da8 die Bedingung von Satz V hinreichend 
ist. Sei nimlich M fiir jedes « > 0 Summe einer Nullfolge von paarweise 
fremden, in M abgeschlossenen Mengen <-e. Ist dann ein Punkt p von 


M und ein « > 0 vorgegeben, dann kénnen wir M = SA, setzen, wobei 
n=! 


p im A, liegt, A, < U(p;) gilt und die Mengen A, den Voraussetzungen 
von Satz VI geniigen. Es existiert dann, dem Satz VI zufolge, eine Um- 
gebung V von p, mit zu M fremder Begrenzung, so daB A, < V < U(p; «) 
gilt. Also ist M nulidimensional. Damit ist Satz V in allen Stiicken 
bewiesen. 

Es seien noch zwei Nebenergebnisse erwahnt, welche durch den Beweis 
von Satz V mitbewiesen sind: a) Hine zusammenhdngende Menge M kann 
nicht in eine Folge von paarweise fremden in M abgeschlossenen Mengen 
mit gegen Null konvergierenden Durchmessern gespalten werden‘). Dies 
ist eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 2. 

b) Bilden die Komponenten oder die Quasikomponenten*) einer 
Menge M eine Nulifolge, dann stimmen die Komponenten und die Quasi- 
komponenten von M iiberein. Nehmen wir erstens an, die Komponenten {A,} 
der Menge M bilden eine Nullfolge. Seien p und g zwei Punkte von M, 
die zu verschiedenen Komponenten, etwa zu A, und A, gehéren. Da die 
A,, in M abgeschlossen sind, kénnen wir auf die Folge {A,} den Satz VI 
anwenden. Es existiert also eine offene Menge V mit zu M fremder 
Begrenzung, so daB A, < V gilt und gq nicht in V liegt. Dann liefert die 
Formel M = M-V +(M— M-V) eine Zerlegung von M in zwei in M ab- 
geschlossene Mengen, von denen die eine den Punkt p, die andere den 
Punkt g enthait. » und g gehéren also zu verschiedenen Quasikompo- 
nenten. Folglich st‘mmen die Komponenten und die Quasikomponenten 
von M iiberein. 

Nehmen wir zweitens an, die Quasikomponenten von M bilden eine 
Nullfolge {B,}. Die B, sind in M abgeschlossen. Waren die Kompo- 


**) (Zusatz bei der Korrektur): Satz VI la8t sich einfacher beweisen, wenn 
man folgende leicht beweisbare Tatsache beniitzt: Sind M, und M, & M abgeschlossene 
Mengen und gibt es unter den Mengen A, keine, die sowohl mit M, als auch mit M, 
Punkte gemein haben, dann existieren zwei offene Mengen U, > M, und U,> M,, 80 
daB keine Menge A, gleichzeitig mit U, und U, Punkte gemein hat. 

®) Nach Sierpifiski (Tékohu Math. J. 13, S. 300) kann man gewisse nichtbe- 
schrinkte Kontinua in abzihlbar unendlieh viele paarweise fremde Teilkontinua 
zerlegen. 

*) Vgl. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre 1914, S. 248. 


Normalbereiche und Dimensionstheorie. 745 


nenten mit den Quasikomponenten von M nicht identisch, so lieBe sich 
mindestens eine der Mengen B,, etwa B, in zwei in B, und mithin in M 
abgeschlossene, zueinander fremde Mengen Bi und BY zerlegen. Auf die 
Folge Bi, Bi, B,, B,,..., B,,... kann man Satz VI anwenden und daraus 
wie oben folgern, da je zwei Punkte p und g, von denen der eine in By, 
der andere in By liegt, in verschiedenen Quasikomponenten von M liegen, 
im Widerspruch zur Annahme, B, = } By’ sei eine Quasikomponente 
von WV. 


§ 2. 
Uber die Summen nulldimensionaler Mengen. 


Bekanntlich ist die Summe zweier nulldimensionaler Mengen (wie 
schon aus der Zerlegbarkeit der Strecke in die nulldimensionale Menge 
aller rationalen und die nulldimensionale Menge aller irrationalen Punkte 
hervorgeht) nicht notwendig nu!ldimensional. Menger*®) und Urysohn*) 
haben aber bewiesen, daf die Summe abzdhlbar vieler nulldimensio- 
naler kompakter abgeschlossener Mengen und mithin die Summe abzdhlbar 
vieler nulldimensionaler halbkompakter F,'*) stets nulldimensional ist. 
Wir gehen nunmehr daran, einen wesentlich allgemeineren Satz zu beweisen: 


Satz VIL. In einem separablen Raum ist die Summe abzdahlbar 
vieler abgeschlossener nulldimensionaler Mengen nulldimensional. 


Sei M= DUM, wo die Mengen M, abgeschlossen und nulldimen- 
=1 


sional sind, ‘Sei ein Punkt p von M und eine Umgebung U von p 
beliebig vorgegeben. Wir haben zu zeigen: Es gibt eine Umgebung V 
von p< U, deren Begrenzung zu M fremd ist. 


Da M, nulldimensional ist, existiert eine Umgebung V, < U von 2 
mit zu M, fremder Begrenzung. Die Mengen V, und M, — V, sind 
zueinander fremd und abgeschlossen; es existiert daher eine offene 
Menge U,, so daB M,—V,<U,, U,-V,=0 gilt. Die offene Menge 
U—U, enthilt V,. Nach Satz III gibt es deher eine offene 
Menge V, mit zu M, fremder Begrenzuag, so daB V, << V, <U, U,-V,=0 
gut. Da die Mengen V, und M, — V, zueinander fremd und abgeschlossen 
sind, l®t sich eine offene Menge U, angeben mit den Eigenschaften: 
M, —V,<U,, U,-V,=0. Die Menge U —(U, + U,) ist eine Umgebung 
der abgeschlossenen Menge V,. Nach Satz III existiert daher eine offene 


**) Monatshefte f. Math. u. Phys. 84, 8. 147. 
%1) Fund. Math. 8, S. 337. 
#2) Als Fo bezeichnet man die Summe abzahibar vieler abgeschlossener Mengen, 
als Gj) das Produkt abzihlbar vieler offener Mengen. 
Mathematische Annalen. 96. 48 
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Menge V, mit zu M, fremder Begrenzung, derart, daB V,< V,<U und 
(0,+0,):¥, =0 gilt. Wie oben definieren wir nun eine offene Menge U, 
gemaB8 den Bedingungen: M, — V, < U,; U,-V,=0. 

Indem man dieses Verfahren ad infinitum fortsetzt, definiert man 
zwei Folgen {V,} und {U,} von offenen Mengen, so da8 folgende Be- 
ziehungen bestehen: 

i‘. Rec < ii cl <<... <D, 

2. M,—V,<U,, 

8. (0,+0,+.,.+0,)-V¥,=0. 

Setzen wir V = > V,; dann ist V eine Umgebung von p uud es gilt wegen 
n=1 


1. V<U. Wir haben noch zu zeigen, daB die Begrenzung von V zu M 
fremd ist. Aus 2. folgt zunachst mit Riicksicht auf M—V < 5(M, — U,) 
4. M—V< JU... 
n=1 


Aus 1. und 3. ergibt sich V- SU, = 0, und daraus, da SU, eine offene 
n=1 


n=1 
Menge ist: 
5. V- SU, =—0. 
n=1 
4. und 5. zusammen ergeben: 


V.(M —V)=0; 
also ist die Begrenzung von V zu M fremd, womit Satz VII bewiesen ist. 
Man kann Satz VII auch in folgender Form aussprechen. 


Satz Vila. Ist die separable Menge M Summe von abzdhibar 
vielen in M abgeschlossenen nulldimensionalen Mengen, dann ist M null- 
dimensional. 

Betrachten wir ein Beispiel in der Cartesischen Zahlenebene. Es sei r 
eine rationale Zahl; mit M, bezeichnen wir die Menge aller Punkte der 
Ebene, welche die Ordinate r und eine irrationale Abszisse haben, mit N, 
die Menge aller Punkte der Ebene, welch: die Abszisse r und eine irratio- 
nale Ordinate haben. Setzen wir P= SM +-_S' N,, wo die Summationen 


iiber alle rationalen Zahlen zu erstrecken sind, dann ist P die Menge 
aller Punkte der Ebene, welche eine rationale und eine irrationale Koordi- 
nate bésitzen. Da die Mengen M, und NW, nulldimensionale und, wie man 
sofort sieht, in P abgeschlossene Mengen sind, ist P nach Satz VIIa null- 
dimensional, was man auch direkt bestitigen kann; da nimlich auf den 
Geraden y= 2-+r und y= —2x-+r, wenn, eine rationale Zah! bedeutet, 
kein Punkt der Menge P liegen kann, sieht man unmittelbar, daB sich 
auf jeden Punkt von P Parallelogramme mit zu P fremden Begrenzungen 
zusammenziehen. 
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Wir ziehen noch eine einfache Folgerung aus Satz VII. | 


Satz VIIb. Ist die separable Menge M Summe von zwei nulldimen- 
sionalen Mengen M, und M,, von denen eine zugleich ein F, und ein Gs 
in M (z. B. abgeschlossen in M) ist, dann ist M nulldimensional; m. a. W.: 
In einem separablen Raum ist die Summe einer nulldimensionalen Menge, 
die zugleich F, und G; ist, und einer beliebigen nulldimensionalen Menge 
nulldimensional. 

In der Tat, sowohl M, als auch M, ist unter der angegebenen Vor- 
aussetzung Summe von abziahlibar vielen in M abgeschlossenen nulldimen- 
sionalen Mengen, also ist M nach Satz VIIb nulldimensional. 


§ 3. 
Stetigkeits- und Unstetigkeitspunkte. 


Zieht sich auf den Punkt p des Raumes eine Folge von Umgebungen 
zusammen, deren Begrenzungen zu M fremd sind, dann hei®t nach Menger 
und Urysohn die Menge M im Punkte p nulldimensional. Mit Riicksicht 
auf eine Verallgemeinerung dieser Begrifisbildung im § 4 dieser Arbeit 
sagen wir, wenn die Menge M im Punkte p nulldimensional ist, daB M in 
p unstetig oder auch, daB p Unstetigkeitspunkt der Menge M sei. Die 
anderen Punkte des Raumes nennen wir Stetigkeitspunkte von M und 
sagen auch, die Menge M sei in thnen stetig. Jeder Stetigkeitspunkt einer 
Menge M ist offenbar Haufungspunkt von M. Nulldimensional sind jene 
Mengen, die in allen ihren Punkten (und folglich nach Satz II in allen 
Punkten des Raumes) unstetig sind. — Die folgenden Betrachtungen be- 
ruhen auf 


Satz VIII. Ist M in der separablen Menge A abgeschlossen und die 
Menge A— M nulldimensional, dann ist jeder Unstetigkeitspunkt von M 
Unstetigkeitspunkt von A. 

Sei naimlich p ein Unstetigkeitspunkt von M, U eine Umgebung 
von p. Wir haben eine Umgebung U< U von p mit zu A fremder Be- 
grenzung anzugeben. Wegen der Unstetigkeit von M in p existiert zu- 
nachst eine Umgebung U’, so daB U’ < U gilt. und die Begrenzung B(U’) 
zu M fremd ist. Die Menge M-U’ ist abgeschlossen in A. Da A—M 
nulldimensional ist, existiert eine offene Menge V, so daB 


(*) M-U'<V<0’, 
(**) (4— M)-B(V)=0, 
wenn B(V) die Begrenzung von V bezeichnet. Wegen (**) und (***) ist 


auch M-B(V)=0, also A-B(V)=0. Die Menge V ist eine in U ent- 
48* 
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haltene Umgebung von p, deren Begrenzung zu A fremd ist. Damit ist 
Satz VIII bewiesen. 

Wir bezeichnen nun die Menge aller Stetigkeitspunkte von M mit M,, 
die Menge aller Unstetigkeitspunkte von M mit M,, und untersuchen nun, 
indem M ein fiir allemal als separabel vorausgesetzt wird, diese beiden Mengen 
naher. Nach einem Satz von Menger und von Urysohn ist M, ein Gs, 
M, ein F,;**) ferner ist klar, daB die Menge M-M,, nulldimensional ist, 
denn jeder ihrer Punkte ist ja Unstetigkeitspunkt sogar von M. 

Bezeichnen wir mit M;" die abgeschlossene Hiille von M,-M in M, 
so folgt aus M= M-M,-+-M,;" auf Grund von Satz VIII: 

Satz IX. Jeder Punkt von M, ist ein Stetigkeitspunkt der Menge M;’ . 

Aus diesem Satz ergeben sich zahlreiche Folgerungen. Zunichst ist 
jeder Punkt von M, als Stetigkeitspunkt von M,* auch Haufungspunkt 
von dieser Menge und mithin von M-M,. Es gilt also: 

Satz X. Die Menge M-M, ist entweder leer oder insichdicht und 
dicht in M;. 

Nennen wir ferner eine Menge nirgends nulldimensional, wenn sie 
keine in ihr offene nulldimensionale Menge enthilt**); dann gilt: 

Satz XI. Die Mengen M, und M,° sind entweder leer oder nirgends 
nulldimensional. 

Mit Riicksicht auf Satz X geniigt es zu beweisen, daB M,;" nirgends 
nulldimensional ist (denn Mj ist dicht in M,). Sei etwa U eine offene 
Menge derart, daB U-M; + 0 ist. In U liegt ein Punkt p von M,. Nach 
Satz IX ist p ein Stetigkeitspunkt von M;* und somit von U-M;'. Also ist 
U-M,;' nicht nulldimensional und daher ist M- M," nirgends nulldimensional. 


Satz XII. Jede separable Menge M kann auf eine einzige Weise in 
zwei Mengen M, und M, zerlegt werden, so daB M, nulldimensional und 
M, entweder leer oder in M abgeschlossen und nirgends nulldimensional ist. 

Angenommen, es gabe zwei solche Zerlegungen M = M,+-M, und 
M= M, + M,. Da M, in M abgeschlossen ist, existiert eine Umgebung U, 
so daB U-)!< M,. Die Menge U-M und daher auch U-M: ist null- 
dimensional. Also gehért p niclt zu M,, da diese Menge nirgends null- 


18) Menger (Monatshefte 84, S. 141) beweist dies folgendermaBen: Fiir jede 
natiirliche Zahl n ist die Menge M, aller Punkte, die eine Umgebung mit zu M fremder 


Begrenzung und einem Durchmesser <= besitzen, offen und es gilt My, = ll M,: 
also ist M, ein Gs. , = 

%) Die oben als nirgends nulldimensional bezeichneten Mengen sind jene, die im 
Sinne ven Brouwer (Journ. fiir d. reine u. angew. Math. 142) ,in keinem Punkte 
nulldimensional* sind. 
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dimensional ist. Folglich gilt M, << M,; aus denselben Griinden gilt auch 
M; <M,. Also ist M,= M; und M,=M,. Es kann somit nicht mehr 
als eine Zerlegung geben, die den Forderungen von Satz XII geniigt. 
Eine aber wird geliefert durch die Formel M = (M— M;*)+ M,". 

Nennen wir eine Menge M stetig, wenn jeder Punkt von M ein 
Stetigkeitspunkt von M ist**). Die Summe endlich oder abzihibar un- 
endlich vieler stetiger Mengen ist, wie man sofort sieht, stetig. Wir be- 
zeichnen mit M, die Summe aller stetigen Teilmengen von M. Die Menge M 
ist also die gréBte stetige Teilmenge von M. Wir zeigen 


Satz XIII. Die Menge M, ist ein F, in M. 


Es gilt nimlich M, = M-(M,),. Denn erstens ist jeder Punkt von M, 
ein Stetigkeitspunkt von M, und gehért mithin zu M-(M,),. Zweitens 
liegt jeder Punkt von M-(M,), in M,. Denn sonst gibe es in M— M, 
einen Stetigkeitspunkt p von M,. Dann wire aber, wie man leicht sieht, 
die Menge M,-+-(p) stetig, was unméglich ist, da M, die gréBte stetige 
Teilmenge von M ist. Die Menge (M,), aber ist ein F, und damit ist 
Satz XIII bewiesen. 


Menger ist fiir den Fall kompakter Mengen auf Aussagen iiber das 
Hausdorfische Residuum und die Bairesche Kategorie der Menge M, ge- 
fiihrt worden unter der Voraussetzung, dap die Menge M-M, nulldimen- 
stonal sei in allen Punkten einer in M, dichten Teilmenge**). Wir wollen 
ahnliche Aussagen fiir beliebige separable Mengen herleiten, und zwar 
unter der Voraussetzung, daf M keinen stetigen Teil enthdlt, also fiir 
Mengen mit M,=0. Dabei nennen wir eine Menge M total irreduzibel, 
wenn M — M in M dicht liegt**) und total irreduzibel in N(N> 4M), 
wenn N-(M — M) in N-M dicht ist. Wir sagen ferner, eine Menge M sei 
von erster Kategorie, wenn M Summe ist von abzahlbar vielen in M nirgends 
dichten Teilmengen (iiblicherweise sagt man dann, M sei von erster 
Kategorie in bezug auf sich selbst). Dann gilt: 


Satz XIV. Jst M,=0, dann ist 1. M, total trreduzibel und M-M; 


+) §. Mazurkiewicz nennt (Fund. Math. 2, S, 201) diese Mengen quasizusammen- 
hiingend. 

16) Kinige Uberdeckungesitze der Punktmengenlehre, Wiener Ber. 138, S. 442. 

1°) Hausdorff bezeichnet (Mengenlehre 1914, S. 281) als Residuum der Menge 
die Menge M-M—M und nennt reduzibel jene Mengen, welche durch iterierte Resi- 
duenbildung leer gemacht werden kénnen. Die von Menger vorgeschlagene Be- 
zeichnung total irreduzibel fiir jene Mengen, deren Komplement zur abgeschlossenen 
Hiille in dieser letzteren dicht liegt, findet ihre Rechtfertigung darin, daB diese 
Mengen mit ihrem Hausdorffschen Residuum identisch sind, also durch Residuen- 
bildung iiberhaupt nicht reduziert werden. 
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total irreduzibel in M, 2. M-M,, dicht in M, 3. M, und M-M, von erster 
Kategorie. 

Wire namlich 1. M, nicht total irreduzibel, dann gibe es einen 
Punkt p von M,, der nicht Haufungspunkt von M,— M, wire. Es exi- 
stierte also cine Umgebung U von p, so daB U-M,< M,. Nach Satz X 
wire die Menge U-M-M, nicht leer. Nach Satz IX wire jeder Punkt 
von U-M-M, Stetigkeitspunkt von M-M,— M,;" und mithin von U-M-M/, 
= U-M-M,. Also wire U-M-M, eine astetige Teilmenge von M, was der 
Voraussetzung M,= 0 widerspricht. Ganz analog zeigt man, daB M- WM, 
total irreduzibel in M ist. Aus dem Bewiesenen folgt unmittelbar, dab 
2. M-M, dicht in M ist. Auf Grund der Tatsache, daB jedes total 
irreduzible F, von erster Kategorie im Sinne von Baire ist™*), folgt aus 
Satz XIV 1., daB der F, M; und der F, in M M-M, von erster Kate- 
gorie ist. 

Die Voraussetzung M,= 0 ist (ebenso wie die Mengersche Voraus- 
setzung) insbesondere erfiillt, wenn die Menge M-M, nulldimensional ist. 
Dieser Fall kann sich wirklich ereignen. Sierpinski hat eine Menge M 
konstruiert*’), fiir welche M-M; sogar bloB abzahlbar ist. Wenn die 
Menge M, von zweiter Kategorie im Sinne von Baire oder mit ihrem 
Hausdorfischen Residuum nicht identisch ist, dann ist sie Satz XIV zu- 
folge sicher nicht nulldimensional. Auf der Suche nach anderen hin- 
reichenden Bedingungen dafiir ist Menger auf seinen neuen Typus von 
Cherdeckungssitzen gefiihrt worden; wir verweisen diesbeziiglich auf die 
Mengersche Darstellung *°) 


Hier ziehen wir nocl: eine einfache Folgerung aus dem Bewiesenen: 


Satz XV. Ist die Menge M-M, nicht nulldimensional, dann ist sie 
Summe einer in M total irreduziblen Menge con erster Kategorie und einer 
nirgends nulldimensionalen Menge. 

Setzen wir P= M-M,. Mit Riicksicht auf Satz XI brauchen wir nur 
zu zeigen, daB die Menge P — P,, total irreduzibel und von erster Kate- 
gorie ist. Da die Menge Q = M— P, in M offen ist, gilt, wie man leicht sieht, 
Q-Q.=Q-M, ad M-M, — P,-M, = P—P,,. Die Menge P—P,=Q:-Q; 
ist nulldimensional, also nach Satz XIV eine Menge von erster Kategorie, 
welche in Q und mithin in M total irreduzibel ist. 





**) Dies folgt daraus, daB in einer total irreduziblen Menge jede abgeschlossene 
Menge nirgends dicht liegt. 

*%) Fund. Math. 2, 8. 81. 

2°) Wiener Ber. 183, S. 421. 
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§ 4. 


Abgeschlossene Komponenten. 


Sei M eine beliebige Menge, p ein Punkt der abgeschlossenen Hiille Z 
von VU. Wir betrachten die Menge M, aller Punkte g von M, die folgende 
Eigenschaft haben: Es existiert keine offene Menge U mit zu M fremder 
Begrenzung, so daB g in U, p im Komplement C(U) von U liegt. Der 
Punkt p gehért offenbar zu M,. Ferner ist, wie man sofort sieht, die 
Menge M — M, in M offen*’); also ist die Menge M, abgeschlossen. Wir 
bezeichnen daher die Menge M, als die zu p gehdrige abgeschlossene 
Komponente von M. 

Ist beispielsweise M im R, die Summe der offenen Intervalle (—1, 0) 
und (0.1). Die abgeschlossenen Komponenten von M sind die drei ab- 
geschlossenen Intervalle [—1,0], [0,1], [—1,1], wobei das letzt- 
angefiihrte Intervall die abgeschlossene Komponente des Punktes 0 ist. 
Dieses Beispiel zeigt, daB die verschiedenen abgeschlossenen Komponenten 
einer Menge nicht notwendig untereinander fremd sind. 


Aus der Definition der abgeschlossenen Komponente folgt unmittelbar 


Satz XVI. Sind p und q zwei Punkte der abgeschlossenen Hiille 
von M und liegt q in der zu p gehdrigen abgeschlossenen Komponente 
von M, so liegt auch p in der zu q gehdrigen abgeschlossenen Kompo- 
nente von M. 

Ferner beweisen wir mit der von Menger ausgebildeten Methode der 
EinschlieBung von Umgebungsbegrenzungen: 

Satz XVII. Die abgeschlossenen Komponenten einer kompakten 
Menge sind zusammenhdngende Mengen. 

Sei p ein Punkt von W. Angenommen, die zu p gelirige ab- 
geschlossene Komponente M, von M wire nicht zusammenhingend, also 
Summe von zwei fremden nicht leeren, abgeschlossenen Mengen M’ und M”. 
Der Punkt p mége etwa in M’ liegen. Sei U eine offene Menge, so dab 
M’ <U und M”’-U=0 gilt. Die Begrenzung B(U) von U ist zu M, 
fremd. Zu jedem Punkt g der kompakten abgeschlossenen Menge M-B(U) 
existiert eine Umgebung U(q) von g mit zu M fremder Begrenzung der- 
art, daB p in C(U,) liegt. Unter den Mengen U, gibt es nach dem 
Borelschen Theorem endlich viele, etwa U,, U,,..-,U,, in deren Summe 
M-B(U) enthalten ist. Die Menge V=- U —- U,+U,+...+U,, ist eine 
Umgebung von p mit zu M fremder Begrenzung, und jeder Punkt von M” 

%) Ist nimlich g ein Punkt von M— M,, 30 gibt es eine Umgebung U von q mit 
zu M tremder Begrenzung derart, daB p weder im Innern von U, noch auf der Begrenzung 
von U liegt. Dann ist die Umgebung U zu M, fremd und folglich U-M< M—4M,. 
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liegt auBerhalb V, gehért also nicht zu M, im Widerspruch zur Voraus- 
aussetzung. Damit ist Satz XVII bewiesen. 

Der Begriff der abgeschlossenen Komponente wird zu den im vorigen 
Paragraph betrachteten Begriffen in Beziehung gesetzt durch 

Satz XVIII. Sei M eine Menge eines kompakten Raumes. Damit 
der Punkt p von M ein Unstetigkeitspunkt von M sei, ist notwendig und 
hinreichend, daB die zu p gehdrige abgeschlossene Komponente nur aus 
dem Punki p bestehe. 

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt unmittelbar aus den Defini- 
tionen der abgeschlossenen Komponente und des Unstetigkeitspunktes. 
Die Bedingung ist avch hinreichend. Sei nimlich p ein Punkt von W 
derart, daB die zu p gehérige abgeschlossene Komponente M, nur aus 
dem Punkt p besteht. Sei U eine beliebige Umgebung von p. Zu jedem 
Punkt g von M —U existiert eine Umgebung U,, deren abgeschlossene 
Hiille den Punkt p nicht enthalt und deren Begrenzung zu M fremd ist. 
Da M—U kompakt und abgeschlossen ist, gibt es unter den Mengen U, 
endlich viele etwa U,, U,,...,U,,, in deren Summe die Menge M —U 
enthalten ist. Die Menge V=U—(U,+U,+...-+U,) ist wiederum 
eine Umgebung von p, die in U enthalten ist und deren Begrenzung zu M 
fremd ist. Also ist p ein Unstetigkeitspunkt von M. Damit ist Satz XVIII 
bewiesen. 

Eine unmittelbare Folge von Satz XVIII ist 


Satz XIX. Damit die Menge M eines kompakten Raumes null- 
dimensional sei, ist notwendig und hinreichend, daB jede abgeschlossene 
Komponente von M aus nur einem Punkt bestehe. 

Satz XVIII ergibt ferner eine Verschirfung des Mengerschen Satzes, 
daB in jeder Umgebung eines Stetigkeitspunktes der Menge M Kontinua 
enthalten seien, die ausschlieBlich Stetigkeitspunkte von M enthalten. Wir 
kénnen nun namlich zeigen, daB durch jeden Stetigkeitspunkt von M ein 
derartiges Kontinuum hindurchgeht. 


Satz XX. Ist p ein Stetigkeitspunkt der kompakten Menge M, so 
tat p in einem Kontinuum enthalten, dessen sdmtliche Punkte Stetigkeits- 
punkte von M sind. 

Nach Satz XVII und XVIII ist die abgeschlossene Komponente M, 
eines Stetigkeitspunktes p ein Kontinuum. Nach Satz XVI enthilt die 
abgeschlossene Komponente jedes Punktes von M, mehr als einen Punkt. 
Jeder Punkt des p enthaltenden Kontinuums M, ist also Stetigkeitspunkt 
von M, womit Satz XX bewiesen ist. 

In Satz XX ist insbesondere enthalten, daB die Menge M, aller Ste- 
tigkeitepunkte entweder leer oder eine stetige Menge ist. 
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Satz XXI. Fiir kompakte abgeschlossene Mengen stimmen die ab- 
geschlossenen Komponenten mit den Komponenten tiberein. 

Sei nimlich p ein Punkt der kompakten abgeschlossenen Menge M, 
M, die zu p gehorige Komponente, M, die p enthaltende Komponente 
von M. Da M, zusammenhangend ist, gilt M, <M,. Angenommen 
nun, M, wire eine echte Teilmenge von M,. Dann gitbe es in M, einen 
Punkt g von folgender Art: Es existiert eine Umgebung U von gq, deren 
abgeschlossene Hiille den Punkt p nicht enthilt und deren Begrenzung 
zu M und mithin zu M, fremd ist. Das widerspricht aber dem Zusam- 
menhang von M,. hie ist M, = = M,, womit Satz XXI bewiesen ist. 

Aus den Sitzen XXI und XVIII folgt, dag ein Punkt einer kom- 
pakten abgeschlossenen Menge M dann und nur dann Stetigkeitspunkt 
von M ist, wenn er in einem Teilkontinuum von M liegt. Da die Menge M; 
aller Stetigkeitspunkte von M ein F, ist, so erhalten wir als Nebenergebnis 

Satz XXII. Die Summe aller Teilkontinua einer kompakien abge- 
schlossenen Menge ist ein F,. 

Eine Menge heiBt diskontinuierlich, wenn sie kein Kontinuum ent- 
halt. Aus dem Bewiesenen folgt, da8 fiir kompakte abgeschlossene Mengen 
auch die Umkehrung gilt: Eine kompakte abgeschlossene diskontinuier- 
liche Menge ist nulldimensional. Auf Grund von Satz VII folgt daraus 
der Mazurkiewiczsche Satz**): Unter den halbkompakten F, stimmen die 
nulldimensionalen und die diskontinuierlichen Mengen tiberein. 


IL. Teil. 
Uber Normalbereiche und zugehérige —, Mengen. 


§ 5. 
Die Hauptsitze iiber Normalbereiche. 


Wir wenden uns der Aufgabe zu, die Mengen M von folgender Be- 
schaffenheit zu untersuchen: Auf jeden Punkt von M zieht sich eine Folge 
von in M offenen Mengen zusammen, deren Begrenzungen in M eine ge- 
wisse Eigenschaft haben, oder, was auf dasselbe hinauslauft, deren Be- 
grenzungen in M einem gewissen Bereich § von Mengen angehéren. Wir 
nenen solche Mengen total unstetig in bezug auf den Bereich 8. Die 
total unstetigen Mengen hinsichtlich des Bereiches §, welcher blo die 
leere Menge enthialt, sind die nulldimensionalen Mengen. 


*) Fund. Math. 8, 8. 67. — Die Mengen ohne Teilkontinuum, die wir im Anschlu8 
an Menger als diskontinuierlich bezeichnen, werden vielfach ,punkthaft“ (punktiform ) 
genannt. 
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Einen Bereich N von Mengen nennen wir einen Normalbereich, wenn 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Ist M eine Menge aus N, so auch jede Teilmenge von M. 

2. Ist M Summe von abzdhibar vielen in M abgeschlossenen Mengen, 
die zum Bereich N gehdren, dann gehdrt auch M zum Bereich N. 

Der Bereich aller separablen nulldimensionalen Mengen ist auf Grund 
von Satz Vila ein Normalbereich. Weitere Beispiele von Normalbereichen 
liefern der Bereich aller abzihlbaren Mengen, ferner der Bereich aller 
Mengen, die im Baireschen Sinn von erster Kategorie in bezug auf eine 
bestimmte Menge sind**). 

Wegen der Bedingung 1. erhalt jeder Normalbereich die leere Menge. 
Daher ist jede nulldimensionale Menge in bezug auf einen beliebigen Nor- 
malbereich total unstetig. Es gilt ferner: 


Theorem I. Damit eine separable Menge M in bezug auf einen 
Normalbereich N total unstetig sei, ist notwendig und hinreichend, daB M 
Summe einer nulldimensionalen Menge und einer Menge aus § sei. 

Die Bedingung ist notwendig. Ist nimlich M total unstetig in bezug 
auf den Bereich 9%, dann existiert zu jedem Punkt p von M und zu jeder 
natiirlichen Zahl n eine Relativumgebung (d.h. eine p enthaltende in M 


offene Menge) U"(p) von p, deren Durchmesser < = ist und deren Be- 


grenzung in M eine Menge aus % ist. Aus dem verallgemeinerten Borel- 
schen Theorem folgt sodann, daB M fiir jede natiirliche Zahl n Summe 
einer Folge U}', U,",...,Um,... von in M offenen Mengen ist, deren 


Durchmesser < ; und deren Begrenzungen in M Mengen aus ® sind. 


Sei B(U,}) die Begrenzung von U; in M. Setzen wir 


N= SB(U;). 
n,m=1 
Da die Mengen B(U,) in M und daher auch in N abgeschlossen sind, 
ist N eine Menge aus M. Ferner ist die Menge M— N nulldimensional, 
denn die Begrenzungen der Mengen (.M — N)-U,, sind in M leer und auf 
jeden Punkt von M— N zieht sich eine Folge von Mengen aus dem Sy- 
stem {U,,} zusammen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Sei namlich M= M’'+-N, wo M’ 
eine nulldimensionale Menge, N eine Menge aus 2 bezeichnet. Auf Grund 
von Satz II zieht sich auf jeden Punkt von M eine Folge {U,} von Um- 
gebungen mit zu M’ fremden Begrenzungen zusammen. Die Begrenzungen 

*%) Man kann leicht zeigen, daB es zu jedem Bereich von Mengen einen klein- 
sten ihn enthaltenden Normalbereich gibt. 
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der Mengen M-U, in M sind Teilmengen von N, gehéren also zu %. 
Folglich ist M in bezug auf ® total unstetig. 

Betrachten wir z. B. das System ® aller Teilmengen einer separablen 
Menge M, die in bezug auf M von erster Kategorie sind. ® ist ein 
Normalbereich und M ist in bezug auf 9 total unstetig. Denn die Be- 
grenzungen in M von jeder in M offenen Menge sind sogar nirgends dicht 
in M. Aus dem Theorem I folgt also: 


Satz XXIII. Jede separable Menge M ist nach Vernachlissigung 
einer Teilmenge von erster Kategorie in M nulldimensional. 

Da nach Sierpiriski**) jede separable nulldimensionale Menge mit einer 
Teilmenge R, (der Zahiengeraden) homéomorph ist, so folgt aus Satz XXIII 


Satz XXIV. Jede separable Menge ist nach Vernachlassigung einer 
Teilmenge von erster Kategorie mit einer linearen Menge homéomorph. 

Auf Grund von Theorem I laBt sich die ganze Theorie der hinsicht- 
lich eines beliebigen Normalbereiches total unstetigen Mengen auf die 
Theorie der nulldimensionalen Mengen zuriickfiihren. 

Wir bezeichnen im folgenden mit § stets einen Normalbereich. Zu- 
nachst ist klar, daB jeder Teil einer in bezug auf N total unstetigen Menge 
in bezug auf N total unstetig ist. Ferner gilt in Analogie zu Satz III 

Satz IIIa. Ist die separable Menge M total unstetig in bezug auf N, 
und ist die Menge P in P+-M abgeschlossen, dann existiert zu jeder 
Umgebung U von P eine Umgebung V < U von P derart, daB der Durch- 
schnitt von M mit der Begrenzung von V eine Menge aus ® ist. 

Auf Grund von Theorem I ist M Summe einer nulldimensionalen 
Menge M’ und einer Menge N aus ®. Ist die Menge P in P+.M ab- 
geschlossen, so ist sie auch in P+ M’ abgeschlossen, und zu jéder Um- 
gebung U von P gibt es nach Satz III eine Umgebung V < U von P mit 
zu M’ fremder Begrenzung. Der Durchschnitt von M mit der Begrenzung 
von V ist eine Teilmenge von N, gehért also zu ®. Damit ist Satz Ila 
bewiesen. 


Satz III enthialt als Spezialfall folgendes Analogon zu Satz II: 


Satz Ila. Ist die separable Menge M in bezug auf N total un- 
stetig, dann zieht sich auf jeden Punkt des Rawmes eine Folge von Um-. 
gebungen zusammen, so da die Durchschnitte von M mit den Begrenzungen 
dieser Umgebungen zum Bereich N gehdren. Ist eine separable Menge M 
in bezug auf N total unsietig, so bleibt ihr also diese Higenschaft nach Hin- 
zufiigung eines beliebigen einzelnen Punktes erhalten. 


**) Fund. Math. 2, S. 85.) Sierpifiski spricht seinen Satz bloB fiir Teilmengen 
Euklidischer Raume aus, doch geht diese Einschrinkung in seinen Beweis nicht ein. 
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Wir beweisen endlich: 

Satz IVa. Damit eine separable Menge M in bezug auf N total 
unstetig set, ist notwendig und hinreichend, daB es zu je zwei in M ab- 
geschlossenen zueinander fremden Mengen N, und N, zwet in M abge- 
schlossene Mengen M, und M, gibt, deren Durchschnitt eine Menge aus Xi 
ist und so, dap 


N,<M,—M,M,, N,<M,—M,M, M=M,+ UHM, 
gilt. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei nimlich M in bezug auf ®% total 
unstetig. Sind die Mengen N, und N, zueinander fremd und in M ab- 
geschlossen, so gibt es nach Hilfssatz 1 eine offene Menge U derart, dab 
N, < Uund N,-U = 0 ist. Nach Satz Ila existiert eine Umgebung V < U 
von N,, deren Begrenzung mit M einen zu % gehdrigen Durchschnitt hat. 
Setzen wir M,—V-M und M,=C(V)-M, wo C(V) das Komplement 
von V bezeichnet, dann geniigen die in M abgeschlossenen Mengen M, und M, 
allen Forderungen des Satzes [Va. 

Die Bedingung ist hinreichend. Angenommen nimlich, sie sei erfiillt. 
Ist dann p ein Punkt von M, U eine Umgebung von P, so lassen sich 
nach Voraussetzung zwei in M abgeschlossene Mengen M, und M, mit 
folgenden Eigenschaften bestimmen: 

1. M=M,+UH,, 

2. (p)<M,—M,, M-C(U)< M, -- M,, 

3. M,-M, ist eine Menge aus . 

Die Menge V= M-— M, ist in M offen. Sie enthalt den Punkt p und 
ist selbst in U enthalten. Ferner ist die Begrenzung von V in M eine 
Teilmenge von M,-M,, gehért also zu. Folglich ist M in bezug auf ® 
total unstetig. Damit ist Satz [Va bewiesen. 

Wir kénnen die hinsichtlich eines Normalbereiches total unstetigen 
Mengen durch Zerlegungseigenschaften charakterisieren, so wie friiher die 
nulldimensionalen Mengen. 


Satz Va. Damit die kompakte (halbkompakte) Menge M in bezug 
auf N total unstetig sei, ist notwendig und hinreichend, dap M fiir jedes 
e>0 Summe sei vor endlich vielen (von einer Nullfolge von) in M ab- 
geschlossenen Mengen M,, M,,..., M,, deren Durchmesser <e sind und 
die zu je zweien Durchschnitte haben, die dem Bereich N angehéren. 

Die Bedingung ist notwendig. Ist nimlich die kompakte Menge M 
in bezug auf N tota! unstetig und ist e > 0 vorgegeben, dann existiert 
nach Satz Ila zu jedem Punkt p von M eine Umgebung U(p) von p von 
folgenden Eigenschaften: 1. Die Durchmesser der U(p) sind <e, 2. die 
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Durchschnitte von M mit den Begrenzungen der U(p) sind Mengen aus 9. 
Wir wahlen unter den Mengen U(p) nach dem Borelschen Theorem endlich 
viele, etwa U,,U,,...,U,,, in deren Summe M enthalten ist, aus und 
definieren A, =(U,,—(U,+U,+...+0U,,)]:M. Die Mengen A, 
sind in M abgeschlossen, ihre Durchmesser sind <e. Es gilt ferner fiir 
n>i>k A,;-U,=0. Daraus folgt wegen A,<U, die Beziehung 
A;-A, < M-(U,—U,)= M-B(U,). Mit der Menge M-B(U,) gehért da- 
her auch der Durchschnitt A;-A, zu RN und damit ist gezeigt, daB die 
Mengen A, allen Forderungen des Satzes geniigen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Ist sie namlich erfiillt, so kann man 
fiir jede natiirliche Zahl & endlich viele in M abgeschlossene Mengen 


A}, At, ..., Ax, mit Durchmessern <; bestimmen, so daB 
sat 
(*) M= 5A, 
m=1 


gilt und da8 die Durchschnitte A,-A, (1+ m) zum Bereich % gehéren. 
Setzen wir 


(**) N= 5 SA An 


o m% I-1 
k= 


1l=1 m=1 
und 


(*) M=M—N, BR=AL—N (k=1,2,...; m=—1,2,..., m). 


Die Menge N gehért als Summe von abzihlbar vielen in N abgeschlossenen 
Mengen aus 9 selbst zu N. Aus (**) folgt 


(Tt) BF.-BE=0 (kK=1,2,...; m,l=1,2,..., 2; bm). 
Aus (*) folgt: 
(+) w= SB. 

m=1 


Da die Mengen By = A; O(N) in M’' = M-C(N) abgeschlossen sind und 
da der Durchmesser von B <2 ist, folgt aus (¢) und (tf) auf Grund 
von Satz V, daB M’ nulldimensional ist. Dann iet aber die Menge M = M’4+-N 
nach Theorem I in bezug auf § total unstetig. 

Analog beweist man den Satz Va fiir halbkompakte Mengen. 

Den weiteren Ausfiihrungen liegt zugrunde 

Satz XXV. Sind N, und N, zwei Normalbereiche, dann ist das 
System TN, bestehend aus allen Mengen, die Summe einer Menge aus Nt, 
und einer Menge aus N, sind, ein Normalbereich. 

DaB jeder Teil einer Menge aus § zu MN gehért, ist klar. Es ist nur 
folgendes zu zeigen: Ist N Summe einer Folge {N,} von in N abge- 
schlossenen Mengen, die zu % gehéren, dann ist auch N eine Menge aus ®. 
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, , k-1 . be , 
Setzen wir VN, = N, und Ny= Ni, — S N; (k=2,3,...) dann ist N= » N,, 
i=1 k=1 


die Mengen N, sind paarweise fremde F, in N und gehéren zum Bereich %, 
es gilt also: N; = N; + Ni, wo Nz und Nz Mengen aus %, bzw. aus N, 
sind. Setzen wir ferner 


(°) N°=SNi, N*= Swi. 
k=1 k=1 
Dann gilt: 


1. N=N*+N™, 
2. N*-M=M, N**-N,=N; (k=1,2,...). 


Aus 2. folgt, daB die Mengen Ny in N* F, sind. Folglich ist N* nach 
(°) Summe von abzihlbar vielen in N* abgeschlossenen Mengen aus , , 
also selbst eine Menge aus %t,. Ebenso ist N** eine Menge aus 3, und die 
Formel 1. zeigt, daB N eine Menge aus 9 ist. Damit ist Satz XXV bewiesen. 

Nach dem Satz VIIa ist das System aller nulldimensionalen Mengen 
ein Normalbereich. Auf Grund von Theorem I und Satz XXV ergibt sich 
daraus der folgende Hauptsatz aus der Theorie der Normalbereiche: 


Theorem ‘i. Das System aller separablen Mengen, die in bezug 
auf einen Normalbereich total unstetig sind, bildet einen Normalbereich. 

Wir kénnen die in der Theorie der nulldimensionalen Mengen defi- 
nierten Begriffe fiir beliebige Normalbereiche einfiihren. In Satz VIIb 
z. B. kann das Wort ,,nulldimensional“ ersetzt werden durch die Worte 
»total unstetig in bezug auf M*. Wir nennen ferner den Punkt p Un- 
stetigkeitspunkt der Menge M in bezug auf MN, wenn sich auf p eine 
Folge von Umgebungen zusammenzieht, deren Begrenzungen mit M Durch- 
schnitte haben, die Mengen des Bereiches % sind. Die anderen Punkte 
des Raumes nennen wir Stetigkeitspunkte von M in bezug auf N. Es 
gilt dann 

Satz XXVI. Damit der Punkt p ein Unstetigkeitspunkt der Menge M 
in bezug auf N sei, ist notwendig und hinreichend, dag M Summe sei von 
zwei Mengen M' und N, so daf p Unstetigkeitspunkt von M’ ist und dag N 
zum Bereich N gehért. 

Die Bedingung ist notwendig. Denn wenn p ein Unstetigkeitspunkt 
von M in bezug auf ® ist, dann existiert eine sich auf » zusammen- 
ziehende Folge {U,} von Umgebungen, so da die Durchschnitte M B(U,) 
zu M gehéren. Setzen wir N= > M-B(U,), so ist N eine Menge aus 
und p ist ein Unstetigkeitspunkt ‘von M—N. DaB die Bedingung hin- 
reichend ist, zeigt man genau so wie beim Beweise von Theorem I. 

Wir beweisen nun folgendes Analogon von Satz VIII: 
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Satz VIIIa. Es sei die Menge M in der separablen Menge A ab- 
geschlossen und es sei die Menge A— M total unstetig in bezug auf N. 
Ist dann der Punkt p ein Unstetigkeitspunkt von M in bezug auf N, dann 
ist p auch ein Unstetigkeitspunkt von A in bezug auf N. 

Auf Grund von Theorem I und von Satz XXVI kénnen wir schreiben: 

M=M'+N,, A—M=P+N, 


wobei N, und N, Mengen aus § sind, M ’ in p unstetig und P null- 
dimensional ist. Da M in A abgeschlossen ist, ist N, wegen N, == M(N, + N,) 
in N,+ N, abgeschlossen. Daher ist N, in N, + N, offen, also ist N, 
und somit auch N,-- N, Summe von abzihlbar vielen in N, +N, ab- 
geschlossenen Mengen aus 9%. Die Menge N= N, + N, gehért daher zum 
Bereich &. Nun ist p nach Satz VIII ein Unstetigkeitspunkt von M’ + P 
(denn M’ ist in M’+ P abgeschlossen); daher ist p nach Satz XXVI 
ein Unstetigkeitspunkt von A= M’+ P+ N in bezug auf ®. 

Alle Sdtze des § 3 sind Folgerungen von Satz VIII und bleiben daher 
giiltig, wenn man die Worte ,,Unstetigkeitspunkt“ und ,,Stetigkeitspunkt“ 
ersetzt durch die Worte ,,Unstetigkeitspunkt in bezug auf N“ bew. 
,, Stetigkeitspunkt in bezug auf N“. An Stelle der stetigen Mengen treten 
dabei die in bezug auf ® stetigen (d. h. in bezug auf 9 keinen Unstetig- 
keitspunkt enthaltenden) Mengen. Es eriibrigt sich alle diese Satze noch- 
mals anzufiihren. 

Hingewiesen sei darauf, daS man auch abgeschlossene Komponenten 
hinsichtlich N einfiihren kann. Als die zum Punkt p gehdrige abge- 
schlossene Komponente M, der Menge M hinsichtlich % bezeichnen wir 
die Menge aller Punkte g von M von folgender Eigenschaft: Es existiert 
keine offene Menge U, deren Begrenzung mit M einen Durchschnitt hat, 
welcher eine Menge aus Xt ist, und so da8 qin U, p im Komplement C(U) 
von U liegt. 

Ganz wie in §4 zeigt man (man hat dabei nur die im §4 ver- 
wendeten offenen Mengen mit zu M fremden Begrenzungen durch offene 
Mengen zu ersetzen, deren Durchschnitte mit M Mengen aus § sind), 
daB die Mengen M, entweder Kontinua sind, oder blo® aus dem Punkt p 
bestehen; der letatere Fall tritt (vgl. Satz XVIII) dann und nur dann 
ein, wenn p ein Unstetigkeitspunkt von M hinsichtlich ® ist. Hieraus 
folgert man so wie Satz XX 

Theorem III. Jeder Stetigkeitspunkt der kompakten Menge M in 
bezug auf den Normalbereich N liegt in einem Kontinuum, das aus- 
sohliepilich solche Stetigkeitspunkte enthdlt*°). 


” (Zusatz bei der Korrektur): Das Theorem III bleibt (wie aus den Be 
weisen von § 4 hervorgeht) giiltig, wenn der Bereich ®, anstatt Normalbereich zu 
(Fortsetzung der FuGnote 26 auf der niichsten Seite) 
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§ 6. 
Anwendungen auf die Dimensionstheorie. 


Wir sind zum Begriff des Normalbereiches dadurch gelangt, da8 wir 
zwei Haupteigenschaften des Bereiches aller separablen nulldimensionalen 
Mengen als selbstindige Postulate ausgesprochen und im iibrigen von der 
Nulldimensionalitét abstrahiert haben. Ferner ist unser Prinzip des Uber- 
ganges von einem Normalbereich ¥{ zum Normalbereich aller in bezug 
auf 9 total unstetigen Mengen identisch mit dem Menger-Urysohnschen 
Prinzip des Uberganges vom Bereich der héchstens (n — 1)-dimensionalen 
Mengen zum Bereich der héchstens n-dimensionalen Mengen. 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergeben sich daher vor allem 
wichtige dimensionstheoretische Konsequenzen. 


Hochstens n-dimensional (im Punkte p) hei®t in unserer Terminologie 
jede Menge, die total unstetig (unstetig in p) in bezug auf den Bereich 
der héchstens (n —1)-dimensionalen Mengen, wobei der Bereich der 
(— 1)-dimensionalen Mengen blo die leere Menge enthdlit. Jene héchstens 
n-dimensionalen Mengen, die nicht auch héchstens (n — 1)-dimensional sind, 
hei8en n-dimensional. Durch mehrfache Anwendung des Theorems II folgt 

Theorem IV. Die separablen héchstens n-dimensionalen Mengen 
bilden einen Normalbereich. 

Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung des Theorems von Menger 
und Urysohn, da8 die Summe abzihlbar vieler héchstens n-dimensionaler 
abgeschlossener kompakter Mengen héchstens n-dimensional ist**). Denn 
den Hauptinhalt von Theorem IV bildet der Satz, daB jede separable 
Menge M, welche Summe von abzdhibar vielen in M abgeschlossenen 
hoéchstens n-dimensionalen Mengen ist, auch selbst héchstens n-dimen- 
sional ist. Die einschrankende Voraussetzung dieses Summensatzes (d. h. 
die Abgeschlossenheit der Summanden in der Summe) betrifft nicht die 
einzelnen Summanden, sondern ihre gegenseitige Lage, wahrend bei den soeben 
erwaihnten Summentheorem von Menger und Urysohn jeder einzelne Sum- 
mand einer einschrinkenden Bedingung unterworfen wird. 


sein, den folgenden weniger einschrinkenden Bedingungen geniigt: 1. Jeder Teil einer 
Menge aus § gehért zu ®. 2. Die Summe von endlich vielen in der Summe ab- 
geschlossenen Mengen aus § ist selbst eine Menge aus %. Inshesondere gilt also das 
Theorem III fiir den Bereich aller endlichen Mengen, d.h. haben die Begrenzungen 
aller hinreichend kleinen Umgebungen eines Runktes p unendlich viele Punkte mit 
der kompakten M gemein, so liegt p in einem Kontinuum von Punkten mit derselben 
Eigenschaft. 
%) Monatshefte 34; Fund. Math. 8. 
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Jeder Satz iiber Normalbereiche kann dem Theorem IV zufolge fiir 
den Bereich der separablen héchstens n-dimensionalen Mengen ausgesprochen 
werden. Wir beschranken uns auf uie Formulierung der wichtigsten dimen- 
sionstheoretischen Satze, die man so erhalt. Eine n-fache Anwendung von 
Theorem I ergibt: 


Theorem V. Damit die separable Menge M héchstens n-dimen- 
stonal set, ist notwendig und hinreichend, dap M Summe von n+ 1 null- 
dimensionalen Mengen sei; m.a. W. die separable Menge M ist dann und 
nur dann n-dimensional, wenn sie in n-+-1 aber nicht in weniger null- 
dimensionale Mengen gespalien werden kann*’). 


Sehr leicht 1a8t sich eine Zerlegung des R, (des n-dimensionalen 
Zahlenraumes) in n-;-1 nulldimensionale Mengen angeben durch Ver- 
allgemeinerung eines Gedankens von Sierpirski**) zur Zerlegung der Ebene 
in drei nulldimensionale Mengen. Bezeichnet man namlich mit M, 
(k=0,1,...,”—1,m) die Menge aller Punkte des R,, die & rationale 
und » — k irrationale Koordinaten haben, dann ist R, = M,+ M,+... 

M,, die gewiinschte Zerlegung. Ubrigens ist die Summe von je zwei 
Mengen M, zusammenhingend, so daf der R,, und der R,,,,, Summe 
von n-+1 zusammenhdngenden eindimensionalen Mengen sind. 

Aus dem Theorem V folgt unmittelbar der iibrigens auch direkt 
beweisbare 


Satz XXVII. Die Summe zweier separabler Mengen, von denen die 
eine n-dimensional, die andere m-dimensional ist, ist héchstens (n -+- m +- 1)- 
dimensional, und diese Schranke kann im allgemeinen nicht erniedrigt 
werden***). Ist dagegen mindestens einer der Summanden zugleich ein F, 
und ein Gs in der Summe, dann ist deren Dimension gleich der groBeren 
der beiden Zahlen m und n. 


Der zweite Teil von Satz XXVII ergibt sich unmittelbar aus Theorem IV 
(vel. Satz VIIa). Insbesondere ist in Satz XXVII der Satz enthalten, da6 
die Dimension einer separablen n-dimensionalen Menge durch Hinzufiigung 
eines beliebigen einzelnen Punktes nicht erhéht werden kann **), 

Ferner ist auf Grund des zweiten Teiles von Satz XXVII klar, daB 
unter den n+ 1 nulldimensionalen Mengen, in welche eine n-dimensionale 


**) Hinsichtlich kompakter abgeschlossener Mengen wurde dieses Theorem von 
Urysohn (C. R. 175) ohne Beweis ausgesprochen. Der in den Fund. Math. erscheinende 
Urysohneche Beweis war dem Verfasser bei der Drucklegung dieser Arbeit unbekannt. 

**) Fund. Math. 4, 8. 1. 

*88) Dieses Ergebnis findet sich auch bei Urysohn, Fund. Math. 8, S. 317—819. 

>) Durch diesen Satz wird, wie Menger bemerkt hat, die von ihm in Betracht 
gezogene Unterscheidung zwischen der inneren und duBeren Dimension (vg). Monate- 
hefte f. Math. u. Phys. 834) eutbebrlich. 
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Menge zerlegt werden kann, keine zugleich F, und G, in der Menge sein 
kann. Man kann in dieser Richtung weiter zeigen, daB unter den n + 1 
nulldimensionalen Summanden, falls dieselber paarweise fremd sind, nicht 
mehr als zwei Borelsche Mengen zweiter Ordnung auftreten kénnen und 
da8 in diesem Fall die eine ein F,, die andere ein GQ; ist. 

Eine unmittelbare Folge von Theorem V ist schlieBlich 

Satz XXVIII. Ist die n-dimensionale Menge M, in einer separablen 
(n+ k)-dimensionalen Menge M, , , enthalten, dann existieren n — 1 Mengen 
M,, .,,M.9,,--,M,.,-, mit den Dimensionszahlen n+1,n+ 2,..., 
n+k—1, 80 daB gilt: 

Mc i <...<B,,, < Mays. 


Nennen wir eine Menge M iiberall n-dimensional, wenn jede in M 
offene Menge n-dimensional ist. Sei M“ die Menge aller Punkte, in denen 
die separable Menge M mindestens n-dimensional ist, dann folgt aus dem 
Analogon des Satzes IX und XII hinsichtlich des Normalbereiches der 
héchstens (n — 2)-dimensionalen Mengen: 

Theorem VI. Die Menge M-M,” ist in jedem Punkte von M™ 
mindestens n-dimensional. Jede separable n-dimensionale Menge laft sich 
folglich (und zwar auf eine einzige Weise) in eine in thr abgeschlossene 
tiberall n-dimensionale und eine hdchstens (n —1)-dimensionale Menge 
spalien **¢), 

Eine in allen ihren Punkten n-dimensionale Menge heiBt homogen 
n-dimensional. Das Analogon des Satzes XIV besagt: 

Satz XIVa. Die separable n-dimensionale Menge M enthdlt eine 
homogen n-dimensionale Teilmenge, wofern die Menge aller Punkte von M, 
in denen M n-dimensional ist, von zweiter Kategorie im Sinne von Baire 
ist oder mit threm Hausdorjfschen Residuum nicht tibereinstimmt. 

Desgleichen sind die Mengerschen Uberdeckbarkeitsbedingungen*) hin- 
reichend dafiir, daB eine n-dimensionale Menge eine homogen n-dimen- 
sionale Teilmenge enthialt. 

Ferner ergibt die Anwendung des Theorems III: 


Theorem VII. Jeder Punkt, in dem die kompakte Menge M minde- 
stens n-dimensional ist, ist in einem Kontinuum enthalten, in dessen 
sGmtlichen Punkten die Menge M mindestens n-dimensional ist. 


*se) Fir kompakte abgeschlossene Mengeh wurde dieses Theorem von Menger 
(Monatshefte f. Math. u. Phys. 84, 8.144) und von Urysohn (Fund. Math. 8, 8. 270) 
bewiesen 


%) Vel. %), 
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Endlich gilt in Verallgemeinerung eines von Menger und Urysohn fiir 
kompakte abgeschlossene Mengen bewiesenen Satzes als Analogon von 
Satz V: 


Satz Va. Damst die kompakte Menge M héochstens n-dimensional 
set, ist notwendig und hinreichend, daB sich M in endlich viele beliebig 
kleine in M abgeschlossene Mengen spalten lasse, die zu je zweien héch- 
stens (n — 1)-dimensionale Durchschnitte haben. 


Betrachten wir zum Abschlu8 die dimensionstheoretische Fassung von 
Satz [Va: 


Damit eine separable Menge M héchstens n-dimensional sei, ist not- 
wendig und hinreichend, daB je zwei fremde in M abgeschlossene Mengen 
N, und N, durch eine héchstens (n— 1)-dimensionale Menge in M getrennt 
werden kdnnen. 

Dabei nennen wir in iiblicher Weise die Mengen N, und N, in M durch 
die abgeschlossene Menge P getrennt, wenn, M= M,+ M,, M-M,-M, < P, 
N,< M,—P, N,< M,—P gilt. 

Bekanntlich hat Brouwer den im Fréchetschen Sinne_,,normalen“ 
Mengen M einen natiirlichen Dimensionsgrad <n zugeschrieben, wenn je 
zwei zueinander fremde, in M abgeschlossene Teilmengen von M durch eine 
héchstens (n — 1)-dimensionale Teilmenge von M getrennt werden kénnen, 
— hat als nulldimensional die diskontinuierlichen Mengen bezeichnet, — 
und kiirzlich fiir kompakte und kondensierte Raume die Aquivalenz der 
natiirlichen und der M.-U.schen (Menger-Urysohnschen) Definition nachge- 
wiesen*). Satz IV b spricht diese Aquivalenz hinsichtlich beliebiger separabler 
Raiume aus, wofern, wie Menger und ich bemerkt haben, fiir die nicht halb- 
kompakten Raéume die Brouwersche Definition der nulldimensionalen Mengen 
durch die M.-U.sche Definition ersetzt wird, die gleichfalls im Geiste der 
Brouwerschen Definition in folgender Form ausgesprochen werden kann: 
Wulldimensional heiBt eine Menge M, wenn je zwei fremde, in M abge- 
schlossene Mengen durch die leere Menge getrennt werden kénnen**). 








8) Vgl. *). Die Aquivalenz folgt auch unmittelbar aus dem bei Menger, Monats- 
hefte f. Math. u. Phys. 84, 8. 150, 151, befindlichen Satz VI. Fir kompakte Riume 
findet sich die Eigenschaft, sowie ihre Beweis, explizite bei Urysohn, Fund. Math. 8, 
S. 328. 

8) Die obige Bemerkung griindet sich darauf, daB im Bereich der halbkompakten 
F,, die diskontinuierlichen und die nulldimensionalen Mengen identisch sind [vgl. *) | 
da8 aber unter den nicht-halbkompakten diskontinuierlichen Mengen solche von be- 
liebig hoher Dimension im M.-U.schen Sinn existieren. Am einfachsten ergibt sich dies 
aus Theorem V im Verein mit dem Mazurkiewiczschen Satz, daB jedes Kontinuum 
eines R, Summe von zwei diskontinuierlichen Mengen ist (Bull. Ac. Crac. 1913, S. 76). 
49* 
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Man kénnte*'*) auch fiir allgemeine separable Mengen eine Dimen- 
sionstheorie aufbauen, indem man von den diskontinuierlichen Mengen als 
den nulldimensionalen**) ausgeht; hinsichtlich der halbkompakten Raume 
wire die so entstehende Theorie mit der M.-U.schen identisch. An innerer 
Einheitlichkeit und Durchsichtigkeit reicher scheint uns aber die Theorie, 
welche von der leeren Menge, als der (—1)-dimensionalen, ausgehend 
rekursiv die héherdimensionalen Mengen definiert. Dieser allgemeine 
Dimensionsbegri{f scheint uns die wichtigste, heute bekannte gestaliliche 
Eigenschajft des Raumes in der fruchtbarsten Weise zu prdzisieren. 


%1®) Vgl. dazu auch die Ausfiihrungen von Menger, Bericht iiber die Dimensions- 
theorie, Jahresber. d. deutschen Math. Ver. 35. 
82) Auch die diskontinuierlichen Mengen bilden einen Normalbereich. 


(Eingegangen am 28. 9. 1925.) 


Alfred Ackermann -Teubner-Gedichtnispreis. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Dr.-Ing. Alfred Ackermann-Teubner in 
Leipzig im Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig errichtete ,,Alfred 
Ackermann-Teubner-Gedichtnispreis zur Férderung der mathematischen 
Wissenschaften“ ist in diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Prof. 
Dr. Wilhelm Blaschke in Hamburg fiir sein Buch ,Kreis und Kugel“ zu- 
erkannt worden. 























